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1. Az algoritmus naiv fogalma

Egy feladat algoritmikus megoldasa egy eljaréas, ami az adatok megkapéasa utéan egy jol
definialt 1épéssort elvégezve kiszamolja a feladatra adandé véalaszt. Minden lépésben
egy mindenki szaméra konnyen elvégezhetd elemi utasitést kell végrehajtani.

Az algoritmus fogalmaéaval egytitt kialakult egy az algoritmusokkal kapcsolatos nyel-
vezet is. Az adatokat inputnak, az eredményt outputnak nevezziikk. Ha adott inputon
az algoritmus utasitésait kovetve végezziik az el6irt 1épéseket, akkor az algoritmus
futdsdrol beszéliink.

Mar az altalanos iskolaban tanulunk algoritmusokat. Az alapmiveletek elvégezésé-
nek szokasos modja is egy-egy algoritmus, ahol az elemi lépések a szamjegymiiveletek.
Ezért is kezdik a szamtan oktatast a szorzotdbla memorizalasaval. Az alapszerkesz-
tések, a primtényezkre bontas megtanitott modja, az Euklideszi-algoritmus mind jol
ismertnek kell lenni egy érettségizett szamara.

Legyen Z az inputok, O az outputok halmaza. Tehat egy algoritmikus/szamitési
probléma egy f : Z — O fiiggvény.

Az algoritmus fenti lefrdsa nem matematikai definici6. Ezen a ponton nem is
adunk matematikai definiciét az algoritmusra. Megjegyezziik, hogy a matematikus
kozosség, hosszu vajudas utan az 1930-as években fogadott el egy mind a mai napig
hasznalt algoritmus fogalmat. Ez jol leirja azt ami a szamitdégépek hasznalata kézben
torténik. Azt is megjegyezziik, ha megjelennének a kvantum-szamitogépek, akkor ezt
a fogalmat 1jra kellene értékelniink.

Az alabbiakban egy kissé pontositjuk, hogy egy algoritmuselméleti probléma mikor
van jol definidlva, mikor tudjuk matematikailag alapozottan vizsgélni.

1.1. Szamitasi problémak, elemi 1épések

Legtobbszor azonban nem vagyunk ennyire formalisak. A FAKTORIZACIO példaul
egy probléma. A szohasznélat jelentheti a kovetkezSk barmelyikét.

Példa (FAKTORIZACIO 1). Input: egy pozitiv egész szam. Output: prim osztéinak
listdja a megfelel6 multiplicitasokkal.

Példa (FAKTORIZACIO IlI). Input: egy pozitiv egész szam. Output: egy prim
osztoja.
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Példa (FAKTORIZACIO Ill). Input: egy pozitiv egész szam. Output: legkisebb
prim osztoja.

Példa (FAKTORIZACIO IV). Input: egy pozitiv egész szam és egy t érték. Dontsiik
el van-e 2 és t kozotti oszto.

Barmelyik megoldasa atalakithato (alap programozasi technikak, példaul itera-
ci6/rekurzio, binaris keresés ismeretével) a t6bbi megoldasava.

Az inputok és outputok leirdsdban/leirtak értelmezésben is meg kell egyezni-
ik a szamitast kovetSknek. (Gyakorlatban egy géppel kell | kozolniink” az adato-
kat /inputot, az output kiszamolésa utan pedig a gép altal adott végeredményt kell
sértelmezniink”.)

Hogy az adatok, hogyan koédoltak az kérdése, és néha nem is olyan fontos.

Példa. Adott n valos szam, hatarozzuk meg rendezett sorrendjiiket.

A val6s szamok halmaza kontinuum szamossagu. Egy valodi szamitogép véges 0-1
sorozatokat képes tarolni. A kodok egy megszamlalhatoan végtelen halmazt alkotnak.
Ez ,tal kicsi” az Osszes valos szam kezelésére. Ennek ellenére ez egy fontos feladat.
Az elemi 1épést az ,két szam Osszehasonlitdasanak” vehetjik. Egy futas hossza az lesz,
hogy a rendezett sorrend hany Gsszehasonlitas utan lesz ismert. A futéds hossza fiigg
a szamok szamatol. Hosszabb szamsorozat esetén tobb Gsszehasonlitast varunk. Az
n paraméter az input mérete.

Az, hogy milyen szam abrazolassal dolgozunk, hogy ebben az Osszehasonlités ho-
gyan valosithaté meg nem érdekel minket. Ahogy a gyakorl6 programozo6 szamara se
mindig ismert /fontos, hogy a gépen beliil mi torténik egy programja futdsa soran.

Egy teljesen méas probléma a kovetkezs:

Példa. Adott n darab k bites szam, hatarozzuk meg rendezett sorrendjiiket.

Itt a szdvegezésbdl nyilvanvald, hogy az input mérete n - k bit és bit mtiveletekben
kell gondolkoznunk mint elemi mtiveletek.

Példa. Adott két egész szam, szamoljuk ki Gsszegiiket /kiilonbségiiket /szorzatukat.

Az elemi 1épés a szamjegyek kozotti elemi miiveletek, a szorzétabla kétjegyt vég-
eredményeinek tovabbviteli jegyre/utolso szamjegyre valo szétszedése.

Példa. Adott két természetes szam, szamoljuk ki legnagyobb kozos osztojukat.

Az elemi lépések az egészek kozotti Osszehasonlitas/Osszeg/kiilonbség képzés eset-
leg szorzéas, maradékos osztés. Azaz most két szam Osszege/kiilonbsége egyetlen elemi
lépésnek szamit.

Ha valakit ez zavar, akkor az input legyen bitsorozat és a korabbi x < =z — y
egyetlen elemi 1épést helyettesitse az el6z6 példa algoritmusaval. Az elemi lépések
szamolasa — amit az algoritmus analizisének neveziink — a két analizisbdl (euklidészi
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algoritmus valés szamok szintjén torténé analizise és az alapmitveletek bit szintd
analizise) ,,0sszerakhato”.

Erdekes moédon az input méretében viszont fontos, hogy mekkorak a szamok. Azaz
nem 2, hanem mondjuk a nagyobb szam széjegyszama lehet egy jo mérték. A kérdés,
hogy hény elemi lépés kell két n jegyt természetes szamon az euklideszi algoritmus
futtatasanal.

Példa. Adott A, B € R™™ két matrix. Szamitsuk ki szorzatukat.

Ismét ,,pontos valos aritmetikat sugallunk”. Ez a valé életben nem lehetséges, ha-
bar irhatunk programot, amiben két valosnak deklaralt szamot Osszeszorozhatunk. A
program futésa soran lehet, hogy egy memoria teriileten egy kerekitett érték tarolo-
dik és a szorzas utan a szorzat a kerekitett értékek szorzatanak kerekitett értéke lesz.
Azonban elképezelhetiink egy olyan szamitogépet, amiben egy bit tarolasara alkalmas
memoria egység helyett egy doboz szerepel képzeletiinkben. Ezekbe a dobozokba va-
l6s szamokat rakhatunk és a szorzés mitvelet utan két valos szam pontos szorzata
keriil a szorzatot tarold6 dobozba. Ennek a képzeletbeli gépnek a futtatasa és anali-
zise nagyon természetes. Nézhetjiik, hogy a matrix szorzas definicidja szerint hany
szorzas, Osszegzés torténik. Fz az analizis nem a valosagtol elrugaszkodott, habér egy
elméleti géppel dolgozik. Nagyon fontos a matrix szorzés fenti tipusi analizise.

A fenti példaban az input mérete is fontos. Két matrix adott, de az input méretét
2-nek venni csalas lenne. A természetes megéllapodéas, hogy valés szamok ,,seregének”
gondoljuk az inputot, 2n? szamra gondolunk A, B helyett. Az sem nagy csalas, ha
az n paraméterrel (sorok/oszlopok kézos szama, az input négyzetes métrixok mérete)
jeloljiik mekkora feladatrol van szo.

Példa. Adott egy egyszerd graf hatarozzuk meg hany haromszog (harom hosszu kor)
van benne.

Hogyan adott egy n cstucsu egyszert graf? Tobb (mondhatjuk sok) lehetGség van.
Csak kett6t emeliink ki.

Els6 megadasi modszer lehet a szomszédsagi méatrix (egy n X n bit-méatrix) meg-
adasa. Egy kicsit pazarldo modszer, hiszen a méatrix f6atlojan nulldk szerepelnek és
szimmetrikus. Azaz igazabol (g) fiiggetlen bit a kodolas. Ennek ellenére a métrix
struktura, algebra gyakran nagyon hasznos.

Egy mésik lehet&ség, hogy a csticsok egy teljes listajanak minden v eleméhez hoz-
zatartozik a v csucs szomszédjainak egy listaja (egy s szomszéd igazabol a vs élt repre-
zentalja). A szomszédok listaiban minden szomszéd tartalmazza a kévetkezd-szomszéd
infot, ami erre a szomszédra mutat (amennyiben ez a szomszéd létezik, amennyiben
az utolso szomszédrol beszéliink mondjuk egy speciélis NIL értéket vesz fel). A teljes
cstics-listdjaban minden cstucshoz tartozik egy elsd-szomszéd info, ami lehet NIL is
ha a cstcs izolalt. Persze ott van a kovetkezd-csics info is, ami a teljes csics-lista
utolso csticsanal NIL értékid. Persze lehetnek tovabbi informaciok is a strukturaban.
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Példaul egy élsulyozott graf esetén a v cstucs s szomszédjanal szerepelhet a vs él si-
lya (sily), ami mondjuk egy pozitiv egész. Igy a graf dsszetett adatok bonyolultan
kapcsolt Osszessége.

A két abrazolas més és mas elemi miiveleteket sugall és ugyanannak a magas
szinten leirt algoritmusnak a megvalositisa, analizise teljesen mas kérdéseket vet fel.

Lehet, hogy a hallgatot a fenti példék 6sszezavarjak. Nem ez volt a cél. A cél, hogy
egy algoritmikus problémat jol &t kell gondolni. Ha tobben targyaljuk, akkor sokat
kell kérdezni, tisztazni, hogy egy matematikailag megalapozott targyalas alakuljon ki.

2. Algoritmusok analizise

Latni fogjuk, hogy gyakran nagyon sokféle algoritmus adhat6 ugyanarra a problémara.
Melyik a jobb, mi melyiket hasznéljuk adott problémara, van-e legjobb algoritmus?
Van-e egy elméleti hatar, amit semelyik algoritmus nem tud atlépni? Ezek nagyon
természetes, kozponti kérdések.

Korabban mar hasznaltuk az algoritmus analizésének kifejezését: adott w inputon
futtatva az algoritmust meg kell szamolnunk (néha megbecsiilniink) hany elemi lépés
vezet el az outputhoz. Legyen A egy algoritmus, w egy input. t4(w) az elemi lépések
szama ami sziikséges, hogy w inputon futtatva A-t megkapjuk az outputot. Hasznal-
tuk az input méretének fogalmat is. Azaz 7 = U, Z;, ahol 7, az s méretii inputok
halmaza.

Definicié.
ta(n) = max{ta(w) :w € Z,}.

A fenti definici6 nagyon fontos. Amikor az ebben definialt fiiggvényt vizsgéljuk
— példaul egy jo felsé becslést adunk rd — akkor azt mondjuk a legrosszabb eset
analizist végezziik el. Valoban, ha az Z,, inputokat vizsgaljuk, akkor a maximum vétele
a legtobb elemi 1épés szdmot veszi amit ezen inputok kozott végre kell hajtanunk az
output meghatarozésahoz. Azaz a felsé becslés egy olyan ,garancia’, ami az input
hosszénak fiiggvénye.

*

Egy fontos megjegyzés. Egy pontos analizis nagyon hosszt, 6sszetett, attekinthe-
tetlen formulédkhoz vezet. Masrészt az analizis az algoritmus futasahoz sziikséges id6t
irja le. De milyen mértékegységben? Ha masodpercben mérnénk a futast, akkor az
elemi lépések szama mellett egy szorzoé szerepel, ami az elemi 1épésekhez sziikséges
valodi id6. Ez a szorzo fiigg a géplink hardware-ét6l/paramétereitsl. Egy 6t éves
gép lecserélese egy maira jelentsen befolyasolja ezt a szorzot. Igy az analizis els6
fazisaban a konstans szorzok nem lényegesek. Altalaban elhanyagoljuk. Hogy ezt
megtehesiik /formalizaljuk néhany fontos matematikai jelolésre van sziikség.
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Definicié. Legyen t, f : N — R. Ekkor ¢t = O(f) azt jelenti, hogy alkalmas ¢ > 0
konstansra és ng kiiszobértékre fennall, hogy n > ng esetén

t(n)] < cf(n)

t(n) az analizalt idg, ez altalaban egy nemnegativ értékeket felvevd fiiggvény.
f(n) egy ,egyszerd” fiiggvény, mint n, n2, n'%, nlogn, 2", n®, 2. (Alljunk meg.
Az f(n) = nlogn példdban nem irtam oda a logaritmus alapjat. Melyik alapra
gondoltam? Szamit a pontos értek?)

Példa.
18 (Z> +127n* log n 4 log™(n'**) - n 4 144 = O(n®).

nlogn tényleg N-en értelmezett? A kiiszobérték szereplése miatt nem nagyon
zavar, hogy 0-ban nem értelmezett. Mondhatnank, hogy kicsire nem adunk, de ez
nem matematikusi hozzaallas. Az atlathatosag és pontossag kozott kell egyensilyozni
egy olyan teriileten, ahol nagyon sok NEM matematikus dolgozik. Ezért sokszor a
matematikus szemiiveg sok végiggondolnivalot/pontosité megjegyzést hagy az olvasod
szamara. Kérdezziink, konzultaljunk . ..

Természetesen n? = O(2"). De egy négyzetes fiiggvényt exponenciélissal becsiilve
nagyon hanyagok vagyunk. Tovabbi jel6lések segitik azt, hogy a pontos nagysagrendet
kiemeljiik.

Definicié. Legyen t, f : N — R. Ekkor ¢ = Q(f) azt jelenti, hogy alkalmas ¢ > 0
konstansra és ng kiiszobértékre fennall, hogy n > ng esetén

cf(n) <t(n).
f(n) mindig egy egy id6 utan pozitiv fiiggvény lesz. Végiil

Definicié. Legyen ¢, f : N — R. Ekkor ¢t = O(f) azt jelenti, hogy alkalmas ¢, > 0
konstansra és n kiiszobértékre fennall, hogy n > n( esetén

cf(n) < t(n) <df(n)
Példa.
18 (Z) +127n* log n + log!® (n'24) - nn + 144 = O(n").
Ha a nagyséagrendet leird fiiggvény mellol nem szeretnénk szényeg ala soporni a
konstanst, akkor 1j jelolések sziikségesek.
Definicié. t(n) ~ f(n), azt jelenti, hogy lim,, ., t(n)/f(n) = 1.

Masképpen t(n) ~ f(n), azt jelenti, hogy t(n) = f(n) + o(f(n)), ahol o( f(n)) azt
mondja a jelolt fiiggvényrdl, hogy f(n)-nel osztva 0-hoz tart, ha n tart a végtelenbe.
Elég nagy n esetén a o( f(n))-nel jelolt maradéktag, f(n)-hez képest elhanyagolhato.
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Példa.

18
18 (Z) + 127n* log n + log" (n'?*) - n + 144 ~ ﬁn(",

még pontosabban

8
18 (Z) +127n* logn + log™ (n'?*) - n + 144 = —n® + O(n?).
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