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Nehézség, relativ nehézség Problémak redukcidi Teljesség

A cél

A korabbiakban tobb nyelvosztalyt bevezettiink (£, P,D,EXP).
Lattunk tobb példat kozponti matematikai problémdakra:
HAMILTON, st-ELERHETOSEG, SZOPROBLEMA,
FAKTORIZACIO,. ..

Kozponti kérdés, hogy az egyes problémakat elhelyezziik a
bevezetett hierarchidban.

Cél egy fontos probléma minél pontosabb
helyénék /bonyolultsdganak meghatdrozisa.

Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020
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A cél két részre bontasa

A, hely” meghatdrozasa két feladatbdl all.

(1) Egy L nyelv/probléma bonyolultsdganak felsé becslése (azaz
annak bizonyitdsa, hogy L € C1) egy algoritmus megaddsat
kivanja, majd az algoritmus analizését, ami mutatja, hogy a
Cy osztalyhoz tartozast igazol. llyen tipusi eredmények
(amelyek joval a szdmitégépek megjelenése el6tt felismerhetdk
a matematika torténetben) alkotjak az algoritmuselmélet
kiindulépontjat.

(2) Egy L nyelv/probléma bonyolultsaganak alsé becslése (azaz
annak bizonyitdsa, hogy L & C;) jéval Gsszetettebb. Azt
kivanja, hogy ramutassunk egy elméleti nehézségre ami
megakaddlyozza, hogy hatékony algoritmussal megoldhassunk
egy feladatot, legyiink barmilyen okosak, legyenek barmilyen
zsenidlis otleteink.

(1) konnyi: Hatékony algoritmusok tervezése.

Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020
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Nehézség igazolasa

A (2) feladat jéval nehezebb, szinte azt mondhatjuk semilyen
eredmény sem sziiletett ebben az irdnyban. Két fontos ,tdmadasi
irdnyt” emlitiink meg:

(a) A Turing-gép altaldnos modelljét helyettesitsiik egy
egyszerlibb szdmitasi modellel (ami igy varhatéan nem
univerzdlis szdmitdsi fogalom) és prébaljunk ott alsé
becsléseket bizonyitani. Példadul a SORTING (n szam nagysag
szerinti sorbarendezése) problémanal csak két input szam
osszehasonlitdsa és az eredmény szerinti szétdgazas alapjan
dolgozzon eljarasunk. A megkotés természetes. A legtobb
algoritmus ilyen. Beldthatd, hogy legalabb nlogn
osszehasonlitas sziikséges az otuput kiszamitasahoz.

(b) Ne (abszolit) nehézséget vizsgéljunk, hanem relativet. Tehat
célunk csak annak igazoladsa, hogy egy probléma legalabb
olyan nehéz mint egy masik.

Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020
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2(b) elmesélve

Egy L nyelv/probléma w inputja Iényegében egy kérdés: w
hozzatartozik L-hez?

A redukcié egy olyan hozzdrendelés/szamolds, ami a kérdés
megvalaszoldsa helyett egy (j kérdést szdmol ki: " Leirok egy w (]
inputot és megkérdezem, hogy egy Uj L nyelvhez tartozik-e".

"Ha valaki megmondja a vdélaszt, akkor én meg tudom mondani az

eredeti kérdésre a valaszt”. S6t az ugyanaz lesz mint az én
kérdésemre.

L véllan allva L nem is nehéz. Persze az () kérdés szamoldsanak
elhanyagolhaténak kell lennie.

L elég komplex ahhoz, hogy tetszdleges L dltal leirt problémat
megfogalmazhassunk mint L probléma.

Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020
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2(b) formdlisan: Redukcidk

Nyelvek Karp-redukcidi

Legyen L, L C X két nyelv és C egy bonyolultsdgi osztdly. L
redukalhaté L-ra C-ben, jelben: L <¢ L, ha létezik R kiszamithaté
Turing-gép, hogy
(i) R egy C komplexitasd gép/eljaras,
(i) w € L pontosan akkor, ha & € L, ahol & az w-bél R 4ltal
kiszamolt jelsorozat.

Hajnal Péter Redukciék, SzTE, 2020
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Megjegyzések

A bevezetett relicié olvasata: L redukdlhaté L-re C-ben. Jelentése:
Az L nyelv eldontési feladata ,, legaldbb olyan nehéz”, mint az L-é
,modulo C".

Mas redukcié fogalmak is |éteznek. A fenti definicié Karp
munkdssagdban rejlik és dltaldban Karp-redukcidként hivatkozzak.
Ha sziikség van ennek hangstilyozasara, akkor a 4?”" jelolést
hasznaljuk. Ebben a kurzusban legtobbszor ilyen redukciét latunk.
Legtobbszor le is hagyjuk a fels6 indexet.

Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020
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Feladatok

KLIKK = {[G, k] : G-ben van k elemii klikk}

FUGGETLEN-CSUCSHALMAZ = {[G, k] : G-ben van k elemii

fliggetlen csdcshalmaz}

LEFOGAS = {[G, k] : G lefoghaté k csticcsal}

A fenti feladatok minden irdnyban egymasba redukalhatdk.

Hajnal Péter Redukciék, SzTE, 2020
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Példa redukcidra

KLIKK=<pFUGGETLEN-CSUCSHALMAZ.

A redukcié rendkiviil egyszerli: Adott egy w = [ G, k] inputja a
KLIKK problémanak. Ekkor G kédjabdl kiszamoljuk a
komplenterét (annak kédjat). @ a [G, k] karaktersorozat lesz. A
korabbi grafelméleti tanulmanyainkbdl az dj , kérdés” ekvivalens az
eredetivel.

w kiszdmitdsdnak bonyolultsdga nyilvan polinomidlis (igazabdl
logaritmikus tdrban megoldhatd).

Hajnal Péter Redukciék, SzTE, 2020
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Példa redukcidra

FUGGETLEN-CSUCSHALMAZ=<pLEFOGAS.

A redukcié rendkiviil egyszer(i: Adott egy w = [ G, k] inputja a
FUGGETLEN-CSUCSHALMAZ problémanak. Ekkor G és k
kédjabdl kiszamoljuk |V(G)| — k értéket. w a [G,|V(G)| — k]
karaktersorozat lesz. A korabbi grafelméleti tanulmanyainkbdl az 4j
. kérdés" ekvivalens az eredetivel.

w kiszdmitdsdnak bonyolultsdga nyilvan polinomidlis (igazabdl
logaritmikus tdrban megoldhatd).

Hajnal Péter Redukciék, SzTE, 2020
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Példa redukcidra

Példa
LEFOGAS<pKLIKK.

|

A redukcié rendkiviil egyszerli: Adott egy w = [ G, k] inputja a
LEFOGAS problémanak. Ekkor G és k kédjabdl kiszamoljuk a
komplmenterét és |V(G)| — k-t. @ a [G,|V(G)| — k]
karaktersorozat lesz. A kordbbi grafelméleti tanulmanyainkbdl az uj
.+ kérdés" ekvivalens az eredetivel.

w kiszdmitdsdnak bonyolultsdga nyilvan polinomidlis (igazabdl
logaritmikus tarban megoldhatd).

Megjegyezziik, hogy se a KLIKK, se a LEFOGAS, se a
FUGGETLEN-CSUCSHALMAZ nyelvre nem ismert hatékony
algoritmus. Ha barmelyikre lenne, akkor az a masik problémara is
jelent6s kihatdssal lenne.

Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020
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Szunet

30
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Turing-redukcié

Turing-redukcié

Legyen L, L C X* két nyelv és C egy bonyolultsdgi osztaly.

L _\{jl'urmg

amelyre

L pontosan akkor, ha megadhaté R eldonté Turing-gép,

(i) L-et donti el és R egy Lp-ordkulumos gép.
(i) R bonyolultsaga C-beli.

(i)-ben szerepel egy eddig ismeretlen fogalom, amit tisztaznunk
kell.

Hajnal Péter Redukciék, SzTE, 2020
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Orakulumos Turing-gép

Problémak redukcidi Teljesség

Definicié: Orakulumos TG
Legyen O C ¥* egy nyelv.

R egy O-ordkulumos gép, ha
e van egy extra kérdés/ordkulum-szalagja.

Erre csak irhat a gép (nincs szem a szalag felett, a kéz csak
jobbra mozogva irhat). Az irott karakterek X U {7} elemei,
azaz az O nyelv dbécéjének elemei és egy specidlis ‘7" jel. A
kérdésszalagra a ? jel feirdsa egy kérdés feltételét jelenti. Az
el6z6 kérddjel (vagy szalag-kezdet jel) és kozte 1évd X *-beli
karaktersorozatrdl kérdezi meg a gép/algoritmus, hogy az
ordakulum O nyelvéhez tartozik-e.

Hajnal Péter Redukciék, SzTE, 2020
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Orakulumos Turing-gép (folytatas)

Teljesség

Definicié: Ordkulumos TG (folytatds)

e az dllapothalmaz

{ORAKULUM-IGEN, ORAKULUM-NEM} x S

alaka.

Az dtmeneti fliggvény a kovetkez6 konfigurdciénak az
allapotdban csak a masodik komponensre hat. Az elsé
komponens csak akkor véltozik, ha az algoritmus kérdést tesz
fel az ordkulumhoz. A valtozast a kérdés karaktersorozat
O-hoz valé viszonyatdl fligg természetes médon.

Ezek utdn a futds (a kiindul6 konfiguracidbdl generdlt
konfigurdcidsorozat), a kiszdmitott nyelv értelemszeriien
definidlhatd. A fentiekbdl a kérdés dra 1 idéegység és O tar.

Hajnal Péter Redukciék, SzTE, 2020
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A két redukcid osszehasonlitasa

A Karp-redukcié nagyon specidlis Turing-redukcié: Szokasos
szamolas utan egyetlen kérdés hangozhat el az L nyelvhez
tartozasrdl. A kérdésre adott valasz egyben a kiszamitott bit is.

A Turing-redukcié nyilvan sokkal erésebb fogalom. Az L-ra ugy
gondolhatunk, mint egy megiratlan szubrutin.

A redukcié lényege, hogy ha a L szubrutint valaki hatékonyan
megirja, akkor L hatékonyan eldontheté (feltéve, hogy R
hozzdjaruldsa (ami C bonyolultsdgu) is hatékonynak tekinthetd).

Mi nem kivanjuk a a szubrutin megvalédsitasat, ,, meghivasat” és az
eredmény megkapdasat egyetlen egy [épésnek szamoljuk.

Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020
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Tranzitivitas

Végiil megemlitiink egy fontos tulajdonsdgat néhany redukcidknak.

Lemma

(i) <p tranzitiv.

(ii) < tranzitiv.

(iii) Legyen s(n) > log n szép tarfiiggvény. Ha
L1 <space(o(s(n)) L2 és L2 <c L3, akkor
L1 <space(o(s(n)) L3

Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020
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Polinomidlis idejii redukcidk tranzitivitasa

Tegylik fel, hogy L1 <p Ly és Ly <p L3. Tovdbba R; és Ry kettd,
a két redukciét igazold algoritmus.

Specidlisan Ry és Ry is polinomidlis. Legyen p; és p» két polinom,
ami Ry és R, idGkorlatjat adjak. po-rdl feltehetjiik, hogy monoton
novo.

Egy w inputon futtassuk Rj-et, ami w karaktersorozatot szamolja
ki. Majd R»-t futtasuk w-n, ami w kiszadmitdsahoz vezet.

Az igy kapott Turing-gép legyen R. Belatjuk, hogy R a L1 <p L3
redukcidt igazolja.

Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020
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Polinomilis idejli redukcidk tranzitivitasa (folytatas)

w € Ly akkor és csak akkor teljesul, ha w € Ly. Ami akkor és csak
akkor teljesiil, ha @ € Lsban,

Be kell még latni, hogy R polinomidlis. w inputon R idGigénye
p1(|w]) + p2(|@]). @-t egy p1 idSkorlati gép szamolja ki w-bdl, igy
] < p1(w).

fgy w-n a futdsi idejére a kovetkezo felsé becslés adddik

pi(lw]) + p2(|@]) < pr(lw]) + p2(pr(lw]))-

Ez egy polinomiilis felsé becslés.

Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020
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Logaritmikus tard redukcidk tranzitivitdsa

Tegylik fel, hogy L1 <, Ly és Ly <, L3. Tovabbd Ry és R> ketto,
a két redukcidt igazold algoritmus. Specidlisan Ry és R; is
logaritmikus tarigényd.

A két redukcidbdl az el6z6 mddon rakunk Ossze egy R algoritmust:
Egy w inputon futtassuk Ri-et, ami w karaktersorozatot szdmolja
ki. Majd R»-t futtasuk w-n, ami w kiszdmitasahoz vezet.

Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020
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Logaritmikus tard redukcidk tranzitivitasa (folytatas)

Az igy kapott algoritmus NEM jé: A kozbiilsének kiszdmolt w-ra a
munkaszalagon van sziikség. Ez varhatéan nem fér el logaritmikus
tdrban. Ennek ellenére ezen R algoritmus futdsa legyen a
fejinkben. Az igazi R redukcidéban felismerjik R futdsanak
toredékeit.

R munkaszalagjai megfelelnek R; munkaszalagjainak plusz R,
munkaszalgajainak. Lesz két plusz szalagunk a kordbbi szalag
helyett, ami Ry output- és a vele kozos R inputszalagja volt. A
plusz két szalag koziil az els6 R; output szalagjanak egy
pozicidjdnak indexét (a szalag feletti kéz pozicigjat) tartalmazza,
mig masik szalag tartalma Ry inputszalagjan egy pozicié indexe (a
szalag feletti szem pozicidja).

Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020
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Logaritmikus tard redukcidk tranzitivitasa (folytatas)

R az R> szimuldcidjat végzi az w inputszalag tartalom nélkiil.
Minden olvasidsi feladatnal meg kell dolgoznunk.

Ekkor tudjuk, hogy az R; altal kiszamolt karaktersorzat hanyadik
karakterére vagyunk kivancsiak. El kezdjik Ry szimulalasat. A
szimuldacié sordn a kiszamolt karaktereket nem irjuk le, csupan az
output-kéz pozicidjat taroljuk. Ha Ry ir, akkor az Uj pozicidt
osszeasonlitjuk az olvasni kivant poziciéval.

Ha megegyezik a két pozicid, akkor a le nem irt karaktert
kiolvassuk az dllapotbdl és az Ry-szimulaciét leallitjuk, folytatjuk
az Rp-szimuldciét. Ha a két pozicié kiilonbozik, akkor az
Ri-szimulaciét folytatjuk.

(iii) Az el6z6 bizonyitas Gtletei most is mitkodnek.

Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020
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Lemma

(i) L<p LésLeP, akkor L € P.
(i) L<sLésLeL, akkor L € L.

Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020
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Lemma bizonyitdsa

(i) Tekintsiink egy A Turing-gépet, amely az L-rél L-ra torténé
redukcidt végzi, valamint A-ot, amely a L nyelvehz tartozasi
feladatot donti el P-ben.

Legyen adott az w input.

Ekkor végezziik el a
w — A(w) € P — A(A(w)) € {ELFOGAD, ELVET}

szamolast.

Az elsé idGigényét az n inputméretben egy p polinom korlatozza. A
leghosszabb input, amit kiszamolhatunk £P("-ba esik. A masodik
Iépés idGigényét az inputméretben egy g polinom korldtozza. Az
6sszidé (p + g o p)(n), ami n egy polinomilis fiiggvénye.

A két algoritmus egylittese a Karp-redukcié fogalma alapjan éppen
az L nyelvet donti el, vagyis L is eldonthetd polinom idSben.
Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020



(ii) Az (i) rész és az el6zé lemma Gtletei alapjan nyilvanvalé.
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Szunet
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Példa redukcidra

Legyen L egy tetsz8leges N L-beli nyelv. Ekkor

L <, IRANYITOTT-ELERHETOSEG.

A példahoz tartozé igazolas tulajdonképpen mar elhangzott
kordbban. A kordbbi érvelés lényeges gondolatait egy tételben
Osszefoglaljuk.

Hajnal Péter Redukciék, SzTE, 2020
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A tétel

Tétel

Legyen L €7 N L. Feltehetd, hogy a tartalmazast igazolé
Turing-gépnek adott hosszisagl inputokon kétféle ledllé
konfiguraciéja van (igy elfogadé futdsok ugyanabban a
konfiguracidban érnek véget).

w € X*-hoz rendelhetd a T logaritmikus tard Turing-gép redukalt
konfiguracidinak (irdnyitott) § = ETW grafja. Ebben ott van v
a kiindulé konfiguraciénak megfeleld csiics és vy az elfogadd
konfiguracionak megfelel6 csics. Ez a hozzarendelés olyan, hogy

(i) w € L akkor és csak akkor, ha
(Gt 0, vi | € SE-ELERHETOSEG.
(i) A hozzérendelés kiszamithaté és tarigénye O(log(n)).

Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020
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Kovetkezmények

Ez a példa jéval dltaldnosabb mint a kordbbi példa. Hogy ezt
ldssuk nézziik meg néhany kovetkezményét.

Kovetkezmény

Ha st-ELERHETOSEG € P, akkor N'L C P.

A feltétel igaz, ez egyszerlien adddik példaul az algoritmuselméleti
eléaddsokon megismert graf-bejarasi algoritmusok leirdsabdl és
elemzésébal.

A fenti kovetkemény a V'L C P tartalmazésra adott kordbbi
bizonyitdsunk Gjratdrgyaldsa.

Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020



Nehézség, relativ nehézség Problémak redukcidi Teljesség

Kovetkezmény

Kovetkezmény

Ha IRANYITOTT-ELERHETOSEG € L, akkor NL = L.

A konkluzié igazdbdl ,, csak” N'L C L (a mésik irdnyd tartalmazas
nyilvanvald).

Itt a feltétel igazsdga nem ismert, s6t sokan tgy hiszik nem is igaz.

Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020
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A teljesség definicidja

Teljesség

A fenti okoskodds nagyon fontos. A gondolatmenetet lényege,
hogy a példa alapjan IRANYITOTT-ELERHETOSEG az egész N L
nyelvosztaly nehézségét magdban foglalja. Ez vezet el egy
altalanosabb fogalom megalkotdsdhoz:

Definicié

L nyelv teljes a C osztdlyban az ‘R bonyolultsdgl redukcidra, ha:
() Lec,
(i) minden L € C esetén L <z L.

Hajnal Péter Redukciék, SzTE, 2020
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Specialis esetek

Négy specidlis esetet kiemeliink.

Definicid

Az L nyelv N'P-teljes ha teljes N'P-ben a P redukciéra. Azaz L
nyelv N'P-teljes, ha

(i) Le NP,
(i) minden L € N'P esetén L <p L.

A fenti megallapodas egy alternativdja a <, redukcidval valé
dolgozas. Ez a szigoribb értelmezés is igaz lesz a legtobb késdbbi
NP-teljességet igazold redukcidkra. Mi azonban csak a redukciék
konnyebben ellendrizhetd polinom id6beliségét koveteljiik meg.

Hajnal Péter Redukciék, SzTE, 2020
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Specialis esetek

Definicié
Az L nyelv N L-teljes, ha teljes N'L-ben az L-beli redukciéra nézve.

Definicié

Az L nyelv P-teljes, ha teljes P-ben az L-beli redukciéra nézve.

Definicié

Az L nyelv PSPACE-teljes, ha teljes PSPACE-ben a P-beli
redukcidra nézve.

Hajnal Péter Redukciék, SzTE, 2020
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Nehézség

Definicié

L nehéz a C osztalyra R bonyolultsdgi redukciéval, ha minden
LeC esetén L < L.

Azaz a nehézség a teljesség fogalma az (i) feltétel nélkiil. Azaz
nem koveteljik meg az osztdlyhoz tartozast csak az osztaly
elemeinek visszavezethetOségét ra.

Gyakran kiszamithatdsdagi feladatokra is mondjik, ha C-nehéz, ha
van olyan redukcids algoritmus, amely altal kiszamolt w
karaktersorozatra a feladat olyan értéket ad, amibdl w nyelvhez
tartozasa konnyen lathatd.

Hajnal Péter Redukciék, SzTE, 2020



Nehézség, relativ nehézség Problémak redukciéi Teljesség

Egy konkrét N L-teljes probléma

IRANYITOTT-ELERHETOSEG N L-teljes.

A redukcidk vizsgdlatdndl 13ttuk az N L-nehézséget. Még kordbban
lattuk az N L-hez tartozdst.

A tétel alapjan az St-ELERHETOSEG-r8l szerzett tudasunk egész
N L-re kihat.

Erre mar l4ttunk egy példat: st-ELERHETOSEGE P. Ez alapjan
adédott, hogy NL C P.

Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020



Nehézség, relativ nehézség Problémak redukcidi Teljesség

Savitch-algoritmus kovetkezmanye

Sa\I/itchlaIgoritmusa a tarral spérol. Az
IRANYITOTT-ELERHETOSEG-et log? tarban oldja meg. Egybél
adddik a kovetkezo tétel:

NL C SPACE(log? n).

Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020



Nehézség, relativ nehézség Problémak redukciéi

Tétel

Teljesség

Szép s(n) > log n tarfiiggvényre tetszéleges NSPACE(s(n))-beli
probléma visszavezethetd O(s(n)) tarban egy st-ELERHETOSEG
probléméra, amely csticshalmazénak mérete 20(s(M),

Ez az elérhetéség probléma O(s?(n)) tarban megoldhaté
(Savitch-algoritmus). A kovetkezd tétel adddott:

Legyen s(n) > log n egy szép tarflggvény. Ekkor

NSPACE(s(n)) € SPACE(O(s%(n))).

Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020



Nehézség, relativ nehézség Problémak redukciéi Teljesség

Kovetkezmények

Specidlisan kapjuk a PSPACE Cc NPSPACE tartalmazas
forditottjat. Azaz

PSPACE = NPSPACE.

Tudjuk, hogy a determinisztikus osztalyok zartak a
komplementaldsra. Specidlisan kapjuk a kovetkezét:

NPSPACE zart a komplementdlasra.

Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020



Nehézség, relativ nehézség Problémak redukciéi Teljesség

Absztrakcio

Kovetkezmény

Legyen S szép tarfiiggvények egy osztalya, ami zart a négyzetre
emelésre. Ekkor NPSPACE(Usess(n)) = PSPACE(Usess(n)).

Specidlisan NPSPACE(Uscss(n)) zart a komplementalasra, azaz

NPSPACE(Usess(n)) = coNPSPACE(Usess(n)).

igy egy masik specidlis eset: EXPSPACE = NEXPSPACE.

Hajnal Péter Redukcidk, SzTE, 2020



Koszonom a figyelmet! |
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