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Alapotlet

e Nagyon sok optimalizaldsi probléma esetén az output egyedi
dontések sorozataként alakul ki.

e Természetes, hogy az aktudlis dontés esetén az akkor legjobbnak
tliné dontést hozzuk meg.

e Ez nem sziikségszeriien vezet el a legjobb outputhoz. Gyakran
felismerhetjiik, hogy egy helyileg optimalis dontésiinket feliil kell
értékelniink és egy kevésbé j6 iranyba kellett volna haladnunk, ami
késobb hozza meg a gylimolcsét.

e Egy algoritmust akkor neveziink mohé algoritmusnak ha sose
»visszakozik” . Olyan dontéssorozaton keresztiil szamol ki egy
outputot, amely minden |épésben a legjobbnak tiinik, és ezen
dontésekhez végig ragaszkodik.

e Példakon keresztil ismerhetjiilk meg ezen algoritmus tervezési
elvet.

Hajnal Péter Mohé algoritmusok, SzTE, 2021
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Emlékeztetd: Feszitofak _

Definicié: Feszito részgraf

S a G graf feszitd részgrifja G-nek, ha S csak élek elhagyasaval
megkaphaté G-bdol.

Azaz: S pontosan akkor feszitd részgraf, ha egy részgraf és
V(S) = V(G).

Ha G-nek van feszit6 fa részgrafja, akkor osszefliggo.

Segédtétel
G akkor és csak akkor osszefliggd, ha G-nek van feszit6 fa
részgrafja.

Definicié: Feszitéfa.
F a G graf feszit6faja, ha egy feszitd fa részgrafja G-nek.




Ismeretek a fagrafokrdl _

Egy legaldbb kétponti faban legaldbb két 1-foki cstics van. //
Egy fa 1-fokd cslicsait leveleknek nevezziik.

Egy n pontd fanak pontosan n — 1 éle van. '

Egy n pontd, ¢ komponensii kormentes (erdd) grafnak pontosan
n — c éle van.

Eszrevétel

Az n pont teljes grafnak n"~2 feszitéfaja van (Cayley-tétel), de
mindegyiknek ugyanannyi/n — 1 éle van.




Az alapkérdés

o Legyen G egy nem negativ élkoltségekkel rendelkezé graf:
c: E(G) — R;.

e c természetes médon kiterjeszthetd élhalmazokra: R C E(G)
esetén c(R) = > ...crc(e).

Legkisebb koltségii feszitéfa meghatarozasa

Adott egy G 0Osszefliggd (egyszeru) graf. Keressiik meg a
legolcsébb osszefliggd FESZITO részgrafjat.

e Az optimumot nyilvanvaldan egy feszit6fa élhalmaza adja.
(Miért? Ugye emléksziink, ¢ nemnegativ koltségfiiggvény.)
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Az alapotlet: Mohdsag

e Kiindulunk az F = () kérmentes élhalmazbdl. H = E(G) az
Osszes él halmaza, az eddig nem vizsgalt/hétralévd élek halmaza.
F és H az algoritmus sordn dinamikusan valtozé élhalmazok. Az
output, a leallaskori F.

e Minden |épésben H egy igéretes élét kivalasztjuk. Megvizsgaljuk,
vagy F-be bevdlasztjuk, vagy eldobjuk.

o igéretes: H legolcsébb éle. // A természetes dontés.

e Mohdsag: F csak néhet. Korabbi bevalasztdsainakat nem
biraljuk feldl.

Hajnal Péter Mohé algoritmusok, SzTE, 2021



Kruskal-algoritmus

Kruskal-algoritmus (1956)
(1) // Inicializalas
F=10
(R) // Rendezési 1épés
Rendezziik sorba E(G) elemeit névekvd koltségek szerint:

E(G) : €1,€2,€3,...,€m—1, €m,

ahol c(e1) < ¢c(&) < c(e3) < ... < c(em-1) < c(em)-
(D) // Dontési [épések
i=1,2,3,...,m—1 m esetén vizsgdljuk meg e;-t:
e Ha FU{ej} kormentes, akkor F < F U {ej}. Ha i < m,
akkor i + i+ 1.
e Ha F U {e;} tartalmaz kor élhalmazat, akkor F , marad”.
Ha i < m, akkor i < i+ 1.
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Az alaptétel

A Kruskal algoritmus outputja egy optimalis (minimalis koltségli)
feszitéfa élhalmaza.

Legyen G, c egy tetszOleges Osszefliggd, élkoltségekkel rendelkezo
graf.

Legyen o1, 02, ..., 0s a Kruskal-algoritmus &ltal (ebben a
sorrendben) kivalasztott els6 s él (o;-k koltség szerint novekvé
sorrendben kovetkeznek).

Legyen T = {t1,...,ts} tetszbleges S-elemii kormentes élhalmaz,
ahol az élek sorrendje a koltség szerinti novekvé sorrend.
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Az alaptétel élesitése

(i) Ha |T| =S =s, akkor c(01) < ¢(t1), c(02) < c(t2),

.c(os) < c(ts),

(i) Ha |T| =S > s, akkor a Kruskal-algoritmus os utdn még
vélaszt 041 élt.

o A tételt (i)s és (ir)s teljes indukcidval igazoljuk.
o Az illitas:

(i)l = (if)l = (i)2 = (if)g = (i)3 = (if)3 = ...

e Az (i); eset nyilvanvald.

e Az indukcié [épés egy LEMMAN malik.
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A LEMMA és bizonyitasa

Legyen F, F’ két kormentes élhalmaz a V, n elemii csticshalmazon.
Tegylik fel, hogy |F| < |F'|. Ekkor taldlhaté olyan F/ — F-beli e él.
hogy F U {e} is kdrmentes legyen.

e Legyen Gr az a kdrmentes graf (erdd), amely csicshalmaza V és
élhalmaza F.

e Ismert, hogy Gg-nek n — |F| komponense van: ¢(Gg) = n— |F].
e Hasonldan legyen Ggs az a kdrmentes graf (erdd), amely
csicshalmaza V és élhalmaza F'.

e Gpi-nek n — |F'| komponense van:

c(Grr) =n—|F'| < n—|F| = c(Gp).

e Ez csak ugy képzelhetd el, ha egy e F'-beli él Gg két kiilonbozé
komponensének egy-egy csticsat koti ossze.

e Specidlisan e & F és F U {e} is kdrmentes.
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A LEMMADBSI (i)s = (if)s

e Feltehetjik, hogy |T| =s+1és T = {ty,t2,...,tss1}, ahol az
indexelés sorrendje koltség szerinti novekvd sorrend.

o Legyen O = {01,02,...,0s}. Ekkor |[O] =s<s+1=|T].

e A LEMMA alapjén, van olyan t;, hogy t; ¢ O és O U {t;}
kormentes.

e A Kruskal-algoritmus minden élt megvizsgal, tj-t is.

e O mellé vagy O egy részhalmaza mellé t;-t bevalasztja az
algoritmus. Készen vagyunk.

e Ha t; vizsgélatdndl nem O egy részhalmaza az aktudlis
kivalasztott élhalmaz, akkor is készen vagyunk.
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A LEMMADGSI (i)s, (if)s = (i)ss1

o Legyen O ={01,00,...,0s41} és T = {t1,t0, ..., tst1}.

e O ={01,00,...,0s} és T = {t1,to,..., ts+1} esetét mar
targyaltuk. Gondoljuk végig az el6z6 gondolatmenetet.

o Lattuk, hogy 0s11 létezése sziikségszerii és ez az elem legkésObb
ts+1 vizsgalatanal kivalasztdsra kerdil.

e A Kruskal-algoritmus vizsgalatait/valasztdsait a koltségek
sorrendje alapjan végzi. Tehat

c(0st+1) < c(tst1),

ahogy bizonyitani kellett.
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A Kruskal-algoritmus analizise

o A rendezési 1épés koltsége
O(|E|log |EY),
ahogy majd latni fogjuk.

e A maradék részben |E| darab kormentesség tesztelést végziink
egy élhalmazon. Minden esetben az élhalmaz mérete legfeljebb
|V|. Egy teszt koltsége O(|V]).

o A teljes futads koltsége

O(|E|log |E]) + |E| - O(|V]) = O(IE] - [V]).

e Egy naiv implementacié analizisét végeztiik el. Ugyesebb
megoldasok is vannak.

Hajnal Péter Mohé algoritmusok, SzTE, 2021
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Az alapkérdés

Adott

(i) ¢ irdnyitott graf,

(i) ¢: E(E) — R4 hosszfiiggvény az éleken,
(iii) s, t két kitlintetett csics.

Hatarozzuk meg s és t tdvolsidgat.

Hajnal Péter Mohé algoritmusok, SzTE, 2021



Emlékezteto

Definicié: Iranyitott graf

G iranyitott graf: V = V(E) véges cstcshalmaz, E = E(E) véges
élhalmaz, két illeszkedési relacié: kifut, befut, amelykre minden
élhez pontosan egy végpont illeszkedik.

vK€ jelentése: a v csticsbdl kifut az € él. vBE jelentése: a v

csticsba befut az @ él.
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Emlékezteto

Definicié: lranyitott séta iranyitott grafban
uv-séta 8-ben:
? LU= Wo,?l, Wl,?z, ey WL_1,?[_, w|p =V,

ahol wj e V (i=0,1,...,L), €, € E(i=1,...,L), ¢ kifut
w;_1-bél és befut wi-be (i=1,...,L).

Az S Gi-séta grafelméleti hossza L.



Emlékeztetd (fol

Séta hossza élstilyozott grafban

Az g uv-séta stilyozott hossza

Tavolsag élsulyozott grafban

d(u,v) az u és v csiicsok tdvolsiga, a legrovidebb uv séta hossza.

A legrovidebb uv séta egy Ut lesz.




Kezdeti megjegyzések

o Feltessziik, hogy nincs hurokél. Feltessziik, hogy u-bdl v-be
legfeljebb egy él vezet. Azaz feltessziik, hogy G egyszer.

e Feltessziik, hogy minden cstics elérhet6 s-bdl iranyitott
sétdval /attal.

Hajnal Péter Mohé algoritmusok, SzTE, 2021



Grafelméleti tavolsag esete: sulyozatlan eset

Miel6tt a legrovidebb Ut problémdjat targyaljuk, megnézziik a
grafelméleti tavolsdgra vonatkozdé problémat. Azaz mi torténik, ha
egy séta/ut hossza az élek/lépések megszamoldsibdl adddik.

e Egy erdsebb feladatot oldunk meg. (8,5) lesz az input.
Meghatdrozzuk azon pontok S halmazat, amelyekbe vezet s-bél
indulé irdnyitott ut.

e Ezek halmaza S = SpUS1U...US, lesz, ahol S; pontosan azokat
a pontokat tartalmazza, amelyek grafelméleti tavolsaga s-tdl i.

e [ jeloli az s-bdl induld leghosszabb Gt hosszat.

e SésS = V(G)— S kdzott az dsszes él S-bdl indul és S-be
vezet. Ez bizonyitja, hogy s-bél irdnyitott (it nem léphet ki S-bdl.
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Szélességi keresés

(1) // Inicializélds // Legyen So = {s}.
(C) // Ciklus // Amig S; # 0

Siyi1={xe V(G) —(SoU...US;): vanolyan o € 5,
hogy o% € E(G)}

és i+ i+1.

A fenti algoritmus outputja korrekt.

(i) Ha x € S;, akkor s és x grafelméleti tavolsaga i.
(i) Ha x ¢ S, akkor nem létezik irdnyitott at s-bdl x-be.
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Szélességi kereso fa

A fenti algoritmusnak vegylik a kovetkez6 valtozatat:

e Ha a (C) ciklusban egy x cstics a Sjy1 halmazba sorolédik, akkor
az algoritmusnak taldlnia kell egy o € S; cslicsot és egy ox élt. A
» bizonyitd" éleket egy F élhalmazba gylijtsiik ossze.

A G|s grafban F egy F feszitéfa élhalmaza. F az s csiccsal egy
gyokeres fa, amelyben minden él s-t6l , elfele” vezet.

Minden x € S cslicsra pontosan egy F-beli sX-Gt van. Ez az Gt egy
legrovidebb (grafelméleti értelemben) Gt, amely s-bdl x-be vezet.
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Sulyozott eset: Az alapotlet

e Egy dltaldnosabb problémat vizsgélunk.

e legyens e S C V(E) egy csticshalmaz. Erre az S
csticshalmazra a kovetkezd problémat tiizzik ki
(i) Ha v € S, akkor hatarozzuk meg a legrovidebb sv utat S-en
beldl.
(i) Ha v € S, akkor hatarozzuk meg a legrovidebb 5V utat, amely
S-en beliil halad, kivéve az utolsé lépését (ami persze v-be,
S-en kivilre 1ép).

e A megoldast lgy képzelhetjiik, hogy minden csticshoz egy
»cimkét” gondolunk, ami a kérdezett informaciét tartalmazza.
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Sulyozott eset: Az alapdtlet (folytatds)

e A kiindulé feladat S = {s} lesz, ami nagyon egyszer(i. A
megoldasra mint egy ,, kiindulé cimkézés” gondolunk.

e A megoldds lényege, hogyan mindig novelni fogjuk az aktudlis S
halmazt (mohésdg). Az (j feladat megolddsara mint ,, a cimkézés
update-eléseként” hivatkozunk.

e A novekedés sordn egy S-en kiviili pontot kell valasztani. Itt kell
»ugyesnek” lenni.

e Az S = V(E) elérésekor megoldottuk a legrovidebb it
problém4jat.
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Dijkstra-algoritmus

Dijkstra-algoritmus
(1) // Inicializalas
Legyen S = {s}, c(s) = 0.
V&S, sveE esetén c(v)
V¢S, 5V ¢ E esetén c(v)
(B) // Bovités
Legyen m ¢ S azon (egyik) csics, amely cimkéje a legkisebb
az S halmazon kiviil.
S+ Su{m}.

(U) // Update
Csak azon n ¢ S csiicsok cimkéje véltozhat, amelyekre

mh € E:

o(sv).

Q.

cgj(n) = min{ciegi(n), c(m) + £(mh)}.

Vissza a (B) Iépéshez.
Hajnal Péter Mohé algoritmusok, SzTE, 2021



Az algoritmus helyessége

A Dikstra-algoritmusaban az eredeti és minden update-elt cimkézés

(i) S-beli értékei megadjak az odavezetd legrovidebb at hosszat
(amely optimum S-en beliil is megvaldsithatd)

(ii) S-en kiviili értékei megadjdk az odavezetd legrovidebb dt
hosszat azon utak kozott, amelyek az utolsé cstics kivételével
S-en beliil haladnak.

e |S|-re vonatkozé teljes indukcidval bizonyitunk. |S| =1 eset
nyilvanvald.

e Egy update utdn csak a kovetkezo két allitast kell beldtni:
(i) m cimkéje korrekt,
(i) x ¢ S cimkéje korrekt.
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Bi

Minden s-bél indulé s € X-en kiviilre vezetd utat ,,szétszedhetlink”
harom részre az alabbi mdédon:

X-ben haladé kezdeti rész ,+" kilépés X-bol ,, +" tovabbi rész.



Bizonyitds: m cimkéje korrekt

m & Siegi. I/gy tetszbleges sm-utat . szétszedhetjik” Syggi-re
alapulva a fenti médon: Sigi-ben haladé rész ,, +" kilépés Sy¢gi-bOl
++" utolsd rész.

1. eset: Amikor az utolsé rész nemiires, akkor a megfelel6 Gt
hossza nagyobb mint m cimkéje (¢ pozitiv értékii és m-et speciélis
médon valasztottuk).

2. eset: Amikor az utolsé rész lires, akkor a megfelelé cimke az
indukcids feltevés miatt korrekt.
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Bizonyitas: x ¢ S cimkéje korrekt

Tetszlleges sX-utat »Szétszedhetjliik” S-re alapulva a fenti médon:
S-ben haladé rész ,,+" kilépés S-bdl ,,+" utolsé rész. Csak azok
az utak érdekelnek, amely utolsé része ires. Ismét két esetet
vizsgalunk.

1. eset: A kilépés nem m-bdl torténik. Ekkor cr&i(x) az indukcids
|épés alapjan becsli a hosszat.

2. eset: A kilépés m-b8| torténik. Ekkor c(m) + ¢(mX) becsli a
hosszat.

Az update-elt cimke optimalis értéket ad.
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Az algoritmus elemzése

e Nyilvan legfeljebb | V| — 1-szer végziink el bévitd Iépést.

e Nyilvan legfeljebb |E|-szer végziink szamitdsokat, amik cimke
atirdshoz vezethetnek.

e Az algoritmus Iépésigénye

O V|- |E).

e Van , okosabb"” algoritmus is.

Hajnal Péter Mohé algoritmusok, SzTE, 2021



Végsd megjegyzések

e Minden véges cimke mogott lehet egy él, amely azt jelenti, hogy
»hogyan jutottunk ide".

e Ha egy update megvaltoztatja a cimke értékét, akkor a jelzd élt
is megvaltoztatjuk az algoritmus logikdja szerint.

e Az algoritmus végén a szélességi kereso fa egy sulyozott
véltozatat is megkapjuk.

Hajnal Péter Mohé algoritmusok, SzTE, 2021



Koszonom a figyelmet! |




