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Normalizalt TG-ek

Emlékezteto

Ler TIME(t(n))/NTIME(t(n)) esetén mindig feltessziik,
hogy t(n) szép id6 fliggvény, azaz Turing-géppel megvaldsithaté
egy 6ra, ami n hosszu inputra ,, t(n) id6 utdn Gt".

w € X" inputon T futdsa a

ko(w) = K1 — Ko — ... = Ky,

konfiguracidsorozat, ahol ko(w) az w-hoz tartozé kiinduld
konfiguracid, kj+1 a k; konfigurdcid rdkovetkezdje, és ky az elsd
olyan konfiguracié, ahol az allapot ELFOGAD vagy ELVET.
Feltehetd, hogy ¢ = t(n).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Normalizalt TG-ek

Ler TIME(t(n))/NTIME(t(n)) esetén mindig feltessziik,
hogy t(n) szép id6 fliggvény, azaz Turing-géppel megvaldsithaté
egy 6ra, ami n hosszu inputra ,, t(n) id6 utdn Gt".

w € X" inputon T futdsa a

ko(w) = K1 — Ko — ... = Ky,

konfigurdciésorozat, ahol ko(w) az w-hoz tartozé kiindulé
konfiguracid, kj+1 a k; konfigurdcid rdkovetkezdje, és ky az elsd
olyan konfiguracié, ahol az allapot ELFOGAD vagy ELVET.
Feltehetd, hogy ¢ = t(n).

Az w inputhoz tartozé konfiguracidkrdl feltehetd, hogy a
munkaszalag(ok) els6 t(n) mezéjnek tartalmat tartalmazza.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Konfigurdcidk kddolasa bitekkel

k konfiguracidk kédolhaték bitsorozatokkal.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Konfigurdcidk kddolasa bitekkel

k konfiguracidk kédolhaték bitsorozatokkal.

inputszalag munkaszalag
felette van-e a szem bitek felette van-e a szem bitek
v L
[allapot | “&karakter|" | karakter™ [karakter] | 4karakter] V| karakter™ [karakter

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Konfigurdcidk kddolasa bitekkel

k konfiguracidk kédolhaték bitsorozatokkal.

inputszalag munkaszalag
felette van-e a szem bitek felette van-e a szem bitek
v L
[allapot | “&karakter|" | karakter™ [karakter] | 4karakter] V| karakter™ [karakter

A fej pozicidjat is kell kédolnunk.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Konfigurdcidk kddolasa bitekkel

k konfiguracidk kédolhaték bitsorozatokkal.

inputszalag munkaszalag
felette van-e a szem bitek felette van-e a szem bitek
v L
[allapot | “&karakter|" | karakter™ [karakter] | 4karakter] V| karakter™ [karakter

A fej pozicidjat is kell kédolnunk. Ezt , szétszértuk”, minden mezo
raktunk egy bitet.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Konfigurdcidk kddolasa bitekkel

k konfiguracidk kédolhaték bitsorozatokkal.

inputszalag munkaszalag
felette van-e a szem bitek felette van-e a szem bitek
v L
[allapot | “&karakter|" | karakter™ [karakter] | 4karakter] V| karakter™ [karakter

A fej pozicidjat is kell kédolnunk. Ezt , szétszértuk”, minden mezo

raktunk egy bitet. I/gy nem miden adott hosszisdgl sorozat kédol
konfiguraciot.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020



P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémdk Grafelmélet

Konfigurdcidk kddolasa bitekkel

Halmazrendszerek  Aritmetizalt problémak

k konfiguracidk kédolhaték bitsorozatokkal.

inputszalag munkaszalag
felette van-e a szem bitek felette van-e a szem bitek
v L
[allapot | “&karakter|" | karakter™ [karakter] | 4karakter] V| karakter™ [karakter

A fej pozicidjat is kell kédolnunk. Ezt , szétszértuk”, minden mezo

raktunk egy bitet. I/gy nem miden adott hosszisdgl sorozat kédol
konfiguraciot.

S elemeinek kddolasara [log, |S|] bit legendd.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Konfigurdcidk kddolasa bitekkel

k konfiguracidk kédolhaték bitsorozatokkal.

inputszalag munkaszalag
felette van-e a szem bitek felette van-e a szem bitek
v L
[allapot | “&karakter|" | karakter™ [karakter] | 4karakter] V| karakter™ [karakter

A fej pozicidjat is kell kédolnunk. Ezt , szétszértuk”, minden mezo
raktunk egy bitet. gy nem miden adott hosszlsagu sorozat kédol
konfiguraciot.

S elemeinek kddolasara [log, |S|] bit legendd.

Az dllapotot és karaktereket kdédolé blokkkok hossza fligg |S|, |X|

és || értékétsl. Minden esetre konstans sok bit sziikséges (ami a
Turing-géptdl fiigg).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020



fHac

8]
Tl



P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémak Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémak

Eszrevételek

1. Eszrevétel

A megidllapoddt dgy vdlaszthatjuk adott n hosszi w input esetén
[w] hossza a1 - n legyen.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Eszrevételek

1. Eszrevétel

A megidllapoddt dgy vdlaszthatjuk adott n hosszi w input esetén
[w] hossza a1 - n legyen.

Ha T iddigénye legfeljebb t(n), akkor konfiguracidk kédjanak
hossza 7 - t(n) legyen.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Eszrevételek

1. Eszrevétel

A megidllapoddt dgy vdlaszthatjuk adott n hosszi w input esetén
[w] hossza a1 - n legyen.

Ha T iddigénye legfeljebb t(n), akkor konfiguracidk kédjanak
hossza 7 - t(n) legyen.

A tovabbiakban n és a kédoldsi megallapodas mindig rogzitett
(ennek megfeleléen a megfeleld kédok hossza mindig ismert).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Tovabbi észrevétel

(i1 = [K]] = [Kit1] egyszerii hozzarendelés/fiiggvény.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Tovabbi észrevétel

(i1 = [K]] = [Kit1] egyszerii hozzarendelés/fiiggvény.

Az észrevétel dllitasa matematikailag nem pontos, az , egyszer(i”
jelzo értelmezése nem jél definialt.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Tovabbi észrevétel

(i1 = [K]] = [Kit1] egyszerii hozzarendelés/fiiggvény.

Az észrevétel dllitasa matematikailag nem pontos, az , egyszer(i”
jelzo értelmezése nem jél definialt.

Azt mutatjuk, hogy egyszeriien meghatarozhaté/kiszamolhaté egy
kicsi (polinomidlis méretii) halézat, amely egy konfiguracié
kddjabdl kiszamolja a rakovetkezd konfiguracié kddjat.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halbézatok

Definicié: Halézat
Egy hilézat egy 8 iranyitott graf, amely nem tartalmaz iranyitott
kort (azaz lerajzolhaté dgy, hogy minden él , lefelé haladjon™).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halbézatok

Definicié: Halézat

Egy hilézat egy 8 iranyitott graf, amely nem tartalmaz iranyitott
kort (azaz lerajzolhaté dgy, hogy minden él , lefelé haladjon™).

Minden cslics befoka 0,1 vagy 2.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halbézatok

Definicié: Halézat

Egy hilézat egy 8 irdnyitott graf, amely nem tartalmaz irdnyitott
kort (azaz lerajzolhaté dgy, hogy minden él , lefelé haladjon™).
Minden csiics befoka 0,1 vagy 2. A 0 befoki csticsok neve
inputcsiics. Legyen | az input csticsok halmaza.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halbézatok

Definicié: Halézat

Egy hilézat egy g irdnyitott graf, amely nem tartalmaz irdnyitott
kort (azaz lerajzolhaté dgy, hogy minden él , lefelé haladjon™).
Minden csiics befoka 0,1 vagy 2. A 0 befoki csticsok neve
inputcsiics. Legyen | az input csiicsok halmaza. A nem
inputcsicsokra mint kapuk hivatkozunk. A kapuk halmaza
K=V(G)—1.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halbézatok

Definicié: Halézat

Egy hilézat egy g irdnyitott graf, amely nem tartalmaz irdnyitott
kort (azaz lerajzolhaté dgy, hogy minden él , lefelé haladjon™).
Minden csiics befoka 0,1 vagy 2. A 0 befoki csticsok neve
inputcsiics. Legyen | az input csiicsok halmaza. A nem
inputcsicsokra mint kapuk hivatkozunk. A kapuk halmaza

K = V(G) — I. Speciilis csticsot, esetleg csicsokat neveziink ki,
amelyekre mint output csticsok hivatkozunk.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halbézatok

Definicié: Halézat

Egy hilézat egy g irdnyitott graf, amely nem tartalmaz irdnyitott
kort (azaz lerajzolhaté dgy, hogy minden él , lefelé haladjon™).
Minden csiics befoka 0,1 vagy 2. A 0 befoki csticsok neve
inputcsiics. Legyen | az input csiicsok halmaza. A nem
inputcsicsokra mint kapuk hivatkozunk. A kapuk halmaza

K = V(G) — I. Speciilis csticsot, esetleg csicsokat neveziink ki,
amelyekre mint output csticsok hivatkozunk.

Legyen ¢; : | — {x1,x2,...,x,} U{0,1} egy cimkézéese az output
csucsoknak.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halbézatok

Definicié: Halézat
Egy hilézat egy 8 irdnyitott graf, amely nem tartalmaz irdnyitott
kort (azaz lerajzolhaté dgy, hogy minden él , lefelé haladjon™).

Minden csiics befoka 0,1 vagy 2. A 0 befoki csticsok neve
inputcsiics. Legyen | az input csiicsok halmaza. A nem
inputcsicsokra mint kapuk hivatkozunk. A kapuk halmaza

K = V(G) — I. Speciilis csticsot, esetleg csicsokat neveziink ki,
amelyekre mint output csticsok hivatkozunk.

Legyen ¢; : | — {x1,x2,...,x,} U{0,1} egy cimkézéese az output
csucsoknak. Legyen {x : K — {—,V, A} egy cimkézése a
kapuknak, amelyre teljesiil, hogy egy kapunknak akkor és csak
akkor — a cimkéje, ha befoka 1.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halbézatok

Definicié: Halézat

Egy hilézat egy 8 irdnyitott graf, amely nem tartalmaz irdnyitott
kort (azaz lerajzolhaté dgy, hogy minden él , lefelé haladjon™).
Minden csiics befoka 0,1 vagy 2. A 0 befoki csticsok neve
inputcsiics. Legyen | az input csiicsok halmaza. A nem
inputcsicsokra mint kapuk hivatkozunk. A kapuk halmaza

K = V(G) — I. Speciilis csticsot, esetleg csicsokat neveziink ki,
amelyekre mint output csticsok hivatkozunk.

Legyen ¢; : | — {x1,x2,...,x,} U{0,1} egy cimkézéese az output
csucsoknak. Legyen {x : K — {—,V, A} egy cimkézése a
kapuknak, amelyre teljesiil, hogy egy kapunknak akkor és csak
akkor — a cimkéje, ha befoka 1. Legyen ¢ = (¢, k) az Osszes
csticsot cimkézé fliggvény.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halbézatok

Definicié: Halézat

Egy hilézat egy 8 irdnyitott graf, amely nem tartalmaz irdnyitott
kort (azaz lerajzolhaté dgy, hogy minden él , lefelé haladjon™).
Minden csiics befoka 0,1 vagy 2. A 0 befoki csticsok neve
inputcsiics. Legyen | az input csiicsok halmaza. A nem
inputcsicsokra mint kapuk hivatkozunk. A kapuk halmaza

K = V(G) — I. Speciilis csticsot, esetleg csicsokat neveziink ki,
amelyekre mint output csticsok hivatkozunk.

Legyen ¢; : | — {x1,x2,...,x,} U{0,1} egy cimkézéese az output
csucsoknak. Legyen {x : K — {—,V, A} egy cimkézése a
kapuknak, amelyre teljesiil, hogy egy kapunknak akkor és csak
akkor — a cimkéje, ha befoka 1. Legyen ¢ = (¢, k) az Osszes
csticsot cimkézé fliggvény.

(8,6) cimkézett irdnyitott grafot halézatnak nevezziik.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A hal

Egy haldzat kiszamol egy Boole-fliggvényt a kovetkezé mddon:

o 5

DA
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A halézat mint egy dinamikus szdmitdsi modell

Egy haldzat kiszdmol egy Boole-fliggvényt a kovetkezé médon: Az
{x1,x2,...,xn} valtozék egy kiértékelését kiterjesztjiik a kapuk egy
kiértékelésévé.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A halézat mint egy dinamikus szdmitdsi modell

Egy haldzat kiszdmol egy Boole-fliggvényt a kovetkezé médon: Az
{x1,x2,...,xn} valtozék egy kiértékelését kiterjesztjiik a kapuk egy
kiértékelésévé.

Feltessziik, hogy hélézatunkat tgy rajzoljuk le, hogy minden él
lefelé haladjon. A kapuk kiértékelése fentrdl lefelé halad.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A halézat mint egy dinamikus szdmitdsi modell

Egy haldzat kiszdmol egy Boole-fliggvényt a kovetkezé médon: Az
{x1,x2,...,xn} valtozék egy kiértékelését kiterjesztjiik a kapuk egy
kiértékelésévé.

Feltessziik, hogy hélézatunkat tgy rajzoljuk le, hogy minden él
lefelé haladjon. A kapuk kiértékelése fentrdl lefelé halad.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A hélézat mint egy dinamikus szamitdsi modell (folytatas)

Ha egy kapuhoz jutunk, akkor azok a kapuk, ahonnan él vezet
hozza mar kiértékeltek, azaz egy kiszamolt bitet rendeltiink hozza.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A hélézat mint egy dinamikus szamitdsi modell (folytatas)

Ha egy kapuhoz jutunk, akkor azok a kapuk, ahonnan él vezet
hozza mar kiértékeltek, azaz egy kiszamolt bitet rendeltiink hozza.

Az aktudlis kapu altal kiszdmolt bit az hozza vezetd éleken dramlé
bit és a kapu cimkéje alapjan természetesen értelmezhets. A
halézat altal kiszdmolt bitsorozat az otuput csics(ok) altal
kiszamolt bit(ek).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A hélézat mint egy dinamikus szamitdsi modell (folytatas)

Ha egy kapuhoz jutunk, akkor azok a kapuk, ahonnan él vezet
hozza mar kiértékeltek, azaz egy kiszamolt bitet rendeltiink hozza.

Az aktudlis kapu altal kiszdmolt bit az hozza vezet6 éleken aramlé
bit és a kapu cimkéje alapjan természetesen értelmezhets. A
halézat altal kiszdmolt bitsorozat az otuput csics(ok) altal
kiszamolt bit(ek).

Definicié

Legyen f¢ az a Boole-fuggvényt, amelyet a C halézat a fenti médon
kiszdmol /megvaldsit.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Az utolsd észrevétel ,, matematizalasa”

2. Eszrevétel

Egy konfiguracidt kédold bitsorozatbdl egy egyszeriien leirhatd,
kicsi hdlézat kiszamolja a rakovetkezd konfiguracié kédjat.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Az utolsd észrevétel ,, matematizalasa”

2. Eszrevétel

Egy konfiguracidt kédold bitsorozatbdl egy egyszeriien leirhatd,
kicsi hdlézat kiszamolja a rakovetkezd konfiguracié kédjat.

A konstrukcidnk egyszertl, de sok esetlegességet, megallapodast
kovetel. Egy formalis leirds helyett egy példan szemléltetjiik milyen
oOtletek vezethetnek el egy megoldashoz.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Az utolsé észrevétel ,, matematizalasa” képen

inputszalag munkaszalag
felette van-e a szem bitek felette van-e a szem bitek
\
[allapot | Akarakter]] | karakter® Jkarakter] | Akarakter] ) [karaktert [karakter]

karakter

kiszamolt inputszem munkaszem kiszamolt uj
|t dllapot| | mozgas | | mozgas | |karakter]|
itt leszea fej itt lesze a fe
[dllapot | Jkarakter|\karakter | [karakter] [ Jkarakter]  [karakter] [karakter
felette van-e a szem bitek felette van-e a szem bitek
inputszalag munkaszalag

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Az utolsd észrevétel , matematizalasa” szavakkal

Egy mez6nél a szem/kéz-ott-van-e bitet és a mez6 tartalmat
kddold bitek mindegyikét ossze-és-eljiik. A kapott bitsorozat vagy
a csupa 0 (ha nincs ott a szem/kéz, mindent 0-val és-eltiink) vagy
a latott karakter kédja (ha ott a szem/kéz).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Az utolsd észrevétel , matematizalasa” szavakkal

Egy mez6nél a szem/kéz-ott-van-e bitet és a mezd tartalmat
kddold bitek mindegyikét ossze-és-eljiik. A kapott bitsorozat vagy
a csupa 0 (ha nincs ott a szem/kéz, mindent 0-val és-eltiink) vagy
a latott karakter kédja (ha ott a szem/kéz).

Az inputszalag mezGinél igy kapott bitsorozatok mindegyikének
elsé, majd masodik és igy tovabb karakterét ossze-vagy-olva kapjuk
az inputszalagon latott karakter kédjat.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Az utolsd észrevétel , matematizalasa” szavakkal

Egy mez6nél a szem/kéz-ott-van-e bitet és a mezd tartalmat
kddold bitek mindegyikét ossze-és-eljiik. A kapott bitsorozat vagy
a csupa 0 (ha nincs ott a szem/kéz, mindent 0-val és-eltiink) vagy
a latott karakter kédja (ha ott a szem/kéz).

Az inputszalag mezGinél igy kapott bitsorozatok mindegyikének
elsé, majd masodik és igy tovabb karakterét ossze-vagy-olva kapjuk
az inputszalagon latott karakter kédjat. Hasonldéan szamolhatunk a
munkaszalagnal.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Az utolsd észrevétel , matematizalasa” szavakkal

Egy mez6nél a szem/kéz-ott-van-e bitet és a mezd tartalmat
kddold bitek mindegyikét ossze-és-eljiik. A kapott bitsorozat vagy
a csupa 0 (ha nincs ott a szem/kéz, mindent 0-val és-eltiink) vagy
a latott karakter kédja (ha ott a szem/kéz).

Az inputszalag mezGinél igy kapott bitsorozatok mindegyikének
elsé, majd masodik és igy tovabb karakterét ossze-vagy-olva kapjuk
az inputszalagon latott karakter kédjat. Hasonldéan szamolhatunk a
munkaszalagnal.

A sarga terliletben egy Osszetettebb szamolas torténik: konstans
sok bitbbdl szamolunk ki konstans sok bitet (a konstanok fiiggnek
a Turing-géptdl). Konkrét kidolgozdsa az atmenetifiiggvénytdl
fugg.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Az utolsd észrevétel , matematizalasa” szavakkal

Egy mez6nél a szem/kéz-ott-van-e bitet és a mezd tartalmat
kddold bitek mindegyikét ossze-és-eljiik. A kapott bitsorozat vagy
a csupa 0 (ha nincs ott a szem/kéz, mindent 0-val és-eltiink) vagy
a latott karakter kédja (ha ott a szem/kéz).

Az inputszalag mezGinél igy kapott bitsorozatok mindegyikének
elsé, majd masodik és igy tovabb karakterét ossze-vagy-olva kapjuk
az inputszalagon latott karakter kédjat. Hasonldéan szamolhatunk a
munkaszalagnal.

A sarga terliletben egy Osszetettebb szamolas torténik: konstans
sok bitbbdl szamolunk ki konstans sok bitet (a konstanok fiiggnek
a Turing-géptdl). Konkrét kidolgozdsa az atmenetifiiggvénytdl
fugg. Ha nincs otletlink az egyes bitek fliggését akar a nyilvanvald
DNF formula alapjan irjuk fel.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Az utolsd észrevétel , matematizalasa” szavakkal

Egy mez6nél a szem/kéz-ott-van-e bitet és a mezd tartalmat
kddold bitek mindegyikét ossze-és-eljiik. A kapott bitsorozat vagy
a csupa 0 (ha nincs ott a szem/kéz, mindent 0-val és-eltiink) vagy
a latott karakter kédja (ha ott a szem/kéz).

Az inputszalag mezGinél igy kapott bitsorozatok mindegyikének
elsé, majd masodik és igy tovabb karakterét ossze-vagy-olva kapjuk
az inputszalagon latott karakter kédjat. Hasonldéan szamolhatunk a
munkaszalagnal.

A sarga terliletben egy Osszetettebb szamolas torténik: konstans
sok bitbbdl szamolunk ki konstans sok bitet (a konstanok fiiggnek
a Turing-géptdl). Konkrét kidolgozdsa az atmenetifiiggvénytdl
fugg. Ha nincs otletlink az egyes bitek fliggését akar a nyilvanvald
DNF formula alapjan irjuk fel. Ekkor is konstans sok kapuval
dolgozva megoldjuk a feladatunkat.

Hajnal Péter Halézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Az utolsd észrevétel , matematizalasa” szavakkal

A vildgos kék teriileten szamolddik kis a fej pozicidjat leird egyik
bit.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Az utolsd észrevétel , matematizalasa” szavakkal

A vildgos kék teriileten szamolddik kis a fej pozicidjat leird egyik
bit. Ez attdl fligg, hogy a fej ott volt-e vagy valamelyik szomszéd
felett allt, illetve merre irja el6 mozgasat az atmeneti fiiggvény.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Az utolsd észrevétel , matematizalasa” szavakkal

A vilagos kék teriileten szamolddik kis a fej pozicidjat leird egyik
bit. Ez attdl fligg, hogy a fej ott volt-e vagy valamelyik szomszéd
felett allt, illetve merre irja el6 mozgasat az dtmeneti fuggvény. A
halézatunk ezen részét konkrétan felirhatnank, de ez a munka
felesleges az €l6z6 megjegyzésiink alapjan. Ez a kék rész minden
fej-pozicié-bithez ott van.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Az utolsd észrevétel , matematizalasa” szavakkal

A vildgos kék teriileten szamolddik kis a fej pozicidjat leird egyik
bit. Ez attdl fligg, hogy a fej ott volt-e vagy valamelyik szomszéd
felett allt, illetve merre irja el6 mozgasat az dtmeneti fuggvény. A
halézatunk ezen részét konkrétan felirhatnank, de ez a munka
felesleges az €l6z6 megjegyzésiink alapjan. Ez a kék rész minden
fej-pozicidé-bithez ott van. Az atlathatdsdg kedvéért rajzoltuk fel
csak egyszer az input- és egyszer A munkaszalaghoz.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Az utolsd észrevétel , matematizalasa” szavakkal

A vildgos kék teriileten szamolddik kis a fej pozicidjat leird egyik
bit. Ez attdl fligg, hogy a fej ott volt-e vagy valamelyik szomszéd
felett allt, illetve merre irja el6 mozgasat az dtmeneti fuggvény. A
halézatunk ezen részét konkrétan felirhatnank, de ez a munka
felesleges az €l6z6 megjegyzésiink alapjan. Ez a kék rész minden
fej-pozicidé-bithez ott van. Az atlathatdsdg kedvéért rajzoltuk fel
csak egyszer az input- és egyszer A munkaszalaghoz.

A zold teriileten szdmoljuk ki a munkaszalag 4j tartalmat.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Az utolsd észrevétel , matematizalasa” szavakkal

A vildgos kék teriileten szamolddik kis a fej pozicidjat leird egyik
bit. Ez attdl fligg, hogy a fej ott volt-e vagy valamelyik szomszéd
felett allt, illetve merre irja el6 mozgasat az dtmeneti fuggvény. A
halézatunk ezen részét konkrétan felirhatnank, de ez a munka
felesleges az €l6z6 megjegyzésiink alapjan. Ez a kék rész minden
fej-pozicidé-bithez ott van. Az atlathatdsdg kedvéért rajzoltuk fel
csak egyszer az input- és egyszer A munkaszalaghoz.

A z0ld terileten szdmoljuk ki a munkaszalag Uj tartalmat. Minden
munkaszalag mez6hoz tartozik egy ilyen zold blokk (egyszerliség
kedvéért csak egyet tiintettiink fel).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Az utolsd észrevétel , matematizalasa” szavakkal

A vildgos kék teriileten szamolddik kis a fej pozicidjat leird egyik
bit. Ez attdl fligg, hogy a fej ott volt-e vagy valamelyik szomszéd
felett allt, illetve merre irja el6 mozgasat az dtmeneti fuggvény. A
halézatunk ezen részét konkrétan felirhatnank, de ez a munka
felesleges az €l6z6 megjegyzésiink alapjan. Ez a kék rész minden
fej-pozicidé-bithez ott van. Az atlathatdsdg kedvéért rajzoltuk fel
csak egyszer az input- és egyszer A munkaszalaghoz.

A z0ld terileten szdmoljuk ki a munkaszalag Uj tartalmat. Minden
munkaszalag mez6hoz tartozik egy ilyen zold blokk (egyszerliség
kedvéért csak egyet tiintettiink fel). Az 0j karaktertdl, a régit6l és
attdl az informaciétdl fligg, hogy a fej ott all-e.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Az utolsd észrevétel , matematizalasa” szavakkal

A vildgos kék teriileten szamolddik kis a fej pozicidjat leird egyik
bit. Ez attdl fligg, hogy a fej ott volt-e vagy valamelyik szomszéd
felett allt, illetve merre irja el6 mozgasat az dtmeneti fuggvény. A
halézatunk ezen részét konkrétan felirhatnank, de ez a munka
felesleges az €l6z6 megjegyzésiink alapjan. Ez a kék rész minden
fej-pozicidé-bithez ott van. Az atlathatdsdg kedvéért rajzoltuk fel
csak egyszer az input- és egyszer A munkaszalaghoz.

A z0ld terileten szdmoljuk ki a munkaszalag Uj tartalmat. Minden
munkaszalag mez6hoz tartozik egy ilyen zold blokk (egyszerliség
kedvéért csak egyet tiintettiink fel). Az 0j karaktertdl, a régit6l és
attél az informaciotdl fligg, hogy a fej ott all-e. Ez a rész is
konnyen megvaldsithaté lenne, ha tudnank I elemeinek
kddoldsahoz hasznalt bitek ¢ szdmat ismernénk.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Az utolsd észrevétel , matematizalasa” szavakkal

A vildgos kék teriileten szamolddik kis a fej pozicidjat leird egyik
bit. Ez attdl fligg, hogy a fej ott volt-e vagy valamelyik szomszéd
felett allt, illetve merre irja el6 mozgasat az dtmeneti fuggvény. A
halézatunk ezen részét konkrétan felirhatnank, de ez a munka
felesleges az €l6z6 megjegyzésiink alapjan. Ez a kék rész minden
fej-pozicidé-bithez ott van. Az atlathatdsdg kedvéért rajzoltuk fel
csak egyszer az input- és egyszer A munkaszalaghoz.

A z0ld terileten szdmoljuk ki a munkaszalag Uj tartalmat. Minden
munkaszalag mez6hoz tartozik egy ilyen zold blokk (egyszerliség
kedvéért csak egyet tiintettiink fel). Az 0j karaktertdl, a régit6l és
attél az informaciotdl fligg, hogy a fej ott all-e. Ez a rész is
konnyen megvaldsithaté lenne, ha tudnank I elemeinek
kddoldsahoz hasznalt bitek ¢ szdmat ismernénk. A zold teriileten
az f(e, ko, k1) = ke fliggvényt szamoljuk ki, ami 1 + 2/ bitbdl
szamol ki f-et.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Eszrevétel

3. Eszrevétel

[w] — [ko(w)] egy egyszerli hozzdrendelés/fliggvény.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Eszrevétel

3. Eszrevétel

[w] — [ko(w)] egy egyszerli hozzdrendelés/fliggvény.

Ez a kordbbiaknal egyszer(ibb észrevétel. Ismét egy dbrara utalunk.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Eszrevétel

3. Eszrevétel

[w] — [ko(w)] egy egyszerli hozzdrendelés/fliggvény.

Ez a kordbbiaknal egyszer(ibb észrevétel. Ismét egy dbrara utalunk.

[karakter | karakter [karakter] see |

[000000000] 1 | 00000 [0[karakter[0] «e« [111111 [1]00000000]0[00000001[0 ] <<+

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Eszrevétel

3. Eszrevétel

[w] — [ko(w)] egy egyszerli hozzdrendelés/fliggvény.

Ez a kordbbiaknal egyszer(ibb észrevétel. Ismét egy dbrara utalunk.

[karakter | karakter [karakter] see |

[000000000] 1 | 00000 [0[karakter[0] «e« [111111 [1]00000000]0[00000001[0 ] <<+

Feltettiik, hogy a START 4llapot kédja 00...0 (hossza [log, |S|],
paldankban 9).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Eszrevétel

3. Eszrevétel

[w] — [ko(w)] egy egyszerli hozzdrendelés/fliggvény.

Ez a kordbbiaknal egyszer(ibb észrevétel. Ismét egy dbrara utalunk.

[karakter | karakter [karakter] see |

[000000000] 1 | 00000 [0[karakter[0] «e« [111111 [1]00000000]0[00000001[0 ] <<+

Feltettiik, hogy a START 4llapot kédja 00...0 (hossza [log, |S|],
paldankban 9).

Az inputszalagon > kédja 00...0, a < kédja 11...1 (hosszaik
[log, |X|], példdnkban 5).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Eszrevétel

3. Eszrevétel

[w] — [ko(w)] egy egyszerli hozzdrendelés/fliggvény.

Ez a kordbbiaknal egyszer(ibb észrevétel. Ismét egy dbrara utalunk.

[karakter | karakter [karakter] see |

[000000000] 1 | 00000 [0[karakter[0] «e« [111111 [1]00000000]0[00000001[0 ] <<+

Feltettiik, hogy a START 4llapot kédja 00...0 (hossza [log, |S|],
paldankban 9).

Az inputszalagon > kédja 00...0, a < kédja 11...1 (hosszaik
[log, |X|], példdnkban 5).

Az munkaszalagon > kédja 0...00, a szlizkarakter kédja 0...01,
(hossza [log, |I'|], példdnkban 8).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Eddigi eredményeink

Definicié
Legyen

HALOZAT-KIERTELES = {[C,w] : C(w) = 1},

azaz az a dontési probléma, amely egy C halézat és w bitsorozat
esetén eldonti, hogy az w bitsorzatot adva az xj, x, . . . inputkapuk
értékeinek a halézat az 1 bitet szdmolja-e ki (azaz kiértékeli

Cn(w)-t).
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Eddigi eredményeink

Definicié
Legyen

HALOZAT-KIERTELES = {[C,w] : C(w) = 1},

azaz az a dontési probléma, amely egy C halézat és w bitsorozat
esetén eldonti, hogy az w bitsorzatot adva az xj, x, . . . inputkapuk
értékeinek a halézat az 1 bitet szdmolja-e ki (azaz kiértékeli

Cn(w)-t).

| A

Tétel
HALOZAT-KIERTELES P-teljes (az £ redukciéra nézve).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Legyen L €1 P. Legyen t(n) egy polinom, T id&korlatja.
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Bizonyitas

Legyen L €1 P. Legyen t(n) egy polinom, T id&korlatja.
Feltehetd, hogy T olyan, hogy ELFOGAD/ELVET éllapot elérése

utan ,tartja” allapotat. I,gy w € L7 kérdés megvalaszolasa
(w € £") ekvivalens annak megallapitasival, hogy az w- torténd

futds sordn a ky(,) konfiguraciéban az dllapot ELFOGAD-e.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas

Legyen L €1 P. Legyen t(n) egy polinom, T id&korlatja.
Feltehetd, hogy T olyan, hogy ELFOGAD/ELVET éllapot elérése

utdn , tartja” allapotét. igy w € L? kérdés megvalaszoldsa
(w € £") ekvivalens annak megallapitasival, hogy az w- torténd

futds sordn a ky(,) konfiguraciéban az dllapot ELFOGAD-e.

Megallapodhatunk abban, hogy a konfiguracidkat 0-1 sorozatokkal
kédoljuk, hogy az allapotot kédolé blokkban az ELFOGAD éllapot
kédja a csupa 1 sorozat legyen.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas

Legyen L €1 P. Legyen t(n) egy polinom, T id&korlatja.
Feltehetd, hogy T olyan, hogy ELFOGAD/ELVET éllapot elérése

utan , tartja” allapotat. I,gy w € L? kérdés megvilaszolasa
(w € £") ekvivalens annak megallapitasival, hogy az w- torténd

futds sordn a ky(,) konfiguraciéban az dllapot ELFOGAD-e.

Megallapodhatunk abban, hogy a konfiguracidkat 0-1 sorozatokkal
kédoljuk, hogy az allapotot kédolé blokkban az ELFOGAD éllapot
kédja a csupa 1 sorozat legyen.

A fentiek alapjan barmi volt is L €7 P w € X" tetszbleges
eleméhez felépitheté egy 77, hdlézat, amely inputkapui w-t
kédoljak (3. észrevétel) és bizonyos szintje a Turing-szamitds
konfiguracié-sorozatdnak elemeit kédolja (2. észrevétel).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitds (folytatas)

t(n) ilyen szint felépitése utan az érdekel minket, hogy egy
bizonyos blokkban csupa 1-es bit szerepel-e. Ezt ES kapuk
segitségével konnyen kifejezhetjuk.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitds (folytatas)

t(n) ilyen szint felépitése utdn az érdekel minket, hogy egy
bizonyos blokkban csupa 1-es bit szerepel-e. Ezt ES kapuk
segitségével konnyen kifejezhet;jiik.

Ezzel leirtuk a redukald algoritmust. A redukcid elméleti része a
kordbbiakbdl adédik. A konstrukcid/redukcié logtar-beli.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halézat kielégithetéség és az elsé N P-teljes tétel

Definicié
Legyen
HALOZAT-SAT = {[C] : van olyan w bitsorozat, amelyre C(w) = 1},

azaz az a dontési probléma, amely egy C halézat esetén el kell
dontentlink, hogy kielégithet6-e.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halézat kielégithetéség és az elsé N P-teljes tétel

Definicié
Legyen
HALOZAT-SAT = {[C] : van olyan w bitsorozat, amelyre C(w) = 1},

azaz az a dontési probléma, amely egy C halézat esetén el kell
dontentlink, hogy kielégithet6-e.

| A\

Kovetkezmény
(i) Tetsz8leges L € NP nyelvre L <, HALOZAT-SAT
(ii) HALOZAT-SAT N 'P-teljes
(iii) P = NP < HALOZAT-SAT € P

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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T = (tl,tz,..

Ler NP, igy egy tetszbleges w € L esetén létezik hozz3 egy tanu:

-5 tp(ny), amelyre T(w,7) ELFOGAD illapotba jut.

[m] = =

DA
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Bizonyitas (i)

Ler NP, igy egy tetszbleges w € L esetén létezik hozz3 egy tanu:
T = (t1,t2,..., tp(n)), amelyre T(w,7) ELFOGAD dllapotba jut.
Azaz az elébb megkonstrudlt C hdlézatra, C([w], y1,¥2, -, Yq(n))

az 1 értéket szamolja ki, ha az y véltozdk helyére a 7 kddjanak
bitjeit irjuk.

Hajnal Péter Halézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas (i)

Ler NP, igy egy tetszbleges w € L esetén létezik hozz3 egy tanu:
T = (t1,t2,..., tp(n)), amelyre T(w,7) ELFOGAD dllapotba jut.
Azaz az elébb megkonstrudlt C hdlézatra, C([w], y1,¥2, -, Yq(n))
az 1 értéket szamolja ki, ha az y véltozdk helyére a 7 kddjanak
bitjeit irjuk.

Megforditva is igaz. Ha C([w], y1,y2, -, Yq(n))-nek taldlunk egy
kielégitését, akkor egy tand kddjat talaljuk.

Hajnal Péter Halézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas (i)

Ler NP, igy egy tetszbleges w € L esetén létezik hozz3 egy tanu:
T = (t1,t2,..., tp(n)), amelyre T(w,7) ELFOGAD dllapotba jut.
Azaz az elébb megkonstrudlt C hdlézatra, C([w], y1,¥2, -, Yq(n))
az 1 értéket szamolja ki, ha az y véltozdk helyére a 7 kddjanak
bitjeit irjuk.

Megforditva is igaz. Ha C([w], y1,y2, -, Yq(n))-nek taldlunk egy
kielégitését, akkor egy tand kddjat talaljuk.

Azaz C([w],y1,¥2,- -+, Yq(n)) kédjdnak legydrtdsa (ami L-ben
megoldhatd) egy j6 redukcid.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020



fHac

8]
Tl



P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémak Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémak

Bizonyitas (ii)+(iii)

(ii) Az (i) részbél és abbdl, hogy HAL(/),ZAT—SATE NP (tant egy
kielégité bemenet), kovetkezik, hogy HALOZAT-SAT N'P-teljes.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas (ii)+(iii)

(ii) Az (i) részbél és abbdl, hogy HAL(/),ZAT—SATE NP (tant egy
kielégité bemenet), kovetkezik, hogy HALOZAT-SAT N'P-teljes.

(iii) Mivel HALOZAT-SAT € NP, igy ha P = N'P, akkor P-beli
is.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020



P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémak Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémak

Bizonyitas (ii)+(iii)

(ii) Az (i) részbél és abbdl, hogy HAL(/),ZAT—SATG NP (tant egy
kielégité bemenet), kovetkezik, hogy HALOZAT-SAT N'P-teljes.

(iii) Mivel HALOZAT-SAT € NP, igy ha P = N'P, akkor P-beli

IS.

Viszafelé, ha HALOZAT-SATe P, akkor tetszéleges L € NP
nyelvet redukaljunk HALOZAT-SAT-ra, a redukalt problémat
P-ben el tudjuk donteni.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas (ii)+(iii)

(ii) Az (i) részbél és abbdl, hogy HAL(/),ZAT—SATG NP (tant egy
kielégité bemenet), kovetkezik, hogy HALOZAT-SAT N'P-teljes.

(iii) Mivel HALOZAT-SAT € NP, igy ha P = N'P, akkor P-beli

IS.

Viszafelé, ha HALOZAT-SATe P, akkor tetszéleges L € NP
nyelvet redukaljunk HALOZAT-SAT-ra, a redukalt problémat
P-ben el tudjuk donteni.

A két Iépés egylitt is polinomidlis és az L nyelv eldontési
problémdjit oldja meg. Ebbdl L € P kovetkezik, igy NP C P,
tehdt P = NP adédik.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Konjunktiv normalforma (CNF)

Definicié

Legyen V = {x1,x2,...,xn} egy valtozé halmaz.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Konjunktiv normalforma (CNF)

Definicié

Legyen V = {x1,x2,...,Xn} egy valtozé halmaz. Legyen
L = VUV a literdlok halmaza (V a negdlt véltozék halmaza, azaz
{X1,X2,...,Xn}).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Konjunktiv normalforma (CNF)

Definicié

Legyen V = {x1,x2,...,Xn} egy valtozé halmaz. Legyen

L = VUV a literdlok halmaza (V a negdlt véltozék halmaza, azaz
{X1,X2,...,Xn}).

L egy részhalmazat kléznak nevezziik. Esetiinkben a kldzra lgy
gondolunk, hogy a hozza tartozé literdlokat V logikai miivelettel,
azaz diszjunkcidval kapcsoljuk Ossze.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Konjunktiv normalforma (CNF)

Definicié

Legyen V = {x1,x2,...,Xn} egy valtozé halmaz. Legyen

L= VUV a literdlok halmaza (V a negdlt valtozdk halmaza, azaz
{X1,X2,...,Xn}).

L egy részhalmazat kléznak nevezziik. Esetiinkben a kldzra lgy
gondolunk, hogy a hozza tartozé literdlokat V logikai miivelettel,
azaz diszjunkcidval kapcsoljuk Ossze.

Egy ¢ konjunktiv normalformaben 1évé formula (CNF formula)
klézok egy halmaza.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Konjunktiv normalforma (CNF)

Definicié

Legyen V = {x1,x2,...,Xn} egy valtozé halmaz. Legyen

L= VUV a literdlok halmaza (V a negdlt valtozdk halmaza, azaz
{X1,X2,...,Xn}).

L egy részhalmazat kléznak nevezziik. Esetiinkben a kldzra lgy
gondolunk, hogy a hozza tartozé literdlokat V logikai miivelettel,
azaz diszjunkcidval kapcsoljuk Ossze.

Egy ¢ konjunktiv normalformaben 1évé formula (CNF formula)
klézok egy halmaza.

Erre a klézhalmazra Ggy gondolunk, hogy a klézok A logikai
mivelettel, azaz konjukcidval kapcsoljuk ossze.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Konjunktiv normalforma (CNF)

Egy ¢ CNF formula kielégithetd, ha adhaté V' egy kiértékelése
(ami természetes médon kiterjeszthetd L egy kiértékelésévé),
amelyre minden klézban lesz igazza kiértékelt literdl.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Konjunktiv normalforma (CNF)

Egy ¢ CNF formula kielégithetd, ha adhaté V' egy kiértékelése
(ami természetes médon kiterjeszthetd L egy kiértékelésévé),
amelyre minden klézban lesz igazza kiértékelt literdl.

SAT = {[¢] : v kielégithets CNF}

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Konjunktiv normalforma (CNF)

Egy ¢ CNF formula kielégithetd, ha adhaté V' egy kiértékelése
(ami természetes médon kiterjeszthetd L egy kiértékelésévé),
amelyre minden klézban lesz igazza kiértékelt literdl.

SAT = {[¢] : v kielégithets CNF}

Azaz SAT az a probléma, ahol adott egy CNF formula és el kell
dontentink, hogy kielégitheté-e.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A Cook—Levin-tétel

Cook—Levin-tétel

SAT (CNF formula kielégithet8sége) N'P-teljes.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Konnyii 1atni, hogy SAT € N'P.
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Egy N P-teljes problémabdl egy masik

Konnyli 1atni, hogy SAT € N'P.

Ha adnunk egy visszavezetést HALOZAT-SAT-rél SAT-ra, akkor
készen vagyunk:

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Egy N P-teljes problémabdl egy masik

Konnyli 1atni, hogy SAT € N'P.

Ha adnunk egy visszavezetést HALOZAT-SAT-rél SAT-ra, akkor
készen vagyunk: Az el6zé kovetkezmény (i) pontja és a
polinomidlis idejli redukcid tranzitivitdsa alapjan tetszéleges

L € N'P nyelvet vissza tudunk vezetni SAT-ra.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Egy N P-teljes problémabdl egy masik

Konnyli 1atni, hogy SAT € N'P.

Ha adnunk egy visszavezetést HALOZAT-SAT-rél SAT-ra, akkor
készen vagyunk: Az el6zé kovetkezmény (i) pontja és a
polinomidlis idejli redukcid tranzitivitdsa alapjan tetszéleges

L € N'P nyelvet vissza tudunk vezetni SAT-ra.

A fenti két Iépés nagyon karakterisztikus miutdn megvan az elsé
N P-teljes problémank.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Egy N P-teljes problémabdl egy masik

Konnyli 1atni, hogy SAT € N'P.

Ha adnunk egy visszavezetést HALOZAT-SAT-rél SAT-ra, akkor
készen vagyunk: Az el6zé kovetkezmény (i) pontja és a
polinomidlis idejli redukcid tranzitivitdsa alapjan tetszéleges

L € N'P nyelvet vissza tudunk vezetni SAT-ra.

A fenti két Iépés nagyon karakterisztikus miutdn megvan az elsé
N P-teljes problémank.

Nem kell egész NP erejét megfogalmazni egy C nyelvvel. Elég egy
N P-teljes problémat megfogalmazni C segitségével.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A terv HALOZAT-SAT < SAT bizonyitasara

Belatjuk, hogy
HALOZAT-SAT < BOOLE-EGYENLETRENDSZER-SAT < SAT.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A terv HALOZAT-SAT < SAT bizonyitasara

Belatjuk, hogy
HALOZAT-SAT < BOOLE-EGYENLETRENDSZER-SAT < SAT.

Definicié: Boole-egyenletrendszer

wilx1, X2, ..., xn) = Vi(x1, X2, ..., Xn), I =1,2,...,4
egyenletrendszert, Boole-egyenletrendszernek nevezziik, ha ¢; és
1 Boole-formuldk. Az {x;}"_; véltozdk egy 0-1/igaz-hamis
értékadds az egyenletrendszer megolddsa, ha minden i =1,2,...,¢
esetén @, és 1); értéke ugyanaz.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A terv HALOZAT-SAT < SAT bizonyitasara

Belatjuk, hogy
HALOZAT-SAT < BOOLE-EGYENLETRENDSZER-SAT < SAT.

Definicié: Boole-egyenletrendszer

wilx1, X2, ..., xn) = Vi(x1, X2, ..., Xn), I =1,2,...,4
egyenletrendszert, Boole-egyenletrendszernek nevezziik, ha ¢; és
1 Boole-formuldk. Az {x;}"_; véltozdk egy 0-1/igaz-hamis
értékadds az egyenletrendszer megolddsa, ha minden i =1,2,...,¢
esetén @, és 1); értéke ugyanaz.

Definicié

BOOLE-EGYENLETRENDSZER-SAT az a nyelv, ami a
megoldhatd/kielégitheté Boole-egyenletrendszerek kédjat
tartalmazza.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Legyen H egy halozat.
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Legyen H egy halézat. Minden cslicsdval azonositunk egy valtozét.
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Halézatbdl egyenletrendszer

Legyen H egy hdlézat. Minden csicsaval azonositunk egy valtozét.
Ez input-csticsok esetén a cslics cimkéje.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halézatbdl egyenletrendszer

Legyen H egy hdlézat. Minden csicsaval azonositunk egy valtozét.
Ez input-csticsok esetén a cstics cimkéje. A tobbi csticsra
(kapukra) mind kiilonvéltozékat feleltetiink meg.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halézatbdl egyenletrendszer

Legyen H egy hdlézat. Minden csicsaval azonositunk egy valtozét.
Ez input-csticsok esetén a cstics cimkéje. A tobbi csticsra
(kapukra) mind kiilonvéltozékat feleltetiink meg.

Minden kapuhoz tartozik egy egyenlet

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halézatbdl egyenletrendszer

Legyen H egy hdlézat. Minden csicsaval azonositunk egy valtozét.
Ez input-csticsok esetén a cstics cimkéje. A tobbi csticsra
(kapukra) mind kiilonvéltozékat feleltetiink meg.

Minden kapuhoz tartozik egy egyenlet

Xg = —Xp, ha a g kapu negacié kapu és a h kapubdl kapja
H
inputjat (hg él a hélézatban).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halézatbdl egyenletrendszer

Legyen H egy hdlézat. Minden csicsaval azonositunk egy valtozét.
Ez input-csticsok esetén a cstics cimkéje. A tobbi csticsra
(kapukra) mind kiilonvéltozékat feleltetiink meg.

Minden kapuhoz tartozik egy egyenlet

Xg = —Xp, ha a g kapu negacié kapu és a h kapubdl kapja
inputjat (hg &l a halézatban).

Xg = Xp \ Xy, ha a g kapu halézatbeli cimkéje konjunkcié és
inputjait h és b’ kapukbdl kapja.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halézatbdl egyenletrendszer

Legyen H egy hdlézat. Minden csicsaval azonositunk egy valtozét.
Ez input-csticsok esetén a cstics cimkéje. A tobbi csticsra
(kapukra) mind kiilonvéltozékat feleltetiink meg.

Minden kapuhoz tartozik egy egyenlet
Xg = —Xp, ha a g kapu negacié kapu és a h kapubdl kapja
inputjat (hg él a hélézatban).
Xg = Xp \ Xy, ha a g kapu halézatbeli cimkéje konjunkcié és
inputjait h és b’ kapukbdl kapja.
Xg = Xp V Xy, ha a g kapu halézatbeli cimkéje diszjunkcié és
inputjait h és h’ kapukbdl kapja.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halézatbdl egyenletrendszer

Legyen H egy hdlézat. Minden csicsaval azonositunk egy valtozét.
Ez input-csticsok esetén a cstics cimkéje. A tobbi csticsra
(kapukra) mind kiilonvéltozékat feleltetiink meg.

Minden kapuhoz tartozik egy egyenlet
Xg = —Xp, ha a g kapu negacié kapu és a h kapubdl kapja
inputjat (hg &l a halézatban).
Xg = Xp \ Xy, ha a g kapu halézatbeli cimkéje konjunkcié és
inputjait h és b’ kapukbdl kapja.
Xg = Xp V Xy, ha a g kapu halézatbeli cimkéje diszjunkcié és
inputjait h és b’ kapukbdl kapja.
xg = 1, ha a g kapu a hdlézat output kapuja.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020



fHac

8]
Tl



P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémak Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémak

HALOZAT-SAT <
BOOLE-EGYENLETRENDSZER-SAT < bizonyit4sa

Ezzel megkaptuk egy Boole-egyenletrendszert a halézatbdl.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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HALOZAT-SAT <
BOOLE-EGYENLETRENDSZER-SAT < bizonyit4sa

Ezzel megkaptuk egy Boole-egyenletrendszert a halézatbdl.

Ha a héldézat 1-et szamol ki egy értékadason (az értékadas
kielégithet8séget bizonyit), akkor a kapuk &ltal kiszdmolt bitekkel
egyutt egy megoldasat kapjuk az egyeneletrendszernek.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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HALOZAT-SAT <
BOOLE-EGYENLETRENDSZER-SAT < bizonyit4sa

Ezzel megkaptuk egy Boole-egyenletrendszert a halézatbdl.

Ha a héldézat 1-et szamol ki egy értékadason (az értékadas
kielégithet8séget bizonyit), akkor a kapuk &ltal kiszdmolt bitekkel
egyutt egy megoldasat kapjuk az egyeneletrendszernek.

Forditva is igaz, ha az egyenletrendszer megoldasibdl kiemeljik az
eredeti input valtozok értékadasait, akkor ezen a halézat 1-et
szamol ki (s6t minden kapu a hozzérendelt valtozé megoldasbeli
értékét szdmolja ki).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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HALOZAT-SAT <
BOOLE-EGYENLETRENDSZER-SAT < bizonyit4sa

Ezzel megkaptuk egy Boole-egyenletrendszert a halézatbdl.

Ha a héldézat 1-et szamol ki egy értékadason (az értékadas
kielégithet8séget bizonyit), akkor a kapuk &ltal kiszdmolt bitekkel
egyutt egy megoldasat kapjuk az egyeneletrendszernek.

Forditva is igaz, ha az egyenletrendszer megoldasibdl kiemeljik az
eredeti input valtozok értékadasait, akkor ezen a halézat 1-et
szamol ki (s6t minden kapu a hozzérendelt valtozé megoldasbeli
értékét szdmolja ki).

Azaz a halézathdl legyartott egyenletrendszer megoldhatdsdga
ekvivalens azzal, hogy a halézat kielégithetd.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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BOOLE-EGYENLETRENDSZER-SAT =< SAT bizonyitdsa

Az ‘=" jeleket ‘<’ logikai jelekre cserélve az egyes egyenleteknek
megfelelé formulakat kapunk.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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BOOLE-EGYENLETRENDSZER-SAT =< SAT bizonyitdsa

Az ‘=" jeleket ‘<" logikai jelekre cserélve az egyes egyenleteknek
megfelelé formulakat kapunk.

Egy értékadas akkor és csak akkor teljesiti az egyenletet, ha igazza
teszi a hozzarendelt formulat.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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BOOLE-EGYENLETRENDSZER-SAT =< SAT bizonyitdsa

Az ‘=" jeleket ‘<" logikai jelekre cserélve az egyes egyenleteknek
megfelelé formulakat kapunk.

Egy értékadas akkor és csak akkor teljesiti az egyenletet, ha igazz3
teszi a hozzarendelt formulat.

A kapott logikai kifejezések mindegyike legfeljebb harom valtozét
tartalmaznak. Konny(i 6ket CNF formdra hozni.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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BOOLE-EGYENLETRENDSZER-SAT =< SAT bizonyitdsa

Az ‘=" jeleket ‘<" logikai jelekre cserélve az egyes egyenleteknek
megfelelé formulakat kapunk.

Egy értékadas akkor és csak akkor teljesiti az egyenletet, ha igazz3
teszi a hozzarendelt formulat.

A kapott logikai kifejezések mindegyike legfeljebb harom valtozét
tartalmaznak. Konny(i 6ket CNF formdra hozni.

Ha az osszes egyenletnek megfeleltetett CNF formuldt ‘és’ logikai
jellel 6sszekapcsoljuk, szintén CNF format kapunk.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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BOOLE-EGYENLETRENDSZER-SAT =< SAT bizonyitdsa

Az ‘=" jeleket ‘<" logikai jelekre cserélve az egyes egyenleteknek
megfelelé formulakat kapunk.

Egy értékadas akkor és csak akkor teljesiti az egyenletet, ha igazz3
teszi a hozzarendelt formulat.

A kapott logikai kifejezések mindegyike legfeljebb harom valtozét
tartalmaznak. Konny(i 6ket CNF formdra hozni.

Ha az osszes egyenletnek megfeleltetett CNF formuldt ‘és’ logikai
jellel 6sszekapcsoljuk, szintén CNF format kapunk.

fgy az egyenletrendszerhez hozzéirendeltiink egy o CNF formulat.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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BOOLE-EGYENLETRENDSZER-SAT =< SAT bizonyitdsa

Az ‘=" jeleket ‘<" logikai jelekre cserélve az egyes egyenleteknek
megfelelé formulakat kapunk.

Egy értékadas akkor és csak akkor teljesiti az egyenletet, ha igazz3
teszi a hozzarendelt formulat.

A kapott logikai kifejezések mindegyike legfeljebb harom valtozét
tartalmaznak. Konny(i 6ket CNF formdra hozni.

Ha az osszes egyenletnek megfeleltetett CNF formuldt ‘és’ logikai
jellel 6sszekapcsoljuk, szintén CNF format kapunk.

fgy az egyenletrendszerhez hozzéirendeltiink egy o CNF formulat.

A hozzarendelés P-ben kiszamolhatd.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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BOOLE-EGYENLETRENDSZER-SAT =< SAT bizonyitdsa

Az ‘=" jeleket ‘<" logikai jelekre cserélve az egyes egyenleteknek
megfelelé formulakat kapunk.

Egy értékadas akkor és csak akkor teljesiti az egyenletet, ha igazz3
teszi a hozzarendelt formulat.

A kapott logikai kifejezések mindegyike legfeljebb harom valtozét
tartalmaznak. Konny(i 6ket CNF formdra hozni.

Ha az osszes egyenletnek megfeleltetett CNF formuldt ‘és’ logikai
jellel 6sszekapcsoljuk, szintén CNF format kapunk.

fgy az egyenletrendszerhez hozzéirendeltiink egy o CNF formulat.
A hozzarendelés P-ben kiszdmolhatd.
Az egyenletrendszer megoldhatdsaga ekvivalens a formula

kielégithetoségével.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Eddig tobb bonyolultsagi osztalyra lattunk teljes problémakat
(NL,P,N'P).
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Hol allunk, merre tartunk?

Eddig tobb bonyolultsagi osztdlyra lattunk teljes problémakat
(NL, P, NP).

Az N'P osztily esete azonban kiilonbozik.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Hol allunk, merre tartunk?

Eddig tobb bonyolultsagi osztdlyra lattunk teljes problémakat
(NL, P, NP).

Az N'P osztély esete azonban kiilonbozik. lgen sok, els6 latdsra
teljesen kiilonbozd, fontosnak tartott problémakrdl deriilt ki, hogy

NP-teljesek.
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Hol allunk, merre tartunk?

Eddig tobb bonyolultsagi osztdlyra lattunk teljes problémakat
(NL, P, NP).

Az N'P osztély esete azonban kiilonbozik. Igen sok, els6 latdsra
teljesen kiilonbozd, fontosnak tartott problémakrdl deriilt ki, hogy
NP-teljesek.

Az osztdly azért kiilonosen fontos, mert a sejtett P # NP
osszefuiggés esetén ezek a problémdikra nem létezik polinomialis
idejli algoritmus.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Hol allunk, merre tartunk?

Eddig tobb bonyolultsagi osztdlyra lattunk teljes problémakat
(NL, P, NP).

Az N'P osztély esete azonban kiilonbozik. Igen sok, els6 latdsra
teljesen kiilonbozd, fontosnak tartott problémakrdl deriilt ki, hogy
NP-teljesek.

Az osztdly azért kiilondsen fontos, mert a sejtett P # NP
osszefuiggés esetén ezek a problémdikra nem létezik polinomialis
idejl algoritmus. Azaz azt mondhatjuk rajuk, hogy elméleti
sejtések miatt hatékonyan nem kezelhetonek gondoljuk Oket.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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CNF 3 méretii klézokkal, legfeljebb harom méreti
klézokkal

Legyen (= 3)-SAT azon kielégithetd CNF formuldk kédja,
melyekben minden kléz pontosan 3 literdlt tartalmaz. Legyen
(< 3)-SAT azon kielégithetd CNF formuldk kédja, melyekben
minden kl6z legfeljebb 3 literalt tartalmaz.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020



P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémak Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémak

CNF 3 méretii klézokkal, legfeljebb harom méreti
klézokkal

Legyen (= 3)-SAT azon kielégithetd CNF formuldk kédja,
melyekben minden kléz pontosan 3 literdlt tartalmaz. Legyen
(< 3)-SAT azon kielégithetd CNF formuldk kédja, melyekben
minden kl6z legfeljebb 3 literalt tartalmaz.

(= 3)-SAT =p (< 3)-SAT, tovabbd (< 3)-SAT=p(= 3)-SAT.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Az elsé redukcié nyilvanvald, hisz a (= 3)-SAT probléma egy
specidlis esete (< 3)-SAT-nek.

it
N

«O>» «F»r «=» 4 Q>
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Lemma bizonyitdsa

Az elsé redukcié nyilvanvald, hisz a (= 3)-SAT probléma egy
specidlis esete (< 3)-SAT-nek.

Forditva legyen ¢ a (< 3)-SAT egy inputja.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Lemma bizonyitdsa

Az elsé redukcié nyilvanvald, hisz a (= 3)-SAT probléma egy
specidlis esete (< 3)-SAT-nek.

Forditva legyen ¢ a (< 3)-SAT egy inputja. Egy a kielégithet6ség
szempontjabdl ekvivalens formuldva alakitjuk, tgy, hogy a klézok
mérete harom legyen.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Lemma bizonyitdsa

Az elsé redukcié nyilvanvald, hisz a (= 3)-SAT probléma egy
specidlis esete (< 3)-SAT-nek.

Forditva legyen ¢ a (< 3)-SAT egy inputja. Egy a kielégithet6ség
szempontjabdl ekvivalens formuldva alakitjuk, tgy, hogy a klézok
mérete harom legyen.

Egy o input 3 méretl klézait tartsuk meg, mig a kicsi klézaikkal az
aldbbi operaciét végezziik el (parhuzamosan):

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Lemma bizonyitdsa

Az elsé redukcié nyilvanvald, hisz a (= 3)-SAT probléma egy
specidlis esete (< 3)-SAT-nek.

Forditva legyen ¢ a (< 3)-SAT egy inputja. Egy a kielégithet6ség
szempontjabdl ekvivalens formuldva alakitjuk, tgy, hogy a klézok
mérete harom legyen.

Egy o input 3 méretl klézait tartsuk meg, mig a kicsi klézaikkal az
aldbbi operaciét végezziik el (parhuzamosan): Egy C : (¢1,(5)

L kicsi” klézt helyettesitsiink a (€1, (2, u), (€1, 02, 1T) klézparral.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Lemma bizonyitdsa

Az elsé redukcié nyilvanvald, hisz a (= 3)-SAT probléma egy
specidlis esete (< 3)-SAT-nek.

Forditva legyen ¢ a (< 3)-SAT egy inputja. Egy a kielégithet6ség
szempontjabdl ekvivalens formuldva alakitjuk, tgy, hogy a klézok
mérete harom legyen.

Egy o input 3 méretl klézait tartsuk meg, mig a kicsi klézaikkal az
aldbbi operaciét végezziik el (parhuzamosan): Egy C : (¢1,(5)

L kicsi” klézt helyettesitsiink a (€1, (2, u), (€1, 02, 1T) klézparral.
Természetesen formuldnk kielegitése esetén C is igazza vélik, ami a
C-t helyettesito klézokat is igazza teszi. Forditva: A C-t

helyettesitod kldzpart csak dgy tudjuk kielégiteni, ha az eredeti C-t
is kielégitjuk.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Lemma bizonyitdsa

Az elsé redukcié nyilvanvald, hisz a (= 3)-SAT probléma egy
specidlis esete (< 3)-SAT-nek.

Forditva legyen ¢ a (< 3)-SAT egy inputja. Egy a kielégithet6ség
szempontjabdl ekvivalens formuldva alakitjuk, tgy, hogy a klézok
mérete harom legyen.

Egy o input 3 méretl klézait tartsuk meg, mig a kicsi klézaikkal az
aldbbi operaciét végezziik el (parhuzamosan): Egy C : (¢1,(5)
L kicsi” klézt helyettesitsiink a (€1, (2, u), (€1, 02, 1T) klézparral.

Természetesen formuldnk kielegitése esetén C is igazza vélik, ami a
C-t helyettesito klézokat is igazza teszi. Forditva: A C-t
helyettesitod kldzpart csak dgy tudjuk kielégiteni, ha az eredeti C-t
is kielégitjuk.

A fenti példaban a kicsi kléz két literdlt tartalmazott. Ennél is
kisebb klézokra is alkalmazhaté otletiink. Eredménye: ekvivalens

formula eggyel nagyobb klézokkal. Otletiinket iterdini kell.
Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Ekvivalencia

Definicié

Ha két nyelv ,,oda-vissza" redukalhatd, akkor ekvivalensnek
(polinomialis redukciéra) mondjuk.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Ekvivalencia

Definicié

Ha két nyelv ,,oda-vissza" redukalhatd, akkor ekvivalensnek
(polinomialis redukciéra) mondjuk.

Ekkor a két probléma egyenértékii.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Ekvivalencia

Definicié

Ha két nyelv ,,oda-vissza" redukalhatd, akkor ekvivalensnek
(polinomialis redukciéra) mondjuk.

Ekkor a két probléma egyenértékii. A fenti tétel egy ekvivalenciat
allit.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Ekvivalencia

Definicié

Ha két nyelv ,,oda-vissza" redukalhatd, akkor ekvivalensnek
(polinomialis redukciéra) mondjuk.

Ekkor a két probléma egyenértékii. A fenti tétel egy ekvivalenciat
allit. Ez alapjan a két probléma egyenértékii.
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Ekvivalencia

Definicié

Ha két nyelv ,,oda-vissza" redukalhatd, akkor ekvivalensnek
(polinomialis redukciéra) mondjuk.

Ekkor a két probléma egyenértékii. A fenti tétel egy ekvivalenciat
allit. Ez alapjan a két probléma egyenértékii.

Ha a 3-SAT nyelvet emlitjiik, akkor alatta a fenti két nyelv
barmelyikét érthetjiik.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Ekvivalencia

Definicié

Ha két nyelv ,,oda-vissza" redukalhatd, akkor ekvivalensnek
(polinomialis redukciéra) mondjuk.

Ekkor a két probléma egyenértékii. A fenti tétel egy ekvivalenciat
allit. Ez alapjan a két probléma egyenértékii.

Ha a 3-SAT nyelvet emlitjiik, akkor alatta a fenti két nyelv
barmelyikét érthetjiik. Természetesen, ha 3-SAT-ot redukiljuk,
akor az input CNF-rdl feltessziik, hogy minden kléza harom literalt
tartalmaz.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Ekvivalencia

Definicié

Ha két nyelv ,,oda-vissza" redukalhatd, akkor ekvivalensnek
(polinomialis redukciéra) mondjuk.

Ekkor a két probléma egyenértékii. A fenti tétel egy ekvivalenciat
allit. Ez alapjan a két probléma egyenértékii.

Ha a 3-SAT nyelvet emlitjiik, akkor alatta a fenti két nyelv
barmelyikét érthetjiik. Természetesen, ha 3-SAT-ot redukiljuk,
akor az input CNF-rdl feltessziik, hogy minden kléza harom literalt
tartalmaz. Ha 3-SAT-ra redukalunk, akkor nem zavar, ha a
redukcids algoritmus haromnal kisebb klézokat is ,, gyart”.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT

3-SAT N'P-teljes.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT

3-SAT N'P-teljes.

3-SAT € NP trividlis (a SAT specidlis esete).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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SAT red

Emlékezteto: Mit is allitunk?

Egy SAT — 3-SAT: C + C’ polinomid8ben kiszdmithaté fliggvény
kell, amelyre teljesiil, hogy C € SAT < C’' € 3-SAT.

=] F = = E 9DAC¢
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SAT redukciéja 3-SAT-ra

Emlékeztetd: Mit is allitunk?

Egy SAT — 3-SAT: C — (' polinomid8ben kiszdmithaté fiiggvény
kell, amelyre teljesiil, hogy C € SAT < C’ € 3-SAT.

A hozzirendelés a kovetkezd lesz: a C = (lq,...,0x) kldzra
vezessiink be vy, ..., u,x_1 Uj valtozdkat és a kovetkezd kldzokat

vegylk fel C’-be:

(€1,T1), (U1, €2,T2), ..., (Uj—1,€i, ), . oy (Uk—2, k1, Uk—1), (Uk—1,Li)

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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SAT redukciéja 3-SAT-ra

Emlékeztetd: Mit is allitunk?

Egy SAT — 3-SAT: C — C’ polinomid8ben kiszdmithaté fiiggvény
kell, amelyre teljesiil, hogy C € SAT < C’ € 3-SAT.

A hozzirendelés a kovetkezd lesz: a C = (lq,...,0x) kldzra
vezessiink be vy, ..., u,x_1 Uj valtozdkat és a kovetkezd kldzokat
vegylk fel C’-be:

(€1,T1), (U1, €2,T2), ..., (Uj—1,€i, ), . oy (Uk—2, k1, Uk—1), (Uk—1,Li)

Ezt minden C-beli klézra végezziik el. Amit kapunk, az egy 3-CNF.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A kovetkezoket kell belatni:

= DA



A kovetkezoket kell belatni:

= DA



Bi

A kovetkezoket kell belatni:

(i) C" meghatdrozhaté (C kédjénak hosszéban) polinomislis
idében. Ez nyilvanvald.

o 5

DA
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Bizonyitas

A kovetkezoket kell belatni:

(i) C’' meghatdrozhaté (C kédjanak hosszéban) polinomislis
idében. Ez nyilvanvalé.
(ii) C pontosan akkor kielégithetd, ha C' az.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas

A kovetkezoket kell belatni:

(i) C’' meghatdrozhaté (C kédjanak hosszéban) polinomislis
idében. Ez nyilvanvald.
(ii) C pontosan akkor kielégithetd, ha C' az.

Ha C kielégithetd, akkor vegyiik egy kielégitheto kiértékelését.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas

A kovetkezoket kell belatni:

(i) C’' meghatdrozhaté (C kédjanak hosszéban) polinomislis
idében. Ez nyilvanvald.
(ii) C pontosan akkor kielégithetd, ha C' az.

Ha C kielégithetd, akkor vegyiik egy kielégitheto kiértékelését.
C = (lq,...,0) kléz esetén legyen ¢; a klézban az elsé igaz literdl.

Hajnal Péter Halézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas

A kovetkezoket kell belatni:

(i) C’' meghatdrozhaté (C kédjanak hosszéban) polinomislis
idében. Ez nyilvanvald.
(ii) C pontosan akkor kielégithetd, ha C' az.

Ha C kielégithetd, akkor vegyiik egy kielégitheto kiértékelését.
C = (lq,...,0) kléz esetén legyen ¢; a klézban az elsé igaz literdl.

Ca

(01,11), (U1, b2, U2), ..., (Uj—1, 4, Uj), - . ., (Uk—2, Ch—1, Tk—1), (Uk—1, LK)

klézokat hozza be C'-be.

Hajnal Péter Halézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas

A kovetkezoket kell belatni:

(i) C’' meghatdrozhaté (C kédjanak hosszéban) polinomislis
idében. Ez nyilvanvald.
(ii) C pontosan akkor kielégithetd, ha C' az.

Ha C kielégithetd, akkor vegyiik egy kielégitheto kiértékelését.
C = (lq,...,0) kléz esetén legyen ¢; a klézban az elsé igaz literdl.

Ca
(01,11), (U1, b2, U2), ..., (Uj—1, 4, Uj), - . ., (Uk—2, Ch—1, Tk—1), (Uk—1, LK)

klézokat hozza be C'-be.

Ekkor ¢; értékeit megtartva, uy = ... =u;_1 = h és
ui=...= ux_1 = i kiértékelés kielégiti a C-nek megfeleld
klézokat.

Hajnal Péter Halézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitds, a masik irdny

C’-nek nincs olyan kielégit6 kiértékelése, amelyben valamely C-beli
C=(l1,...,0) kl6z esetén {1 = ... = {x = h lenne, mivel az

<H1>, <U1,H2>, e <u,-,1,ﬁ,-), e <uk_2,ﬂk_1><uk_1>

klézokat tartalmazd formula kielégithetetlen.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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k-SAT

Definicié: k-SAT

Legyen k-SAT a kovetkezé probléma: adott egy konjunktiv
normalforma, amelyben minden kléz legfeljebb k literdlt tartalmaz
(k-CNF). Kielégithet6-e?

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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k-SAT

Definicié: k-SAT

Legyen k-SAT a kovetkezé probléma: adott egy konjunktiv
normalforma, amelyben minden kléz legfeljebb k literdlt tartalmaz
(k-CNF). Kielégithet&-e?

Megjegyzés

Nyilvan igaz a kovetkezo redukcidlanc:

2-SAT <p 3-SAT <p 4-SAT <p ... <p k-SAT =<p ... <p SAT.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020



P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémak Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémak

k-SAT

Definicié: k-SAT

Legyen k-SAT a kovetkezé probléma: adott egy konjunktiv
normalforma, amelyben minden kléz legfeljebb k literdlt tartalmaz
(k-CNF). Kielégithet&-e?

Megjegyzés

Nyilvan igaz a kovetkezo redukcidlanc:

2-SAT <p 3-SAT <p 4-SAT <p ... <p k-SAT =<p ... <p SAT.

Megjegyzés

Egyszeriien |3thatd, hogy 2-SAT € P. S6t 2-SAT € coN L.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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NEM-MIND-IGAZ-SAT

Definicié

V egy kiértékelése egy klézt homogénné tesz, ha a kléz minden
literdlja ugyanazt a logikai értéket kapja. Azaz a kl6z akkor nem
lesz honogén, ha igazza értékelddik ki (lesz benne igaz értékii
literdl), de nem minden literdl igaz értékii (lesz benne hamis literal

is)
Legyen
NEM-MIND-IGAZ-SAT = {[¢] : ¢ CNF, amely kielégithets gy,
hogy ne legyen olyan kléz,
amelyben minden literdl igaz}

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A tétel

NEM-MIND-IGAZ-SAT N P-teljes.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A tétel

NEM-MIND-IGAZ-SAT N P-teljes.

NEM-MIND-IGAZ-SAT € NP triviilis.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A tétel

NEM-MIND-IGAZ-SAT N P-teljes.

NEM-MIND-IGAZ-SAT € NP triviilis.

A bizonyitas befejezéséhez kell egy masik N'P-teljes problema és
egy redukcid.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A tétel

NEM-MIND-IGAZ-SAT N P-teljes.

NEM-MIND-IGAZ-SAT € NP triviilis.

A bizonyitas befejezéséhez kell egy masik N'P-teljes problema és
egy redukcidé. Ezt késobb ismertetjiik.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A tétel

NEM-MIND-IGAZ-SAT N P-teljes.

NEM-MIND-IGAZ-SAT € NP triviilis.

A bizonyitas befejezéséhez kell egy masik N'P-teljes problema és
egy redukcidé. Ezt késobb ismertetjiik.

Azonban ennek a tételnek egy kovetkezményét most ismertetjik.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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NEM-MIND-IGAZ-3-SAT

Legyen NEM-MIND-IGAZ-3-SAT azon CNF-ek halmaza, amelyben
minden kléz legfeljebb hdrom literalt tartalmaz és van olyan
kiértékelése a valtozdknak, hogy ¢ 0Osszes kléza nem homogén.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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NEM-MIND-IGAZ-3-SAT

Legyen NEM-MIND-IGAZ-3-SAT azon CNF-ek halmaza, amelyben
minden kléz legfeljebb hdrom literalt tartalmaz és van olyan
kiértékelése a valtozdknak, hogy ¢ 0Osszes kléza nem homogén.

Kovetkezmény

NEM-MIND-IGAZ-3-SAT N P-teljes.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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NEM-MIND-IGAZ-3-SAT

Legyen NEM-MIND-IGAZ-3-SAT azon CNF-ek halmaza, amelyben
minden kléz legfeljebb hdrom literalt tartalmaz és van olyan
kiértékelése a valtozdknak, hogy ¢ 0Osszes kléza nem homogén.

Kovetkezmény

NEM-MIND-IGAZ-3-SAT N P-teljes.

A bizonyitds NEM-MIND-IGAZ-SAT < NEM-MIND-IGAZ-3-SAT
reduckio lesz.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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NEM-

Lemasoljuk a SAT =< 3-SAT visszavezetést.

o 5

DA
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NEM-MIND-IGAZ-SAT < NEM-MIND-IGAZ-3-SAT

Lemasoljuk a SAT =< 3-SAT visszavezetést.

Ha egy NEM-MIND-IGAZ-SAT ¢ inputra alkalmazzuk az el6z4
visszavezetést, akkor egy olyan R(y) CNF formulat kapunk,
amelyben minden kléz legfeljebb harom literalt tartalmaz.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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NEM-MIND-IGAZ-SAT < NEM-MIND-IGAZ-3-SAT

Lemasoljuk a SAT =< 3-SAT visszavezetést.

Ha egy NEM-MIND-IGAZ-SAT ¢ inputra alkalmazzuk az el6z4
visszavezetést, akkor egy olyan R(y) CNF formulat kapunk,
amelyben minden kléz legfeljebb harom literalt tartalmaz.

Tegylik fel, hogy o € NEM-MIND-IGAZ-SAT, azaz a valtozdk
alkalmas kiértékelésénél minden kldzban lesz igaz és hamis literdl is.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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NEM-MIND-IGAZ-SAT < NEM-MIND-IGAZ-3-SAT

Lemasoljuk a SAT =< 3-SAT visszavezetést.

Ha egy NEM-MIND-IGAZ-SAT ¢ inputra alkalmazzuk az el6z4
visszavezetést, akkor egy olyan R(y) CNF formulat kapunk,
amelyben minden kléz legfeljebb harom literalt tartalmaz.

Tegylik fel, hogy o € NEM-MIND-IGAZ-SAT, azaz a valtozdk
alkalmas kiértékelésénél minden kldzban lesz igaz és hamis literdl is.

Tegylik fel, hogy C egy kl6z és egy benne 1évé /; literdl igaz, mig
¢; literdl hamis. Feltehetjiik, hogy i < j.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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NEM-MIND-IGAZ-SAT < NEM-MIND-IGAZ-3-SAT

Lemasoljuk a SAT =< 3-SAT visszavezetést.

Ha egy NEM-MIND-IGAZ-SAT ¢ inputra alkalmazzuk az el6z4
visszavezetést, akkor egy olyan R(y) CNF formulat kapunk,
amelyben minden kléz legfeljebb harom literalt tartalmaz.

Tegylik fel, hogy o € NEM-MIND-IGAZ-SAT, azaz a valtozdk
alkalmas kiértékelésénél minden kldzban lesz igaz és hamis literdl is.

Tegylik fel, hogy C egy kl6z és egy benne 1évé /; literdl igaz, mig
¢; literdl hamis. Feltehetjiik, hogy i < j.

Nézziik meg a redukcié mit konstrudl C-bol:

<€17H1>7 <U1,€2,U2>, ey <ui—17£i7ﬂi>7 sy <uk—27€k—laﬁk—1>7 (uk—17€k>'

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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NEM-MIND-IGAZ-SAT < NEM-MIND-IGAZ-3-SAT

Lemasoljuk a SAT =< 3-SAT visszavezetést.

Ha egy NEM-MIND-IGAZ-SAT ¢ inputra alkalmazzuk az el6z4
visszavezetést, akkor egy olyan R(y) CNF formulat kapunk,
amelyben minden kléz legfeljebb harom literalt tartalmaz.

Tegylik fel, hogy o € NEM-MIND-IGAZ-SAT, azaz a valtozdk
alkalmas kiértékelésénél minden kldzban lesz igaz és hamis literdl is.

Tegylik fel, hogy C egy kl6z és egy benne 1évé /; literdl igaz, mig
¢; literdl hamis. Feltehetjiik, hogy i < j.

Nézziik meg a redukcié mit konstrudl C-bol:
<€17H1>7 <U1,€2,U2>, ey <ui—17£ivﬂi>7 sy <uk—27€k—laﬁk—1>7 (uk—17£k>'

A régi valtozdk értékeit tartsuk meg, az alabbiakban leirjuk, hogy
az 0j valtozdk hogyan kapjdk értékeiket.
Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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NEM-MIND-IGAZ-SAT < NEM-MIND-IGAZ-3-SAT
(folytatas)

£; utdn jon egy Uj valtozd negdltja. Az Uj valtozdnak igaz értéket
adva az {; literdl , kis" klézaban lesz hamis és igaz érték is. Jobbra
haladva a tovdbbi dj véltozéknak igaz értéket adva eljutunk ;
+kis" klézadhoz. Kozben minden klézba keriil igaz és hamis érték is.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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NEM-MIND-IGAZ-SAT < NEM-MIND-IGAZ-3-SAT
(folytatas)

£; utdn jon egy Uj valtozd negdltja. Az Uj valtozdnak igaz értéket
adva az {; literdl , kis" klézaban lesz hamis és igaz érték is. Jobbra
haladva a tovdbbi dj véltozéknak igaz értéket adva eljutunk ;
+kis" klézadhoz. Kozben minden klézba keriil igaz és hamis érték is.

A széls6 klézokban ugyanez elérhetd, ha széIrdl kozépfelé haladunk
és igy osztjuk ki az 0j valtozdk értékeit a hianyzd logikai értéket
poétolva.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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NEM-MIND-IGAZ-SAT < NEM-MIND-IGAZ-3-SAT
(folytatas)

£; utdn jon egy Uj valtozd negdltja. Az Uj valtozdnak igaz értéket
adva az {; literdl , kis" klézaban lesz hamis és igaz érték is. Jobbra
haladva a tovdbbi dj véltozéknak igaz értéket adva eljutunk ;
+kis" klézadhoz. Kozben minden klézba keriil igaz és hamis érték is.

A széls6 klézokban ugyanez elérhetd, ha széIrdl kozépfelé haladunk
és igy osztjuk ki az 0j valtozdk értékeit a hianyzd logikai értéket
poétolva.

Osszegezve kaptuk, hogy

R(p) € NEM-MIND-IGAZ-3-SAT.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémak Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémak

NEM-MIND-IGAZ-SAT < NEM-MIND-IGAZ-3-SAT
(folytatas)

Forditva tegylik fel, hogy R(¢) ENEM-MIND-IGAZ-3-SAT. Lattuk,
hogy egy kiértékelés, amely minden R(p) klézt kielégit (ilyen egy
nem-mind-igaz kiértékelés) akkor elképzelhetetlen, hogy az eredeti
klézok ne tartalmazzanak igaz értéket.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020



P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémak Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémak

NEM-MIND-IGAZ-SAT < NEM-MIND-IGAZ-3-SAT
(folytatas)

Forditva tegylik fel, hogy R(¢) ENEM-MIND-IGAZ-3-SAT. Lattuk,
hogy egy kiértékelés, amely minden R(p) klézt kielégit (ilyen egy
nem-mind-igaz kiértékelés) akkor elképzelhetetlen, hogy az eredeti
klézok ne tartalmazzanak igaz értéket.

Azt kell csak kizarnunk, hogy R(y) egy nem-mind-igaz kiértékelése
az eredeti valtozdkra megszoritva egy eredeti kléz mindegyik
literdljat igazza tegye.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020



P-teljesség

NEM-MIND-IGAZ-SAT < NEM-MIND-IGAZ-3-SAT
(folytatas)

Forditva tegylik fel, hogy R(¢) ENEM-MIND-IGAZ-3-SAT. Lattuk,
hogy egy kiértékelés, amely minden R(p) klézt kielégit (ilyen egy
nem-mind-igaz kiértékelés) akkor elképzelhetetlen, hogy az eredeti
klézok ne tartalmazzanak igaz értéket.

Azt kell csak kizarnunk, hogy R(y) egy nem-mind-igaz kiértékelése
az eredeti valtozdkra megszoritva egy eredeti kléz mindegyik
literdljat igazza tegye.

Ez azt jelentené, hogy a
(U1), (U1, U2), ..o, (Ui—1,Ti), - - -, (Uk—2, Ug—1) (Uk—1)

klézok mindegyikébe lenniek kell hamis értéknek. Ez (mint
kordbban) lehetetlen.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémak Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémak

Szinezési problémak

Definicié

k-SZINEZHETOSEG a kévetkezd probléma: adott egy graf,
kiszinezhet6-e k szinnel?

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Szinezési problémak

k-SZINEZHETOSEG a kévetkezd probléma: adott egy graf,
kiszinezheté-e k szinnel?

3-SZINEZHETOSEG N P-teljes.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Szinezési problémak

k-SZINEZHETOSEG a kévetkezd probléma: adott egy graf,
kiszinezheté-e k szinnel?

| A

Tétel
3-SZINEZHETOSEG N P-teljes.

3-SZINEZHETOSEG € N'P: tani egy szinezés, polinom idében
ellen6rizhetd, jé szinezés-e.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémak Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémak

3-SAT =< 3-SZINEZHETOSEG redukcié

C 3-CNF-hez hozzérendeljik G¢ grafot, amely csticsai n, h, C
valtozdi, azok negaltjai, és minden C € C klézra a G, G, G, (4,
Cs cslicsotos.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< 3-SZINEZHETOSEG redukcié

C 3-CNF-hez hozzérendeljik G¢ grafot, amely csticsai n, h, C
valtozdi, azok negaltjai, és minden C € C klézra a G, G, G, (4,
Cs csticsotos. Ha C valtozdi szdma n és m darab 3 literalt
tartalmazé klézbdl all, akkor a G graf csicsainak szama

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< 3-SZINEZHETOSEG redukcié

C 3-CNF-hez hozzérendeljik G¢ grafot, amely csticsai n, h, C
valtozdi, azok negaltjai, és minden C € C klézra a G, G, G, (4,
Cs csticsotos. Ha C valtozdi szdma n és m darab 3 literalt
tartalmazé klézbdl all, akkor a G graf csicsainak szama
2+2n+5m.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< 3-SZINEZHETOSEG redukcié

C 3-CNF-hez hozzérendeljik G¢ grafot, amely csticsai n, h, C
valtozdi, azok negaltjai, és minden C € C klézra a G, G, G, (4,
Cs csticsotos. Ha C valtozdi szdma n és m darab 3 literalt
tartalmazé klézbdl all, akkor a G graf csicsainak szama
2+2n+5m.

Ge élei a kovetkezbk lesznek: nh, minden x; valtozéra x;x;, nx; és
nx;, illetve minden C = (z1, zp, z3) klézra C; G, G G3, GG,
GG, GG, Gz, Gz, C3z3, G4h, Gsh.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT < 3-SZINEZHETOSEG redukcié képen

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< 3-SZINEZHETOSEG redukcié széban

Konnyt ellendrizni, hogy Ge polinom id6ben meghatdrozhatd, és
pontosan akkor 3-szinezhetd, ha C kielégithetd (felhasznalva azt az
észrevételt, hogy z1, zp, z3, h 3-szinezése pontosan akkor
terjeszthetd ki C = (z1, z2, z3) klézhoz tartozé Gtszdgre j6
szinezésként, ha a 4 cslics szine nem azonos).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Tovabbi szinezési problémak

Megjegyzés

Koénnyen ellendrizhetd, hogy 2-SZINEZHETOSEG € coN L.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Tovabbi szinezési problémak

Megjegyzés

Koénnyen ellendrizhetd, hogy 2-SZINEZHETOSEG € coN L.

SIKGRAF-3-SZINEZHETOSEG N P-teljes.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Tovabbi szinezési problémak

Megjegyzés

Koénnyen ellendrizhetd, hogy 2-SZINEZHETOSEG € coN L.

SIKGRAF-3-SZINEZHETOSEG N P-teljes.

NP-beliség trividlis.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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SIKGRAF-3-SZINEZHETOSEG N P-nehéz:
3-SZINEZHETOSEG-et vezetjiik ra vissza.

it
N

«O>» «F»r «=» 4 Q>



P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémak Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémak

A bizonyitas

SIKGRAF-3-SZINEZHETOSEG N P-nehéz:
3-SZINEZHETOSEG-et vezetjiik ra vissza.

"oz

Lerajzolas utdn a keresztez6dd éleket kell helyettesiteni az alabbi
kis graffal:

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020



P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémak Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémak

A bizonyitas

SIKGRAF-3-SZINEZHETOSEG N P-nehéz:
3-SZINEZHETOSEG-et vezetjiik ra vissza.

"oz

Lerajzolas utdn a keresztez6dd éleket kell helyettesiteni az alabbi
kis graffal:

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A bizonyitas

SIKGRAF-3-SZINEZHETOSEG N P-nehéz:
3-SZINEZHETOSEG-et vezetjiik ra vissza.

"oz

Lerajzolas utdn a keresztez6dd éleket kell helyettesiteni az alabbi
kis graffal:

Azt kell meggondolni, hogy megtehetok a helyettesitések (gy, hogy
nem hoznak be (j metszéseket, és a keletkezett graf pontosan
akkor 3-szinezhetd, ha az eredeti is.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Még tovabbi szinezési problémak

A 2-szinezhetéség coN L-beli.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Még tovabbi szinezési problémak

A 2-szinezhetéség coN L-beli.

Eszrevétel (Appel, Haken 1977)
SIKGRAF-4-SZINEZHETOSEG trividlis.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Még tovabbi szinezési problémak

A 2-szinezhetéség coN L-beli.

Eszrevétel (Appel, Haken 1977)
SIKGRAF-4-SZINEZHETOSEG trividlis.

Definicid

SZINEZESI-PROBLEMA: adott egy G graf és egy k természetes
szam. Van-e G-nek jé k-szinezése?

SZINEZESI-PROBLEMA N/ P-teljes.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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SZINEZESI PROBLEMA € N'P: tani egy szinezés, polinom
idoben ellendrizhetd, j6 szinezés-e.
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Bizonyitas

SZINEZESI PROBLEMA € N'P: tani egy szinezés, polinom
idoben ellendrizhetd, j6 szinezés-e.

A SZINEZESI PROBLEMA N P-nehéz, mivel a
3-SZINEZHETOSEG 3ltalanositasa.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020



fHac

8]
Tl



”PteIJesseg N P-teljesség Cook—Levm tétel Logikai problémak Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizélt problémak

FUGGETLEN-CSUCSHALMAZ

Definicié

FUGGETLEN-CSUCSHALMAZ: adott egy G graf és egy k
természetes szam. Van-e G-ben k-elemii fliggetlen csicshalmaz?

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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FUGGETLEN-CSUCSHALMAZ

Definicié

FUGGETLEN-CSUCSHALMAZ: adott egy G graf és egy k
természetes szam. Van-e G-ben k-elemii fliggetlen csicshalmaz?

FUGGETLEN-CSUCSHALMAZ N'P-teljes

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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FUGGETLEN-CSUCSHALMAZ

Definicié

FUGGETLEN-CSUCSHALMAZ: adott egy G graf és egy k
természetes szam. Van-e G-ben k-elemii fliggetlen csicshalmaz?

FUGGETLEN-CSUCSHALMAZ N'P-teljes

FUGGETLEN CSUCSHALMAZ € N'P: tani egy fiiggetlen
csticshalmaz.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel

Bizonyitds |

Logikai problémdk Grifelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémdk

SAT visszavezetése:

C= (Cl = <2171, c ,21,,1>, e, G = <Zk,1, R 7zk,rk>) — (Gc, k)
((i,) jelentése: i-edik kiéz j-edik literalja),

V(Ge) ={(i,j):i < k,j<r},

E(Ge) ={(i.)), (i",J') - i =" vagy zj = Zi j }.

Hajnal Péter Halézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitds |

SAT visszavezetése:

C= (Cl = <Zl71, c ,21,r1>, e, G = <Zk,1, R 7zk,rk>) — (Gc, k)
((,)) jelentése: i-edik kléz j-edik literdlja),

V(Ge) ={(i,j) i < k,j <ri},

E(Ge) ={(i,4), (i",j) - i =i vagy zjj =Zjj}.

Konnyii meggondolni, hogy G¢ polinom idoben meghatdrozhaté és

pontosan akkor van benne k elemi fiiggetlen halmaz, ha C
kielégitheto.

Hajnal Péter Halézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitds |

SAT visszavezetése:

C= (Cl = <Zl71, c 7zl,r1>7 e, G = <Zk,1, R 7zk,rk>) — (Gc, k)
((i,]) jelentése: i-edik kléz j-edik literalja),

V(Ge) ={(1.J) - i < k,j < i,

E(Ge) ={(i,)), (i",J') i = i" vagy zjj = Zjvjr}.

Konnyii meggondolni, hogy G¢ polinom idoben meghatdrozhaté és
pontosan akkor van benne k elemi fiiggetlen halmaz, ha C
kielégithetd.

Egy kiértékelés akkor kielégitd, ha minden klézbdl ki tudunk
valasztani egy igaz literdlt (az élek garantdljk, hogy véltozé és
negaltja egyszerre ne szerepeljenek, illetve minden klézbdl
legfeljebb egy literdlt valasszunk).

Hajnal Péter Halézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas Il

SZINEZESI PROBLEMA visszavezetése: G — (G’,|V(G)|), ahol
V(G") ={(v,i):ve V(G),ie [3]} (itt (v,i) jelentése az, hogy v
az i szint kapja),

E(G) ={(v,)(V,i"):v=Vi#1i vagy w' € E(G),i =i}
(vagyis: élek a tiltasok, tiltott, hogy egy csics tobb szint kapjon
vagy Osszekotott csticsok azonos szint kapjanak).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitds Il képen

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitds Il széban

Koénnyli meggondolni, hogy G’ és |V (G)| is polinom idében
meghatdrozhatd, és pontosan akkor van G'-ben |V/(G)| elemii
fuggetlen halmaz, ha G graf 3-szinezhetd.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémak Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémak

Megjegyzés

Megjegyzés

Szemben a SZINEZESI PROBLEMAvaI, ha k nem az input része,
hanem konstans, akkor az igy kapott k-FUGGETLEN HALMAZ
probléma mar polinom idében megoldhaté (egy n csticst grafnak
n-ben polinomialis sok k-elemii részhalmaza van, ha k fix).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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KLIKK, LEFOGO-PONTHALMAZ

Definicié

KLIKK probléma: adott egy G graf és egy k természetes szam.
Van-e G-ben k méretii klikk?

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020



P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémdk Grafelmélet

KLIKK, LEFOGO-PONTHALMAZ

Halmazrendszerek  Aritmetizalt problémdk

Definicié

KLIKK probléma: adott egy G graf és egy k természetes szam.
Van-e G-ben k méretii klikk?

Definicié

LEFOGO-PONTHALMAZ: adott egy G gréf és egy k természetes
szam. Van-e G-ben k-elemii lefogd ponthalmaz?

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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KLIKK, LEFOGO-PONTHALMAZ

Definicié

KLIKK probléma: adott egy G graf és egy k természetes szam.
Van-e G-ben k méretii klikk?

Definicié

LEFOGO-PONTHALMAZ: adott egy G gréf és egy k természetes
szam. Van-e G-ben k-elemii lefogd ponthalmaz?

Kovetkezmény

KLIKK és LEFOGO-PONTHALMAZ N'P-teljesek.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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KLIKK, LEFOGO-PONTHALMAZ

Definicié

KLIKK probléma: adott egy G graf és egy k természetes szam.
Van-e G-ben k méretii klikk?

Definicié

LEFOGO-PONTHALMAZ: adott egy G gréf és egy k természetes
szam. Van-e G-ben k-elemii lefogd ponthalmaz?

Kovetkezmény

KLIKK és LEFOGO-PONTHALMAZ N'P-teljesek.

Ekvivalensek a FUGGETLEN-CSUCSHALMAZ problémaval.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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HAMILTON

Definicié

HAMILTON, azon grafok kddjait tartalmazd nyelv, amelyek
Hamilton-korrel rendelkeznek.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020



P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémak Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémak

HAMILTON

Definicié

HAMILTON, azon grafok kddjait tartalmazd nyelv, amelyek
Hamilton-korrel rendelkeznek.

A HAMILTON nyelv dontési feladat azt jelenti, hogy adott grafrdl
el kell dontentink, hogy rendelkezik-e Hamilton korrel.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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HAMILTON

Definicié

HAMILTON, azon grafok kddjait tartalmazd nyelv, amelyek
Hamilton-korrel rendelkeznek.

A HAMILTON nyelv dontési feladat azt jelenti, hogy adott grafrdl
el kell dontentink, hogy rendelkezik-e Hamilton korrel.

HAMILTON A P-teljes.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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HAMILTON

Definicié

HAMILTON, azon grafok kddjait tartalmazd nyelv, amelyek
Hamilton-korrel rendelkeznek.

A HAMILTON nyelv dontési feladat azt jelenti, hogy adott grafrdl
el kell dontentink, hogy rendelkezik-e Hamilton korrel.

HAMILTON A P-teljes.

HAMILTONe NP nyilvénvalé.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Belatjuk, hogy LEFOGO-PONTHALMAZ visszavezethetd
HAMILTON-ra.
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Az allitas kibontva

Beldtjuk, hogy LEFOGO-PONTHALMAZ visszavezetheté
HAMILTON-ra. Azaz, ha adott egy G graf és k € N, akkor
hatékonyan definidlhatunk egy R grafot, amely pontosan akkor
rendelkezik Hamilton-korrel, ha G lefoghaté k csticcsal.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Az allitas kibontva

Beldtjuk, hogy LEFOGO-PONTHALMAZ visszavezetheté
HAMILTON-ra. Azaz, ha adott egy G graf és k € N, akkor
hatékonyan definidlhatunk egy R grafot, amely pontosan akkor
rendelkezik Hamilton-korrel, ha G lefoghaté k csticcsal.

A redukcidt egy példaval/abraval demonstraljuk. Az &ltalanos,
formalis leiras konnyen kiolvashaté az abrabdl, ezt az érdekl6do
hallgatéra bizzuk.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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P-teljesség N P-teljesség  Cook:

2, R kék

Bizonyitas képen: G piros, k
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A kép szdéban

Minden G-beli csticsnak megfelel egy-egy ut, amelyekben hatos
blokkokban (vildgos kék ellipszisekkel bekeritettek) szerepelnek
csucsok (kék, kerek csticsok).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A kép szdéban

Minden G-beli csticsnak megfelel egy-egy ut, amelyekben hatos
blokkokban (vildgos kék ellipszisekkel bekeritettek) szerepelnek
csucsok (kék, kerek csticsok).

Egy cslicsnak megfelelé Gton annyi blokk van, ahdny él illeszkedik
a csucsra. A blokkok és a csuiics-€él illeszkedések azonositottak.

Hajnal Péter Halézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A kép szdéban

Minden G-beli csticsnak megfelel egy-egy ut, amelyekben hatos
blokkokban (vildgos kék ellipszisekkel bekeritettek) szerepelnek
csucsok (kék, kerek csticsok).

Egy csticsnak megfelelé Gton annyi blokk van, ahadny él illeszkedik
a csucsra. A blokkok és a csuiics-€él illeszkedések azonositottak.

fgy minden élnek megfelel két hatos csiics-blokk, amely a jobb
oldalon szemléltetett médon osszekotottlink.

Hajnal Péter Halézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A kép szdéban

Minden G-beli csticsnak megfelel egy-egy ut, amelyekben hatos
blokkokban (vildgos kék ellipszisekkel bekeritettek) szerepelnek
csucsok (kék, kerek csticsok).

Egy csticsnak megfelelé Gton annyi blokk van, ahadny él illeszkedik
a csucsra. A blokkok és a csuiics-€él illeszkedések azonositottak.

fgy minden élnek megfelel két hatos csiics-blokk, amely a jobb
oldalon szemléltetett médon osszekotottlink.

k = 2 érték alapjan k = 2 (j csticsot is felvettiink (kék, hdromszog
alaku csticsok).

Hajnal Péter Halézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A kép szdéban

Minden G-beli csticsnak megfelel egy-egy ut, amelyekben hatos
blokkokban (vildgos kék ellipszisekkel bekeritettek) szerepelnek
csucsok (kék, kerek csticsok).

Egy csticsnak megfelelé Gton annyi blokk van, ahadny él illeszkedik
a csucsra. A blokkok és a csuiics-€él illeszkedések azonositottak.

fgy minden élnek megfelel két hatos csiics-blokk, amely a jobb
oldalon szemléltetett médon osszekotottlink.

k = 2 érték alapjan k = 2 (j csticsot is felvettiink (kék, hdromszog
alaku csticsok).

Ezeket pontosan az oOsszes csiicshoz rendelt utak két-két
végpontjdval kotjiik Ossze.

Hajnal Péter Halézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Tegylik fel, hogy ebben a grafban van Hamilton-kor. Ekkor ezt a k
haromszog alakl cstics k darab ivre szakitja szét.
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A bizonyitas

Tegylik fel, hogy ebben a grafban van Hamilton-kor. Ekkor ezt a k
haromszog alaku cstcs k darab ivre szakitja szét.

Az ivek egy-egy Ut végpontjaban kezdddnek, végzddnek.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A bizonyitas

Tegylik fel, hogy ebben a grafban van Hamilton-kor. Ekkor ezt a k
haromszog alaku cstcs k darab ivre szakitja szét.

Az ivek egy-egy Ut végpontjaban kezdddnek, végzddnek.

Konnyi ellendrizni, hogy egy élnek megfelel6 két hatos blokkot
ezek az ivek csak kétféleképpen szelhetik at.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Az atszelés képem

(Bal) Az atszelés egy iven torténik. Egy csics dtjan haladunk, de egy

kitérovel az él masik blokkjat is bejarjuk. (Jobb) Az atszelés két kiilon
részben torténik és mindegyik egy-egy cstics Utjan torténik.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Mindkét esetben a Hamilton kor egy-egy ive egy-egy cslics (tjat
jarja be (kozben lehetséges kitérokkel).

[m] = =

DA



P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel

Bizonyitds (folytatas)

Logikai problémdk Grifelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémdk

Mindkét esetben a Hamilton kor egy-egy ive egy-egy cslics Utjat
jarja be (kozben lehetséges kitérokkel).

lgy a k haromszog alaki cstcs kivalaszt k csiicsot. Az erre a

csucsra illeszkedd élek mindegyik egy-egy lehetséges kitérot
engedélyez.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitds (folytatas)

Halmazrendszerek  Aritmetizalt problémak

Mindkét esetben a Hamilton kor egy-egy ive egy-egy cslics Utjat
jarja be (kozben lehetséges kitérokkel).

lgy a k haromszog alaki cstcs kivalaszt k csiicsot. Az erre a

csucsra illeszkedd élek mindegyik egy-egy lehetséges kitérot
engedélyez.

Ezeket a kitéréket tgy kell megszervezniink, hogy az osszes tobbi
csucs utja, illetve ezek blokkjai is be legyenek kjarva.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitds (folytatas)

Aritmetizalt problémak

Mindkét esetben a Hamilton kor egy-egy ive egy-egy cslics Utjat
jérja be (kozben lehetséges kitérdkkel).

lgy a k haromszog alaki cstcs kivalaszt k csiicsot. Az erre a

csucsra illeszkedd élek mindegyik egy-egy lehetséges kitérot
engedélyez.

Ezeket a kitéréket tgy kell megszervezniink, hogy az osszes tobbi
csucs utja, illetve ezek blokkjai is be legyenek kjarva.

Konnyen [4thatd, hogy ez csak akkor szervezhet6 meg, ha a kijelolt
k cstcs lefogd csticshalmazt alkot.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitds (folytatas)

Halmazrendszerek  Aritmetizalt problémak

Mindkét esetben a Hamilton kor egy-egy ive egy-egy cslics Utjat
jérja be (kozben lehetséges kitérdkkel).

lgy a k haromszog alaki cstcs kivalaszt k csiicsot. Az erre a

csucsra illeszkedd élek mindegyik egy-egy lehetséges kitérot
engedélyez.

Ezeket a kitéréket tgy kell megszervezniink, hogy az osszes tobbi
csucs utja, illetve ezek blokkjai is be legyenek kjarva.

Konnyen [4thatd, hogy ez csak akkor szervezhet6 meg, ha a kijelolt
k cstcs lefogd csticshalmazt alkot. Tehat Hamilton-kor [étezése
bizonyitja a k cstccsal lefoghatdsagot.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitds (folytatas)

Mindkét esetben a Hamilton kor egy-egy ive egy-egy cslics Utjat
jérja be (kozben lehetséges kitérdkkel).

fgy a k hdromszog alaku cstcs kivalaszt k cstcsot. Az erre a
csucsra illeszkedd élek mindegyik egy-egy lehetséges kitérot
engedélyez.

Ezeket a kitéréket tgy kell megszervezniink, hogy az osszes tobbi
csucs utja, illetve ezek blokkjai is be legyenek kjarva.

Konnyen [4thatd, hogy ez csak akkor szervezhet6 meg, ha a kijelolt
k cstcs lefogd csticshalmazt alkot. Tehat Hamilton-kor [étezése
bizonyitja a k cstccsal lefoghatdsagot.

Gondolatmenetiink konnyen megfordithatd.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitds (folytatas)

Mindkét esetben a Hamilton kor egy-egy ive egy-egy cslics Utjat
jérja be (kozben lehetséges kitérdkkel).

fgy a k hdromszog alaku cstcs kivalaszt k cstcsot. Az erre a
csucsra illeszkedd élek mindegyik egy-egy lehetséges kitérot
engedélyez.

Ezeket a kitéréket tgy kell megszervezniink, hogy az osszes tobbi
csucs utja, illetve ezek blokkjai is be legyenek kjarva.

Konnyen [4thatd, hogy ez csak akkor szervezhet6 meg, ha a kijelolt
k cstcs lefogd csticshalmazt alkot. Tehat Hamilton-kor [étezése
bizonyitja a k cstccsal lefoghatdsagot.

Gondolatmenetiink konnyen megfordithatd.

Ez bizonyitja a redukcié elméleti részét. A technikai aprésidgok
(implementécié polinomialis id6ben) részletezését elhagyjuk.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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MAX-CUT

Egy graf vagasa csticsainak két diszjunkt részre bontasa. A vagas
élhalmaza azon éleket tartalmazza, amelyek egyik végpontja az
egyik, masik végpontja a masik részbe esik.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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MAX-CUT

Egy graf vagasa csticsainak két diszjunkt részre bontasa. A vagas
élhalmaza azon éleket tartalmazza, amelyek egyik végpontja az
egyik, masik végpontja a masik részbe esik.

Definicid

MAX-CUT probléma: adott egy G graf és egy k természetes szam.
Van-e G-ben olyan vagdas, amely legalabb k éli?

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020



P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémak Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémak

MAX-CUT

Egy graf vagasa csticsainak két diszjunkt részre bontasa. A vagas
élhalmaza azon éleket tartalmazza, amelyek egyik végpontja az
egyik, masik végpontja a masik részbe esik.

Definicié
MAX-CUT probléma: adott egy G graf és egy k természetes szam.
Van-e G-ben olyan vagdas, amely legalabb k éli?

MAX-CUT NP-teljes.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020



P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémak Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémak

MAX-CUT

Egy graf vagasa csticsainak két diszjunkt részre bontasa. A vagas
élhalmaza azon éleket tartalmazza, amelyek egyik végpontja az
egyik, masik végpontja a masik részbe esik.

Definicid

MAX-CUT probléma: adott egy G graf és egy k természetes szam.
Van-e G-ben olyan vagdas, amely legalabb k éli?

MAX-CUT NP-teljes.

MAX-CUT € N'P: tant egy piros/kék szinezés, polinom idében
kiszamolhaté az élszdma, amit k-val osszehasonlithatunk.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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vissza.

MAX-CUT NP-nehéz: NEM-MIND-IGAZ-3-SAT-ot vezetjiik ra
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Bizonyitas

MAX-CUT NP-nehéz: NEM-MIND-IGAZ-3-SAT-ot vezetjiik ra
vissza.

C 3-CNF-hez hozzérendeljiik Ge grafot, amely csticsai C véltozdi és
azok negéltjai (a literdlok).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas

MAX-CUT N'P-nehéz: NEM-MIND-IGAZ-3-SAT-ot vezetjiik ra

vissza.

C 3-CNF-hez hozzéirendeljik G¢ grafot, amely csticsai C valtozdi és
azok negéltjai (a literdlok).

Minden C € C kldzra a benne szerepl6é harom literdlt paronként

osszekotjlk.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas

MAX-CUT NP-nehéz: NEM-MIND-IGAZ-3-SAT-ot vezetjiik ra
vissza.

C 3-CNF-hez hozzéirendeljik G¢ grafot, amely csticsai C valtozdi és
azok negéltjai (a literdlok).

Minden C € C kldzra a benne szerepl6é harom literdlt paronként
Osszekotjiik. (Ezekre az élekre mint kléz-élekre hivatkozunk.)
Minden klézchoz hdarom kléz-él tartozik.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas

MAX-CUT N'P-nehéz: NEM-MIND-IGAZ-3-SAT-ot vezetjiik ra

vissza.

C 3-CNF-hez hozzéirendeljik G¢ grafot, amely csticsai C valtozdi és
azok negéltjai (a literdlok).

Minden C € C kldzra a benne szerepl6é harom literdlt paronként
Osszekotjiik. (Ezekre az élekre mint kléz-élekre hivatkozunk.)
Minden klézchoz harom kléz-él tartozik. Ha két literal tobb
klézban is egyiitt szerepel, akkor tobbszoros élek lesznek a redukcid
altal megkonstrualt grafban.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas

MAX-CUT N'P-nehéz: NEM-MIND-IGAZ-3-SAT-ot vezetjiik ra

vissza.

C 3-CNF-hez hozzéirendeljik G¢ grafot, amely csticsai C valtozdi és
azok negéltjai (a literdlok).

Minden C € C kldzra a benne szerepl6é harom literdlt paronként
Osszekotjiik. (Ezekre az élekre mint kléz-élekre hivatkozunk.)
Minden klézchoz harom kléz-él tartozik. Ha két literal tobb
klézban is egyiitt szerepel, akkor tobbszoros élek lesznek a redukcid
altal megkonstrualt grafban.

Minden x véltozéra x és X kozé is behidzunk egy élt. (Ezekre az
élekre mint valtozé-élekre hivatkozunk.) Ezzel leirtuk a G¢ graf
Osszes élét.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Konnyii ellenérizni, hogy Ge polinom idében meghatdrozhatd,
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Bizonyitds (folytatas)

Konnyii ellendrizni, hogy G¢ polinom idében meghatédrozhatd,

Tovabba pontosan akkor van benne |V| + 2|C| élii vagas, ha van
olyan kiértékelése a valtozdinknak, hogy C minden kléza
nem-homogén.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitds (folytatas)

Konnyii ellendrizni, hogy G¢ polinom idében meghatédrozhatd,

Tovabba pontosan akkor van benne |V| + 2|C| élii vagas, ha van
olyan kiértékelése a valtozdinknak, hogy C minden kléza
nem-homogén.

Valéban, G¢ minden vagasa lefeljebb (az Gsszes) |V/| literal-élet és
minden kl6z harom kl6zélébdl legfeljebb 2-t tartalmaz. Azaz
|[V| + 2|C| egy fels6 becslés G¢ tetszdleges vagasanak élszamdra.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitds (folytatas)

Konnyii ellendrizni, hogy G¢ polinom idében meghatédrozhatd,

Tovabba pontosan akkor van benne |V| + 2|C| élii vagas, ha van
olyan kiértékelése a valtozdinknak, hogy C minden kléza
nem-homogén.

Valéban, G¢ minden vagasa lefeljebb (az Gsszes) |V/| literal-élet és
minden kl6z harom kl6zélébdl legfeljebb 2-t tartalmaz. Azaz
|[V| + 2|C| egy fels6 becslés G¢ tetszdleges vagasanak élszamdra.

Ha egy (I, H) vagas eléri ezt a felsd becslést, akkor minden
literdlélet tartalmaz, azaz minden x valtozdra x és x koziil egyik
I-be, masik H-ba esik. Azaz a vagas definidl egy kiértékelését a
véltozdinknak.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitds (folytatas)

Konnyii ellendrizni, hogy G¢ polinom idében meghatédrozhatd,

Tovabba pontosan akkor van benne |V| + 2|C| élii vagas, ha van
olyan kiértékelése a valtozdinknak, hogy C minden kléza
nem-homogén.

Valéban, G¢ minden vagasa lefeljebb (az Gsszes) |V/| literal-élet és
minden kl6z harom kl6zélébdl legfeljebb 2-t tartalmaz. Azaz
|[V| + 2|C| egy fels6 becslés G¢ tetszdleges vagasanak élszamdra.

Ha egy (I, H) vagas eléri ezt a felsd becslést, akkor minden
literdlélet tartalmaz, azaz minden x valtozdra x és x koziil egyik
I-be, masik H-ba esik. Azaz a vagas definidl egy kiértékelését a
véltozdinknak.

Tovabba minden kléz harom kl6zél€bdl kettot tartalmaz a vagas,
azaz a leirt kiértékelés nem-mind-igaz médon ielégiti (a
tetszlegesen valasztott) klézt C-bdl.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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CUT megjegyzések

Megjegyzés

A MIN-CUT probléma annak tesztelését kéri, hogy van-e olyan
vagds, amely élszdma k-ndl nem nagyobb. Ez a probléma polinom
idoben megoldhaté. A folyamok elmélete alapjan a legkisebb vagas
élhalmaza meghatarozhaté.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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CUT megjegyzések

Megjegyzés

A MIN-CUT probléma annak tesztelését kéri, hogy van-e olyan
vagds, amely élszdma k-ndl nem nagyobb. Ez a probléma polinom
idoben megoldhaté. A folyamok elmélete alapjan a legkisebb vagas
élhalmaza meghatarozhaté.

Szintén megjegyezziik, hogy a redukcidnk olyan grafot készitett,
amely optimalis vagasa két egyenld osztdlyra tortént/felezés volt.
igy a MAX-FELEZES problémardl is adédott, hogy N P-teljes. Az
egyszerli komplementdlds mutatja, hogy a MAX-FELEZES és
MIN-FELEZES problémak (polinomialis idére nézve) ekvivalensek.
Specislisan a MIN-FELEZES problémard| is kapjuk, hogy
NP-teljes.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halmazrendszerek

Definicié: Egyszer(i halmazrendszer
H egyszerii halmazrendszer a V halmaz felett, ha H C P(V). H
elemei a halmazrendszer élei.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halmazrendszerek

Definicié: Egyszer(i halmazrendszer

H egyszerii halmazrendszer a V halmaz felett, ha H C P(V). H
elemei a halmazrendszer élei.

k-uniform halmazrendszer olyan halmazrendszer, amely Gsszes éle
k elemi.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halmazrendszerek

Definicié: Egyszer(i halmazrendszer

H egyszerii halmazrendszer a V halmaz felett, ha H C P(V). H
elemei a halmazrendszer élei.

k-uniform halmazrendszer olyan halmazrendszer, amely Gsszes éle
k elemli. Tehat az egyszerii grafok pontosan a 2-uninform
halmazrendszerek.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020



P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémdk Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémak

Halmazrendszerek

Definicié: Egyszer(i halmazrendszer

H egyszerii halmazrendszer a V halmaz felett, ha H C P(V). H
elemei a halmazrendszer élei.

k-uniform halmazrendszer olyan halmazrendszer, amely Gsszes éle
k elemli. Tehat az egyszerii grafok pontosan a 2-uninform
halmazrendszerek.

Definicié: Halmazrendszer

(V,E&,1) egy halmazrendszer, ha | C V x & egy illeszkedési reldcié
a V csilicshalmaz és £ élhalmaz kozott.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halmazrendszerek

Definicié: Egyszer(i halmazrendszer

H egyszerii halmazrendszer a V halmaz felett, ha H C P(V). H
elemei a halmazrendszer élei.

k-uniform halmazrendszer olyan halmazrendszer, amely Gsszes éle
k elemli. Tehat az egyszerii grafok pontosan a 2-uninform
halmazrendszerek.

Definicié: Halmazrendszer

(V,E&,1) egy halmazrendszer, ha | C V x & egy illeszkedési reldcié
a V csilicshalmaz és £ élhalmaz kozott.

Minden E € E-hez tartozik egy {v € V : vIE} részhalmaza V-nek

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halmazrendszerek alternativ leirdsai

V feletti H halmazrendszer konnyen leirhaté B paros graffal.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halmazrendszerek alternativ leirdsai

V feletti H halmazrendszer konnyen leirhaté B paros graffal. A
két szinosztaly V (felsé pontok) és H (alsé pontok).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halmazrendszerek alternativ leirdsai

V feletti H halmazrendszer konnyen leirhaté B paros graffal. A
két szinosztaly V (felsé pontok) és #H (alsé pontok). Az
alaphalmaz egy v eleme/cstics akkor és csak akkor van 6sszekotve

H egy E elemével /éllel, ha v € E.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halmazrendszerek alternativ leirdsai

V feletti H halmazrendszer konnyen leirhaté B paros graffal. A
két szinosztaly V (felsé pontok) és #H (alsé pontok). Az
alaphalmaz egy v eleme/cstics akkor és csak akkor van 6sszekotve
H egy E elemével /éllel, ha v € E.

A halmazrendszert lehet kddolni pont-él illeszkedési matrixszal. Ez
egy n x m méretli 0-1 matrix, ahol n = |V| és m = |H].

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halmazrendszerek alternativ leirdsai

V feletti H halmazrendszer konnyen leirhaté B paros graffal. A
két szinosztaly V (felsé pontok) és #H (alsé pontok). Az
alaphalmaz egy v eleme/cstics akkor és csak akkor van 6sszekotve
H egy E elemével /éllel, ha v € E.

A halmazrendszert lehet kddolni pont-él illeszkedési matrixszal. Ez
egy n x m méretli 0-1 matrix, ahol n = |V| és m = |H].
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FGTLEN-CSUCSOK-HALMAZRENDSZERBEN

Definicié

A grafelmélet fuggetlen csiicshalmazanak fogalmat kétféleképpen
terjeszthetjiik ki halmazrendszerekre:

I fuggetlen, ha minden E € H élre E £ I.
| fuggetlen*: ha minden E € H élre [EN /| < 1.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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FGTLEN-CSUCSOK-HALMAZRENDSZERBEN

A grafelmélet fuggetlen csiicshalmazanak fogalmat kétféleképpen
terjeszthetjiik ki halmazrendszerekre:

I fuggetlen, ha minden E € H élre E £ I.
| fuggetlen*: ha minden E € H élre [EN /| < 1.

| A

Definicié
FGTLEN-CSUCSOK-HALMAZRENDSZERBEN=

{[V,H, k] : van olyan [ fliggetlen csticshalmaz, hogy |/| = k}.

N

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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FGTLEN-CSUCSOK-HALMAZRENDSZERBEN

A grafelmélet fuggetlen csiicshalmazanak fogalmat kétféleképpen
terjeszthetjiik ki halmazrendszerekre:

I fuggetlen, ha minden E € H élre E £ I.
| fuggetlen*: ha minden E € H élre [EN /| < 1.

Definicié

FGTLEN-CSUCSOK-HALMAZRENDSZERBEN=

| \

{[V,H, k] : van olyan [ fiiggetlen csticshalmaz, hogy |/| = k}.

FGTLEN*-CSUCSOK-HALMAZRENDSZERBEN=

{[V,H, k] : van olyan [ fiiggetlen® csticshalmaz, hogy |/| = k}.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halmazrendszerek nehezebbek mint a grafok

(i) FGTLEN-CSUCSOK < FGTLEN-CSUCSOK-HRSZBEN,
(i) FGTLEN-CSUCSOK < FGTLEN*-CSUCSOK-HRSZBEN.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halmazrendszerek nehezebbek mint a grafok

(i) FGTLEN-CSUCSOK < FGTLEN-CSUCSOK-HRSZBEN,
(i) FGTLEN-CSUCSOK < FGTLEN*-CSUCSOK-HRSZBEN.

Valéban, a grafelméleti probléma grifja a halmazrendszerek egy
specialis esete.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halmazrendszerek nehezebbek mint a grafok

(i) FGTLEN-CSUCSOK < FGTLEN-CSUCSOK-HRSZBEN,
(i) FGTLEN-CSUCSOK < FGTLEN*-CSUCSOK-HRSZBEN.

Valéban, a grafelméleti probléma grifja a halmazrendszerek egy
specidlis esete. A grafelméleti fliggetlenség mindkét
halmazrendszeres fliggetlenség fogalom specidlis esete.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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FGTLEN-ELEK-HRSZBEN

Definicié

FGTLEN-ELEK-HRSZBEN =

{[V,H, k] : H-ban van k él, amelyek paronként diszjuntak}.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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FGTLEN-ELEK-HRSZBEN

Definicié

FGTLEN-ELEK-HRSZBEN =

{[V,H, k] : H-ban van k él, amelyek paronként diszjuntak}.

Megjegyzés: FGTLEN-ELEK-GRAFOKBAN probléma,
masképpen PAROSITAS = {[G, k] : v(G) > k}.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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FGTLEN-ELEK-HRSZBEN

Definicié
FGTLEN-ELEK-HRSZBEN =

{[V,H, k] : H-ban van k él, amelyek paronként diszjuntak}.

Megjegyzés: FGTLEN-ELEK-GRAFOKBAN probléma,
masképpen PAROSITAS = {[G, k] : v(G) > k}. Az
Edmonds-algoritmus alapjan ez egy P-beli probléma. Azaz a
grafokra vonatkozé eset konnyen kezelhetd.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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FGTLEN-ELEK-HRSZBEN

Definicié
FGTLEN-ELEK-HRSZBEN =

{[V,H, k] : H-ban van k él, amelyek paronként diszjuntak}.

Megjegyzés: FGTLEN-ELEK-GRAFOKBAN probléma,
masképpen PAROSITAS = {[G, k] : v(G) > k}. Az
Edmonds-algoritmus alapjan ez egy P-beli probléma. Azaz a
grafokra vonatkozé eset konnyen kezelhetd.

FGTLEN*-CSUCSOK-HRSZBEN =< FGTLEN-ELEK-HRSZBEN

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halmazrendszerek: dualitas

A paros graf kédolason alapulva konnyii leirni a fiiggetlen®
halmazokat. Ezeknek B-ben felsé pontok egy olyan / halmaza
tartozik, amelyekre nem illeszkedik V-alak, azaz olyan

ac A f,f' €l C F ponthdrmas, ahol a osszekotott £ és f'-vel.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Halmazrendszerek: dualitas

A paros graf kédolason alapulva konnyii leirni a fliggetlen®
halmazokat. Ezeknek B-ben felsé pontok egy olyan / halmaza
tartozik, amelyekre nem illeszkedik V-alak, azaz olyan

ac€ A f,f' €l C F ponthdrmas, ahol a dsszekotott f és f'-vel.

Definicié

Legyen B egy halmazrendszert leiré paros graf. Az alsé/felsé
szerepek felcserélésével a B* paros grafot kapunk. Ez a B*

. elolvashatd halmazrendszerként” visszaalakitva halmazrendszerré
a V* =H, H* = V dudlis halmazrendszert kapunk.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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tartsuk meg: V*, H*, k.

V,H, k-bdl képezziik a dudlis halmazrendszert, a k értékét pedig

«O0>» «F»r» «=»r « > P NEa
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Bizonyitas

V., H, k-bdl képezziik a dudlis halmazrendszert, a k értékét pedig
tartsuk meg: V*, H*, k.

Azt kell eldonteniink, hogy az erdeti halmazrendszert leiré B paros
grafban van-e k felsé pont Ggy, hogy ne tdmaszkodjon ra Vv alak.

Hajnal Péter Halézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas

V., H, k-bdl képezziik a dudlis halmazrendszert, a k értékét pedig
tartsuk meg: V*, H*, k.

Azt kell eldonteniink, hogy az erdeti halmazrendszert leiré B paros
grafban van-e k felsé pont Ggy, hogy ne tdmaszkodjon ra Vv alak.

V* H* péros grifja éppen a fejetetejére allitott B.

Hajnal Péter Halézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas

V., H, k-bdl képezziik a dudlis halmazrendszert, a k értékét pedig
tartsuk meg: V*, H*, k.

Azt kell eldontentink, hogy az erdeti halmazrendszert leiré B paros
grafban van-e k felsé pont Ggy, hogy ne tdmaszkodjon ra Vv alak.

V* H* paros grafja éppen a fejetetejére allitott B. Azaz az eredeti
dontési feladat ekvivalens azzal, hogy fejreforditott B grafban
van-e k alsé cstcs (k darab él), hogy ne tdmaszkodjon rd A, azaz
paronként diszjunktak legyenek.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas

V., H, k-bdl képezziik a dudlis halmazrendszert, a k értékét pedig
tartsuk meg: V*, H*, k.

Azt kell eldontentink, hogy az erdeti halmazrendszert leiré B paros
grafban van-e k felsé pont Ggy, hogy ne tdmaszkodjon ra Vv alak.

V* H* paros grafja éppen a fejetetejére allitott B. Azaz az eredeti
dontési feladat ekvivalens azzal, hogy fejreforditott B grafban
van-e k alsé csics (k darab él), hogy ne tdmaszkodjon rd A, azaz
paronként diszjunktak legyenek. Azaz FGTLEN-ELEK-HRSZBEN
problémat kell megoldani V*, H*, k esetén.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas

V., H, k-bdl képezziik a dudlis halmazrendszert, a k értékét pedig
tartsuk meg: V*, H*, k.

Azt kell eldontentink, hogy az erdeti halmazrendszert leiré B paros
grafban van-e k felsé pont Ggy, hogy ne tdmaszkodjon ra Vv alak.

V* H* paros grafja éppen a fejetetejére allitott B. Azaz az eredeti
dontési feladat ekvivalens azzal, hogy fejreforditott B grafban
van-e k alsé csics (k darab él), hogy ne tdmaszkodjon rd A, azaz
paronként diszjunktak legyenek. Azaz FGTLEN-ELEK-HRSZBEN
problémat kell megoldani V*, H*, k esetén.

Azaz a kiindulé transzformacid a tételt igazold redukcid.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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PARKETTAZAS

Definicié

PARKETTAZAS = {[V,#] : léteznek Ey, ..., Ex paronként
diszjunkt élek, hogy UE; = V'}

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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PARKETTAZAS

Definicié

PARKETTAZAS = {[V,H] : léteznek Ei,..., Ex paronként
diszjunkt élek, hogy UE; = V'}

FGTLEN-ELEK-HRSZBEN=<PARKETTAZAS.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Legyen V,H, k az input. Legyen S a maximalis élméret paraméter
El kell donteni, hogy van-e k db diszjunkt él.
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A redukcid

Legyen V., H, k az input. Legyen S a maximalis élméret paraméter.
El kell donteni, hogy van-e k db diszjunkt él.

A konstrukciét tobb |1épésben végezziik el. Eloszor H-t tgy
transzformaljuk, hogy uniform legyen: Minden E élhez S — |E| sok

Gj pontot vesziink fel (kiilonboz6 élekhez kiilonbozé Gj pontokat
hasznalunk).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A redukcid

Legyen V., H, k az input. Legyen S a maximalis élméret paraméter.
El kell donteni, hogy van-e k db diszjunkt él.

A konstrukciét tobb |1épésben végezziik el. Eloszor H-t tgy
transzformaljuk, hogy uniform legyen: Minden E élhez S — |E| sok
Gj pontot vesziink fel (kiilonboz6 élekhez kiilonbozé Gj pontokat
haszndlunk). A médositott halmazrendszerre vonatkozé probléma
nyilvan ekvivalens a kiindulé problémaval.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A redukcid

Legyen V., H, k az input. Legyen S a maximalis élméret paraméter.
El kell donteni, hogy van-e k db diszjunkt él.

A konstrukciét tobb |1épésben végezziik el. Eloszor H-t tgy
transzformaljuk, hogy uniform legyen: Minden E élhez S — |E| sok
Gj pontot vesziink fel (kiilonboz6 élekhez kiilonbozé Gj pontokat
haszndlunk). A médositott halmazrendszerre vonatkozé probléma
nyilvan ekvivalens a kiindulé problémaval.

A konstrukcié masodik 1épésében mar feltessziik, hogy H egy
S-uniform halmazrendszer. Ebben a lépésben V/(H)-hoz
hozzdvesziink |V(H)| — k - S darab (j csticsot (legyen V a kapott
ponthalmaz), H elemei pedig H elemei és minden régi-ij
cslicsparra egy-egy Oket tartalmazd kételemii halmaz.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A redukcié képen

A masodik |épés redukcidja: |V| — kS =8 —2-3 =2. A két (j pont és a
hozzdjuk tartozé grafélek a jobb oldalon szerepelnek pirosban.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A redukcid széban

(V,H) parkettazasahoz le kell fedni a |V/| — kS darab (] csticsot,
ami csak a |V/| — kS darab Uj cstcskettossel lehet. A maradék
parkettazé élek csak régi élek lehetnek, amelyek kS cstcsot fednek
le. Azaz a parkettdzas ad k fliggetlen élt H-ban.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020



P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémak Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémak

A redukcid széban

(V,H) parkettazasahoz le kell fedni a |V/| — kS darab (] csticsot,
ami csak a |V/| — kS darab Uj cstcskettossel lehet. A maradék
parkettazé élek csak régi élek lehetnek, amelyek kS cstcsot fednek
le. Azaz a parkettdzas ad k fliggetlen élt H-ban.

Az észrevétel gondolatmenetének megforditasa teszi teljessé a
bizonyitas elméleti részét.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Parositasok: A 3-uniform halmazrendszerek esete

Definicié: 3-UNIFORM-HALMAZRENDSZER-PARTICIO

Adott egy 3-uniform halmazrendszer. Van-e olyan részhalmaza,
ami az alaphalmaz particiéja?

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Parositasok: A 3-uniform halmazrendszerek esete

Definicié: 3-UNIFORM-HALMAZRENDSZER-PARTICIO

Adott egy 3-uniform halmazrendszer. Van-e olyan részhalmaza,
ami az alaphalmaz particiéja?

Definicié: TELJES-HARMASITAS

Adott harom k méretii A, B, C halmaz és ezek transzverzalisaibdl
allé #H 3-uniform halmazrendszer ({ C A x B x C). Van-e a
halmazrendszerben k paronként diszjunkt él7?

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Parositasok: A 3-uniform halmazrendszerek esete

Definicié: 3-UNIFORM-HALMAZRENDSZER-PARTICIO

Adott egy 3-uniform halmazrendszer. Van-e olyan részhalmaza,
ami az alaphalmaz particiéja?

Definicié: TELJES-HARMASITAS

Adott harom k méretii A, B, C halmaz és ezek transzverzalisaibdl
all6 H 3-uniform halmazrendszer (H C A x B x C). Van-e a
halmazrendszerben k paronként diszjunkt éI?

3-UNIFORM-HALMAZRENDSZER-PARTICIO és
TELJES-HARMASITAS is N P-teljes.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS <
3-UNIFORM-HALMAZRENDSZER-PARTICIO

Elég az elsé redukciét belatni.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS <
3-UNIFORM-HALMAZRENDSZER-PARTICIO

Elég az elsé redukciét belatni.

Ehhez vegylink egy ¢ 3-SAT inputot.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS <
3-UNIFORM-HALMAZRENDSZER-PARTICIO

Elég az elsé redukciét belatni.

Ehhez vegylink egy ¢ 3-SAT inputot. Tegyiik fel, hogy az x
véltozé n-szer szerepel benne.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS <
3-UNIFORM-HALMAZRENDSZER-PARTICIO

Elég az elsé redukciét belatni.

Ehhez vegylink egy ¢ 3-SAT inputot. Tegyiik fel, hogy az x
véltozé n-szer szerepel benne. AU B-bdl valasszunk ki 2n cstcsot

x-hez: ag, bg,a1,b1,...,an_1,bp_1.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS <
3-UNIFORM-HALMAZRENDSZER-PARTICIO

Elég az elsé redukciét belatni.

Ehhez vegylink egy ¢ 3-SAT inputot. Tegyiik fel, hogy az x
véltozé n-szer szerepel benne. AU B-bdl valasszunk ki 2n cstcsot

x-hez: ag, by, a1, b1,...,an—1, bh—1. Vegylk az
X+ — {{307 bO) Cg}v sy {an—la bn—lv Cr);—l}}v
y = {{307 bOa C())T}a ceey {anfly bn,]_, Cﬁ—l}}a

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS <
3-UNIFORM-HALMAZRENDSZER-PARTICIO

Elég az elsé redukciét belatni.

Ehhez vegylink egy ¢ 3-SAT inputot. Tegyiik fel, hogy az x
véltozé n-szer szerepel benne. AU B-bdl valasszunk ki 2n cstcsot

x-hez: ag, by, a1, b1,...,an—1, bh—1. Vegylk az
X+ — {{307 bO) Cg}v sy {an—la bn—lv Cr);—l}}v
y = {{QOa bOa C())T}a ceey {anfly bn,]_, Cﬁ—l}}a

Igéret: Az aj, b; csiicsok csak a harmasokban lesznek benne.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS <
3-UNIFORM-HALMAZRENDSZER-PARTICIO

Elég az elsé redukciét belatni.

Ehhez vegylink egy ¢ 3-SAT inputot. Tegyiik fel, hogy az x
véltozé n-szer szerepel benne. AU B-bdl valasszunk ki 2n cstcsot
x-hez: ag, by, a1, b1,...,an—1, bh—1. Vegylk az

+ — {{307 bO) Cg}v sy {an—la bn—lv Cr);—l}}v
y = {{QOa bOa C())T}a ceey {anfly bn,]_, Cﬁ—l}}a

Igeret Az aj, b; cstcsok csak a harmasokban lesznek benne.
Igy ha van teljes harmasitds, akkor az vagy X vagy X a harmasitds
része.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS <
3-UNIFORM-HALMAZRENDSZER-PARTICIO

Elég az elsé redukciét belatni.

Ehhez vegylink egy ¢ 3-SAT inputot. Tegyiik fel, hogy az x
véltozé n-szer szerepel benne. AU B-bdl valasszunk ki 2n cstcsot
x-hez: ag, by, a1, b1,...,an—1, bh—1. Vegylk az

+ — {{307 b07 Cg}v sy {an—la bn—lv Cr);—l}}v
y = {{QOa bOa C())T}a ceey {anfly bn,]_, Cﬁ—l}}a
Igeret Az aj, b; cstcsok csak a harmasokban lesznek benne.
Igy ha van teljes harmasitds, akkor az vagy X vagy X a harmasitds

része. Specidlisan vagy az osszes ¢ vagy az 0sszes C,- marad
harmasitatlanul.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS <
3-UNIFORM-HALMAZRENDSZER-PARTICIO

Elég az elsé redukciét belatni.
Ehhez vegylink egy ¢ 3-SAT inputot. Tegyiik fel, hogy az x

véltozé n-szer szerepel benne. AU B-bdl valasszunk ki 2n cstcsot
x-hez: ag, by, a1, b1,...,an—1, bh—1. Vegylk az

+ — {{307 b07 Cg}v sy {an—la bn—lv Cr);—l}}v
y = {{QOa bOa C())<}7 ceey {anfly bn,]_, Cr);—l}}a
Igeret Az aj, b; cstcsok csak a harmasokban lesznek benne.
Igy ha van teljes harmasitds, akkor az vagy X vagy X a harmasitds
része. Specidlisan vagy az Gsszes ¢ vagy az Gsszes ¢ marad

harmasitatlanul. A parositatlanul hagyott c¢;-k fels6 indexét
igaznak értékelt literdlnak tekinthetjik.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS <
3-UNIFORM-HALMAZRENDSZER-PARTICIO

Elég az elsé redukciét belatni.

Ehhez vegylink egy ¢ 3-SAT inputot. Tegyiik fel, hogy az x
véltozé n-szer szerepel benne. AU B-bdl valasszunk ki 2n cstcsot
x-hez: ag, by, a1, b1,...,an—1, bh—1. Vegylk az

+ — {{307 b07 Cg}v sy {an—la bn—lv Cr);—l}}v
y = {{QOa bOa C())T}a ceey {anfly bnfla Cﬁ—l}}a

Igeret Az aj, b; cstcsok csak a harmasokban lesznek benne.

Igy ha van teljes harmasitds, akkor az vagy X vagy X a harmasitds
része. Specidlisan vagy az Gsszes ¢ vagy az Gsszes ¢ marad
harmasitatlanul. A parositatlanul hagyott c¢;-k fels6 indexét
igaznak értékelt literdlnak tekinthetjiik. Minden véltozéra diszjunkt
csticshalmazokkal definidljuk a fenti harmasrendszert.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS <
3-UNIFORM-HALMAZRENDSZER-PARTICIO

Elég az elsé redukciét belatni.

Ehhez vegylink egy ¢ 3-SAT inputot. Tegyiik fel, hogy az x
véltozé n-szer szerepel benne. AU B-bdl valasszunk ki 2n cstcsot
x-hez: ag, by, a1, b1,...,an—1, bh—1. Vegylk az

+ — {{307 b07 Cg}v sy {an—la bn—lv Cr);—l}}v
y = {{QOa bOa C())T}a ceey {anfly bnfla Cﬁ—l}}a

Igeret Az aj, b; cstcsok csak a harmasokban lesznek benne.

Igy ha van teljes harmasitds, akkor az vagy X vagy X a harmasitds
része. Specidlisan vagy az Gsszes ¢ vagy az Gsszes ¢ marad
harmasitatlanul. A parositatlanul hagyott c¢;-k fels6 indexét
igaznak értékelt literdlnak tekinthetjiik. Minden véltozéra diszjunkt
csticshalmazokkal definidljuk a fenti harmasrendszert. Ha van

harmasitas, akkor egy értékelését irja le a valtozéknak.
Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS bizonyitasa (folytatas)

Legyen C = (z1, 22, z3) a ¢, 3-SAT input egy kléza.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS bizonyitasa (folytatas)

Legyen C = (z1, 22, z3) a ¢, 3-SAT input egy kléza.

Vezessiink be egy ac, bc cslcsot és valasszunk egy eddig mas
klézhoz nem viélasztott ¢; cslicsot z; felsé indexszel.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS bizonyitasa (folytatas)

Legyen C = (z1, 22, z3) a ¢, 3-SAT input egy kléza.

Vezessiink be egy ac, bc cslcsot és valasszunk egy eddig mas
klézhoz nem valasztott ¢; csticsot z; fels6 indexszel. A C-beli
mdsik két literdlra is tegylik meg ezt.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS bizonyitasa (folytatas)

Legyen C = (z1, 22, z3) a ¢, 3-SAT input egy kldza.

Vezessiink be egy ac, bc cslcsot és valasszunk egy eddig mas
klézhoz nem valasztott ¢; csticsot z; fels6 indexszel. A C-beli
mdsik két literdlra is tegylik meg ezt.

Ezzel a C klézhoz bevezettiink két (j csticsot és harom (j harmast.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS bizonyitasa (folytatas)

Legyen C = (z1, 22, z3) a ¢, 3-SAT input egy kldza.

Vezessiink be egy ac, bc cslcsot és valasszunk egy eddig mas
klézhoz nem valasztott ¢; csticsot z; fels6 indexszel. A C-beli
mdsik két literdlra is tegylik meg ezt.

Ezzel a C klézhoz bevezettiink két (j csticsot és harom (j harmast.
Ezt minden klézra megismételjik.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS bizonyitasa (folytatas)

Legyen C = (z1, 22, z3) a ¢, 3-SAT input egy kldza.

Vezessiink be egy ac, bc cslcsot és valasszunk egy eddig mas
klézhoz nem valasztott ¢; csticsot z; fels6 indexszel. A C-beli
mdsik két literdlra is tegylik meg ezt.

Ezzel a C klézhoz bevezettiink két (j csticsot és harom (j harmast.
Ezt minden klézra megismételjik.

Ha az eddig definidlt harmasokban taldlunk egy harmasitast, amely
minden a-cstcsot és b-cstcsot lefed, akkor ¢ kielégithet6

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS bizonyitasa (folytatas)

Legyen C = (z1, 22, z3) a ¢, 3-SAT input egy kldza.

Vezessiink be egy ac, bc cslcsot és valasszunk egy eddig mas
klézhoz nem valasztott ¢; csticsot z; fels6 indexszel. A C-beli
mdsik két literdlra is tegylik meg ezt.

Ezzel a C klézhoz bevezettiink két (j csticsot és harom (j harmast.
Ezt minden klézra megismételjik.

Ha az eddig definidlt harmasokban taldlunk egy harmasitast, amely
minden a-cstcsot és b-cslicsot lefed, akkor ¢ kielégitheté A
gondolatmenet megfordithaté.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS bizonyitasa (folytatas)

A fenti harmasrendszerben az a-csiicsok és b-csticsok szama
ugyanaz.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS bizonyitasa (folytatas)

A fenti harmasrendszerben az a-csticsok és b-csiicsok szdma
ugyanaz. Ha a c-cslicsok szama tobb, akkor adjunk Uj a-csticsokat
és b-csiicsokat a kiegyensulyozasra.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS bizonyitasa (folytatas)

A fenti harmasrendszerben az a-csticsok és b-csiicsok szdma
ugyanaz. Ha a c-cslicsok szama tobb, akkor adjunk Uj a-csticsokat
és b-csiicsokat a kiegyensiilyozasra. Ha a c-csticsok szdma
kevesebb, akkor adjunk () c-csiicsokat a kiegyenstilyozasra.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS bizonyitasa (folytatas)

A fenti harmasrendszerben az a-csticsok és b-csiicsok szdma
ugyanaz. Ha a c-cslicsok szama tobb, akkor adjunk Uj a-csticsokat
és b-csiicsokat a kiegyensiilyozasra. Ha a c-csticsok szdma
kevesebb, akkor adjunk () c-csiicsokat a kiegyenstilyozasra.

Ha () a-csicsokat és b-csiicsokat adtunk halmazrendszeriinkhoz,
akkor ezeket az Osszes lehetséges mdédon egészitsiik ki hdrmasokkd
a c-csucsokkal.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS bizonyitasa (folytatas)

A fenti harmasrendszerben az a-csticsok és b-csiicsok szdma
ugyanaz. Ha a c-cslicsok szama tobb, akkor adjunk Uj a-csticsokat
és b-csiicsokat a kiegyensiilyozasra. Ha a c-csticsok szdma
kevesebb, akkor adjunk () c-csiicsokat a kiegyenstilyozasra.

Ha () a-csicsokat és b-csiicsokat adtunk halmazrendszeriinkhoz,
akkor ezeket az Osszes lehetséges mdédon egészitsiik ki hdrmasokkd
a c-csucsokkal.

Ha 4j c-cstcsokat adtunk halmazrendszeriinkhoz, akkor fomrulank
biztos nem kielégithatd.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS bizonyitasa (folytatas)

A fenti harmasrendszerben az a-csticsok és b-csiicsok szdma
ugyanaz. Ha a c-cslicsok szama tobb, akkor adjunk Uj a-csticsokat
és b-csiicsokat a kiegyensiilyozasra. Ha a c-csticsok szdma
kevesebb, akkor adjunk () c-csiicsokat a kiegyenstilyozasra.

Ha () a-csicsokat és b-csiicsokat adtunk halmazrendszeriinkhoz,
akkor ezeket az Osszes lehetséges mdédon egészitsiik ki hdrmasokkd
a c-csucsokkal.

Ha 4j c-cstcsokat adtunk halmazrendszeriinkhoz, akkor fomrulank
biztos nem kielégithatd. Az Uj cslicsokat hagyjuk izoldltnak.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020



P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémak Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémak

3-SAT =< TELJES-HARMASITAS bizonyitasa (folytatas)

A fenti harmasrendszerben az a-csticsok és b-csiicsok szdma
ugyanaz. Ha a c-cslicsok szama tobb, akkor adjunk Uj a-csticsokat
és b-csiicsokat a kiegyensiilyozasra. Ha a c-csticsok szdma
kevesebb, akkor adjunk () c-csiicsokat a kiegyenstilyozasra.

Ha () a-csicsokat és b-csiicsokat adtunk halmazrendszeriinkhoz,
akkor ezeket az Osszes lehetséges mdédon egészitsiik ki hdrmasokkd
a c-csucsokkal.

Ha 4j c-cstcsokat adtunk halmazrendszeriinkhoz, akkor fomrulank
biztos nem kielégithatd. Az Uj cslicsokat hagyjuk izoldltnak.

A kapott 3-uniform kiegyensiilyozott haromrészes halmazrendszer a
redukcié végeredménye.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS bizonyitasa (folytatas)

A fenti harmasrendszerben az a-csticsok és b-csiicsok szdma
ugyanaz. Ha a c-cslicsok szama tobb, akkor adjunk Uj a-csticsokat
és b-csiicsokat a kiegyensiilyozasra. Ha a c-csticsok szdma
kevesebb, akkor adjunk () c-csiicsokat a kiegyenstilyozasra.

Ha () a-csicsokat és b-csiicsokat adtunk halmazrendszeriinkhoz,
akkor ezeket az Osszes lehetséges mdédon egészitsiik ki hdrmasokkd
a c-csucsokkal.

Ha 4j c-cstcsokat adtunk halmazrendszeriinkhoz, akkor fomrulank
biztos nem kielégithatd. Az Uj cslicsokat hagyjuk izoldltnak.

A kapott 3-uniform kiegyensiilyozott haromrészes halmazrendszer a
redukcié végeredménye. A redukcié bizonyitja a tételt.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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3-SAT =< TELJES-HARMASITAS bizonyitasa (folytatas)

A fenti harmasrendszerben az a-csticsok és b-csiicsok szdma
ugyanaz. Ha a c-cslicsok szama tobb, akkor adjunk Uj a-csticsokat
és b-csiicsokat a kiegyensiilyozasra. Ha a c-csticsok szdma
kevesebb, akkor adjunk () c-csiicsokat a kiegyenstilyozasra.

Ha () a-csicsokat és b-csiicsokat adtunk halmazrendszeriinkhoz,
akkor ezeket az Osszes lehetséges mdédon egészitsiik ki hdrmasokkd
a c-csucsokkal.

Ha 4j c-cstcsokat adtunk halmazrendszeriinkhoz, akkor fomrulank
biztos nem kielégithatd. Az Uj cslicsokat hagyjuk izoldltnak.

A kapott 3-uniform kiegyensiilyozott haromrészes halmazrendszer a
redukcié végeredménye. A redukcid bizonyitja a tételt. Az ehhez
sziikséges allitasok konnyen ellenérizhetok.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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HALMAZRENDSZEREK-SZINEZESE

Definicié

HALMAZRENDSZEREK-SZINEZESE: adott egy H
halmazrendszer és egy k természetes szam. Kiszinezheték-e V(H)
elemei k szinnel, hogy semelyik H-beli halmaz ne legyen
monokromatikus?

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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HALMAZRENDSZEREK-SZINEZESE

Definicié

HALMAZRENDSZEREK-SZINEZESE: adott egy H
halmazrendszer és egy k természetes szam. Kiszinezheték-e V(H)
elemei k szinnel, hogy semelyik H-beli halmaz ne legyen
monokromatikus?

HALMAZRENDSZEREK-SZINEZESE A P-teljes.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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HALMAZRENDSZEREK-SZINEZESE

Definicié

HALMAZRENDSZEREK-SZINEZESE: adott egy H
halmazrendszer és egy k természetes szam. Kiszinezheték-e V(H)
elemei k szinnel, hogy semelyik H-beli halmaz ne legyen
monokromatikus?

HALMAZRENDSZEREK-SZINEZESE A P-teljes.

A grafelméleti szinezési probléma &ltalanositasa.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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HALMAZRENDSZEREK-2-SZINEZHETOSEGE

Emlékeztetd: Grafok esetén a 2-szinezhetOség esete konnyen
kezelhetd volt.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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HALMAZRENDSZEREK-2-SZINEZHETOSEGE

Emlékeztetd: Grafok esetén a 2-szinezhetOség esete konnyen
kezelhetd volt.

Definicié

HALMAZRENDSZEREK-2-SZINEZHETOSEGE: Adott egy H
halmazrendszer. Dontsiik el: kiszinezheték-e V(H) elemei 2 szinnel
ugy, hogy semelyik H-beli halmaz ne legyen monokromatikus.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020



P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémak Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémak

HALMAZRENDSZEREK-2-SZINEZHETOSEGE

Emlékeztetd: Grafok esetén a 2-szinezhetOség esete konnyen
kezelhetd volt.

Definicié
HALMAZRENDSZEREK-2-SZINEZHETOSEGE: Adott egy H.

halmazrendszer. Dontsiik el: kiszinezheték-e V(H) elemei 2 szinnel
ugy, hogy semelyik H-beli halmaz ne legyen monokromatikus.

Tétel

PARKETTAZAS <
HALMAZRENDSZEREK-2-SZINEZHETOSEGE.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Adott egy V,H input a parkettdzas problémahoz.
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A redukcid

Adott egy V., H input a parkettdzas problémahoz.

Konstrukcié: V = H U {p,z}. H-hoz minden E, F metszd H-beli
élparra legyen Zg Fr = {E, F,z} egy él. Minden v € V esetén
legyen R, = {E : v € E € H} U{p} egy H-beli él. Tovibba legyen
{p,z} is egy H-beli él.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A redukcié képen

A, B,C,...,H, I pontosan a halmazrendszeriink élei. B, C,D, E
pontosan az a elemet tartalamzé élek. C és F élek metszéek. A fenti
informacidkbdl kiolvashaté éleket rajzoltuk be az dbraba, amely a
redukcié megfelel6 toredékét tartalmazza.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A redukcid széban

\7,7:2 egy 2-szinezése esetén legyen p szine piros, z szine zold (a
{p, z} él kényszerit a teljes paletta haszndlatdra). Az eredeti
éleknek megfeleld csticsok koziil a zold szin kijelol egy élhalmazt.

Ezek parkettdzzdk az eredti halmazrendszert.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A redukcid széban

\7,7—7 egy 2-szinezése esetén legyen p szine piros, z szine zold (a
{p, z} él kényszerit a teljes paletta haszndlatdra). Az eredeti
éleknek megfeleld csticsok koziil a zold szin kijelol egy élhalmazt.
Ezek parkettdzzdk az eredti halmazrendszert.

Valéban, koztiik két metszé €l egy Zg  tipust zold-homogén élhez
vezetne a redukcié eredményében.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A redukcid széban

\7,7—7 egy 2-szinezése esetén legyen p szine piros, z szine zold (a
{p, z} él kényszerit a teljes paletta haszndlatdra). Az eredeti
éleknek megfeleld csticsok koziil a zold szin kijelol egy élhalmazt.
Ezek parkettdzzdk az eredti halmazrendszert.

Valéban, koztiik két metszé €l egy Zg  tipust zold-homogén élhez
vezetne a redukcié eredményében. Mig egy lefedetlen v csiics (az
eredeti halmazrendszerben) adna egy R, piros-homogén élt.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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A redukcid széban

\7,7—7 egy 2-szinezése esetén legyen p szine piros, z szine zold (a
{p, z} él kényszerit a teljes paletta haszndlatdra). Az eredeti
éleknek megfeleld csticsok koziil a zold szin kijelol egy élhalmazt.
Ezek parkettdzzdk az eredti halmazrendszert.

Valéban, koztiik két metszé €l egy Zg  tipust zold-homogén élhez
vezetne a redukcié eredményében. Mig egy lefedetlen v csiics (az
eredeti halmazrendszerben) adna egy R, piros-homogén élt.

A gondolatmenet megfordithatd, a bizonyitas teljes.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Vissza a NEM-MIND-IGAZ-SAT problémahoz

Most jegyezzilk meg, hogy a
HALMAZRENDSZEREK-2-SZINEZHETOSEGE=p
NEM-MIND-IGAZ-SAT, igy kapjuk a hidnyzé N'P-teljességet:
NEM-MIND-IGAZ-SAT is N P-teljes.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Vissza a NEM-MIND-IGAZ-SAT problémahoz

Most jegyezzilk meg, hogy a
HALMAZRENDSZEREK-2-SZINEZHETOSEGE=p
NEM-MIND-IGAZ-SAT, igy kapjuk a hidnyzé N'P-teljességet:
NEM-MIND-IGAZ-SAT is N P-teljes.

A halmazrendszer alaphalmazat azonositsuk egy V valtozé
halmazzal.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Vissza a NEM-MIND-IGAZ-SAT problémahoz

Most jegyezzilk meg, hogy a
HALMAZRENDSZEREK-2-SZINEZHETOSEGE=p
NEM-MIND-IGAZ-SAT, igy kapjuk a hidnyzé N'P-teljességet:
NEM-MIND-IGAZ-SAT is N P-teljes.

A halmazrendszer alaphalmazat azonositsuk egy V valtozé
halmazzal.

Minden él a benne szerepl6 valtozék halmazaként klézként, az
egedsz halmazrendszer egy CNF-ként értelmezhet6.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Vissza a NEM-MIND-IGAZ-SAT problémahoz

Most jegyezzilk meg, hogy a
HALMAZRENDSZEREK-2-SZINEZHETOSEGE=p
NEM-MIND-IGAZ-SAT, igy kapjuk a hidnyzé N'P-teljességet:
NEM-MIND-IGAZ-SAT is N'P-teljes.

A halmazrendszer alaphalmazat azonositsuk egy V valtozé
halmazzal.

Minden él a benne szerepl6 valtozék halmazaként klézként, az
egedsz halmazrendszer egy CNF-ként értelmezhet6.

Egy értékadds a véltozdknak egy piros/kék szinezésként is leirhatd.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Vissza a NEM-MIND-IGAZ-SAT problémahoz

Most jegyezzilk meg, hogy a
HALMAZRENDSZEREK-2-SZINEZHETOSEGE=p
NEM-MIND-IGAZ-SAT, igy kapjuk a hidnyzé N'P-teljességet:
NEM-MIND-IGAZ-SAT is N P-teljes.

A halmazrendszer alaphalmazat azonositsuk egy V valtozé
halmazzal.

Minden él a benne szerepl6 valtozék halmazaként klézként, az
egedsz halmazrendszer egy CNF-ként értelmezhet6.

Egy értékadds a véltozdknak egy piros/kék szinezésként is leirhatd.

Ez pontosan akkor lesz NEM-MIND-IGAZ-SAT értékadas ha
szinezésként értelmezve jél 2-szinezi a definidlt halmazrendszert.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020



P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémak Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémak
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DIOPHANTOSZI-EGYENLOTLENSEGRENDSZER

Definicié: DIOPHANTOSZI-EGYENLOTLENSEGRENDSZER

Adott egy Ax < b egész egyiitthatds linedris egyenlGtlenségrenszer.
Van-e megoldasa egész szamokban?

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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DIOPHANTOSZI-EGYENLOTLENSEGRENDSZER

Definicié: DIOPHANTOSZI-EGYENLOTLENSEGRENDSZER

Adott egy Ax < b egész egylitthatds linedris egyenlétlenségrenszer.
Van-e megoldasa egész szamokban?

DIOPHANTOSZI-EGYENLOTLENSEGRENDSZER N P-teljes.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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DIOPHANTOSZI-EGYENLOTLENSEGRENDSZER

Definicié: DIOPHANTOSZI-EGYENLOTLENSEGRENDSZER

Adott egy Ax < b egész egylitthatds linedris egyenlétlenségrenszer.
Van-e megoldasa egész szamokban?

DIOPHANTOSZI-EGYENLOTLENSEGRENDSZER N P-teljes.

NP-beliségre tani egy megoldas.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Adott egy konjunktiv normalforma.

«0O>» «F»r» «=>» Q>
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SAT <
DIOPHANTOSZI-EGYENLOTLENSEGRENDSZER

Adott egy konjunktiv normalforma.

Minden x; valtozéra bevezetjilk a 0 < x; < 1 egyenlGtlenséget.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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SAT <
DIOPHANTOSZI-EGYENLOTLENSEGRENDSZER

Logikai problémdk Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizélt problémdk

Adott egy konjunktiv normalforma.
Minden x; valtozéra bevezetjilk a 0 < x; < 1 egyenlGtlenséget.

Minden (z1, ..., zx) kldzra a t; + ... + tx > 1 egyenlbtlenséget,
ahol t; = xj, ha z; = xj és t; = 1 — x;, ha z; = X;.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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SAT <
DIOPHANTOSZI-EGYENLOTLENSEGRENDSZER

Adott egy konjunktiv normalforma.
Minden x; valtozéra bevezetjilk a 0 < x; < 1 egyenlGtlenséget.

Minden (z1, ..., zx) kldzra a t; + ... + tx > 1 egyenlbtlenséget,
ahol t; = xj, ha z; = xj és t; = 1 — x;, ha z; = X;.

Konny 1atni, hogy az igy kapott egyenlStlenségrendszer polinom
idében megkonstrualhatd.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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SAT <
DIOPHANTOSZI-EGYENLOTLENSEGRENDSZER

Adott egy konjunktiv normalforma.
Minden x; valtozéra bevezetjilk a 0 < x; < 1 egyenlGtlenséget.

Minden (z1, ..., zx) kldzra a t; + ... + tx > 1 egyenlbtlenséget,
ahol t; = xj, ha z; = xj és t; = 1 — x;, ha z; = X;.

Konny 1atni, hogy az igy kapott egyenlStlenségrendszer polinom
idében megkonstrualhatd.

Konnyl 1atni, hogy az igy kapott egyenl6tlenségrendszer pontosan
akkor megoldhatd, ha a konjunktiv normalforma kielégithetd.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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RESZLETOSSZEG

Definicié
RESZLETOSSZEG=

{[A,b] : ACN,b e N,van olyan R C A,
hogy az R-beli szdmok Gsszege b}.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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RESZLETOSSZEG

Definicié
RESZLETOSSZEG=

{[A,b] : ACN,b e N,van olyan R C A,
hogy az R-beli szdmok Gsszege b}.

A feladat egy egyszerii értelmezése:

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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RESZLETOSSZEG

Definicié
RESZLETOSSZEG=

{[A,b] : ACN,b e N,van olyan R C A,
hogy az R-beli szdmok Gsszege b}.

A feladat egy egyszer(i értelmezése: A a pénztarcdnkban 1évo
érmék értékeit osszegylijté halmaz . A, b kédja akkor tartozik az
elfogadandé nyelvhez, ha b 6sszeget pontosan ki tudunk fizetni a
pénztarcankbdl.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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RESZLETOSSZEG

Definicié

RESZLETOSSZEG=

{[A,b] : ACN,b e N,van olyan R C A,

hogy az R-beli szdmok Gsszege b}.

A feladat egy egyszer(i értelmezése: A a pénztarcdnkban 1évo
érmék értékeit osszegylijté halmaz . A, b kédja akkor tartozik az
elfogadandé nyelvhez, ha b 6sszeget pontosan ki tudunk fizetni a
pénztarcankbdl.

RESZLETOSSZEG N P-teljes

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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RESZLETOSSZEG

Definicié
RESZLETOSSZEG=

{[A,b] : ACN,b e N,van olyan R C A,

hogy az R-beli szdmok Gsszege b}.

A feladat egy egyszer(i értelmezése: A a pénztarcdnkban 1évo
érmék értékeit osszegylijté halmaz . A, b kédja akkor tartozik az
elfogadandé nyelvhez, ha b 6sszeget pontosan ki tudunk fizetni a
pénztarcankbdl.

RESZLETOSSZEG N P-teljes

RESZLETOSSZEG nyilvan N'P-beli.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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PARKETTAZAS = RESZLETOSSZEG

Legyen V,H a PARKETTAZAS egy inputja.

=] F = = E 9DAC¢
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PARKETTAZAS < RESZLETOSSZEG

Legyen V,H a PARKETTAZAS egy inputja. Ki lehet-e vélasztani
olyan parkettahalmazt/élhalmazt, amivel ki lehet parkettazni a
V-t/padlét?

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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PARKETTAZAS < RESZLETOSSZEG

Legyen V,H a PARKETTAZAS egy inputja. Ki lehet-e vélasztani
olyan parkettahalmazt/élhalmazt, amivel ki lehet parkettazni a
V-t/padlét?

Konstrukcié: Legyen w: V — {1,a,a%,...,alYI"1} tetsz6leges
bijekcid. Az értékkészletre gondoljunk mint az a alapu
szadmrendszer helyiértékei.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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PARKETTAZAS < RESZLETOSSZEG

Legyen V,H a PARKETTAZAS egy inputja. Ki lehet-e vélasztani
olyan parkettahalmazt/élhalmazt, amivel ki lehet parkettazni a
V-t/padlét?

Konstrukcié: Legyen w : V — {1, a, a2, alVI=11 tetszbleges

bijekcid. Az értékkészletre gondoljunk mint az a alapu
szadmrendszer helyiértékei.

Legyen E € H esetén ap =) . g w(v). Legyen
A={ag:EcH}ésb=11...1, =3 .\ w(v). Ezzel leirtuk a
részletosszeg probléma egy inputjat.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas

Ha a értékét |H| + 1-nek vélasztjuk, akkor a; € A szamok olyanok,
hogy minden részletosszeg az a alapu szdmrendszerben maradék
tovabbvitele nékil kiszamolhatd.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas

Ha a értékét |H| + 1-nek vélasztjuk, akkor a; € A szamok olyanok,
hogy minden részletosszeg az a alapu szdmrendszerben maradék
tovabbvitele nékil kiszamolhatd.

Az észrevétel egybdl adja, hogy a csupa 1-es szamjegybdl 4ll6 szdm
el6allitdsa mint részletosszeg ekvivalens az eredeti
halmazrendszerre vonatkozé PARKETTAZAS feladattal
(alkalmasan nagy a esetén).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas

Ha a értékét |H| + 1-nek vélasztjuk, akkor a; € A szamok olyanok,
hogy minden részletosszeg az a alapu szdmrendszerben maradék
tovabbvitele nékil kiszamolhatd.

Az észrevétel egybdl adja, hogy a csupa 1-es szamjegybdl 4ll6 szdm
el6allitdsa mint részletosszeg ekvivalens az eredeti
halmazrendszerre vonatkozé PARKETTAZAS feladattal

(alkalmasan nagy a esetén).

A redukcid sorén eléforduld legnagyobb szam

S — ZIVIf IVI* < VI

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas

Ha a értékét |H| + 1-nek vélasztjuk, akkor a; € A szamok olyanok,
hogy minden részletosszeg az a alapu szdmrendszerben maradék
tovabbvitele nékil kiszamolhatd.

Az észrevétel egybdl adja, hogy a csupa 1-es szamjegybdl 4ll6 szdm
el6allitdsa mint részletosszeg ekvivalens az eredeti
halmazrendszerre vonatkozé PARKETTAZAS feladattal

(alkalmasan nagy a esetén).

A redukcid sorén eléforduld legnagyobb szam
S= Z'Vl* L < alVl. Kédjanak hossza
|[V|loga=|V]| Iog(\?—[| +1).

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Bizonyitas

Ha a értékét |H| + 1-nek vélasztjuk, akkor a; € A szamok olyanok,
hogy minden részletosszeg az a alapu szdmrendszerben maradék
tovabbvitele nékil kiszamolhatd.

Az észrevétel egybdl adja, hogy a csupa 1-es szamjegybdl 4ll6 szdm
el6allitdsa mint részletosszeg ekvivalens az eredeti
halmazrendszerre vonatkozé PARKETTAZAS feladattal

(alkalmasan nagy a esetén).

A redukcid sorén eléforduld legnagyobb szam
S = Z'Vl* L < alVl. Kédjénak hossza
|V|loga=|V]| |og(\7—[| + 1). Redukciénk polinomiilis.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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HATIZSAK

Definicié

HATIZSAK: Adott targyak T halmaza. Minden t € T targyhoz
tartozik egy V; térfogat és egy v; érték (v¢, Vi € N). Adott egy
hatizsak, amelybe legfeljebb H Gssztérfogatu targyakat
pakolhatunk. Tovdbbd adott egy L értékhatar. (H,L € N.)
Kivalaszthaté-e T egy részhalmaza gy, hogy elférjen a
hatizsdkban és osszértéke legalabb L legyen?

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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HATIZSAK

Definicié

HATIZSAK: Adott targyak T halmaza. Minden t € T targyhoz
tartozik egy V; térfogat és egy v; érték (v¢, Vi € N). Adott egy
hatizsak, amelybe legfeljebb H Gssztérfogatu targyakat
pakolhatunk. Tovdbbd adott egy L értékhatar. (H,L € N.)
Kivalaszthaté-e T egy részhalmaza gy, hogy elférjen a
hatizsdkban és osszértéke legalabb L legyen?

HATIZSAK N P-teljes.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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HATIZSAK

Definicié

HATIZSAK: Adott targyak T halmaza. Minden t € T targyhoz
tartozik egy V; térfogat és egy v; érték (v¢, Vi € N). Adott egy
hatizsak, amelybe legfeljebb H Gssztérfogatu targyakat
pakolhatunk. Tovdbbd adott egy L értékhatar. (H,L € N.)
Kivalaszthaté-e T egy részhalmaza gy, hogy elférjen a
hatizsdkban és osszértéke legalabb L legyen?

HATIZSAK N P-teljes.

A probléma N P-belisége nyilvanvalé.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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RES

Legyen adott ACN,be N a RESZLETOSSZEG probléma egy
inputja.
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RESZLETOSSZEG < HATIZSAK

Legyen adott AC N, b Na RESZLETOSSZEG probléma egy
inputja.

Minden a € A szdmhoz vegyiink egy targyat amely térfogata és
értéke is a.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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RESZLETOSSZEG < HATIZSAK

Legyen adott AC N, b Na RESZLETOSSZEG probléma egy
inputja.

Minden a € A szdmhoz vegyiink egy targyat amely térfogata és
értéke is a.

Hatizsakunk térfogata legyen b.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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RESZLETOSSZEG < HATIZSAK

Legyen adott AC N, b Na RESZLETOSSZEG probléma egy
inputja.

Minden a € A szdmhoz vegyiink egy targyat amely térfogata és
értéke is a.

Hatizsakunk térfogata legyen b.

Az értékhatdr is legyen b.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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RESZLETOSSZEG < HATIZSAK

Legyen adott AC N, b Na RESZLETOSSZEG probléma egy
inputja.

Minden a € A szdmhoz vegylink egy targyat amely térfogata és
értéke is a.

Hatizsakunk térfogata legyen b.
Az értékhatdr is legyen b.

Nyilvan térgyaink/szamaink egy részhalmaza akkor fér a
hatizsdkba és egyben éri el az értékhatart, ha az osszegiik éppen b.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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FELEZES

Definicié: FELEZES

Adott egész szimok A halmaza. Ketté lehet-e osztani szdmainkat,
hogy a két rész Gsszege ugyanaz legyen?

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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FELEZES

Definicié: FELEZES

Adott egész szimok A halmaza. Ketté lehet-e osztani szdmainkat,
hogy a két rész Gsszege ugyanaz legyen? El lehet-e felezni A-t?

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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FELEZES

Definicié: FELEZES

Adott egész szamok A halmaza. Ketté lehet-e osztani szdmainkat,
hogy a két rész Gsszege ugyanaz legyen? El lehet-e felezni A-t?

FELEZES N P-teljes.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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FELEZES

Definicié: FELEZES

Adott egész szamok A halmaza. Ketté lehet-e osztani szdmainkat,
hogy a két rész Gsszege ugyanaz legyen? El lehet-e felezni A-t?

Tétel
FELEZES N P-teljes.

| A\

FELEZES nyilvdn A P-beli.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Legyen adott ACN,be N a RESZLETOSSZEG probléma egy
inputja.
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RESZLETOSSZEG =< FELEZES

Legyen adott AC N, b Na RESZLETOSSZEG probléma egy
inputja.

Legyen S az A-beli szdmok Gsszege.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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RESZLETOSSZEG =< FELEZES

Legyen adott AC N, b Na RESZLETOSSZEG probléma egy
inputja.

Legyen S az A-beli szdmok &sszege. A b célszdm és S — b célszdm
ugyanazt a RESZLETOSSZEG problémat adja.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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RESZLETOSSZEG =< FELEZES

Legyen adott AC N, b Na RESZLETOSSZEG probléma egy
inputja.

Legyen S az A-beli szdmok &sszege. A b célszdm és S — b célszdm
ugyanazt a RESZLETOSSZEG problémat adja.
Feltessziik /feltehetjiik, hogy b < S§/2.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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RESZLETOSSZEG =< FELEZES

Legyen adott AC N, b Na RESZLETOSSZEG probléma egy
inputja.

Legyen S az A-beli szdmok &sszege. A b célszdm és S — b célszdm
ugyanazt a RESZLETOSSZEG problémat adja.
Feltessziik /feltehetjiik, hogy b < S§/2.

Az A-beli szamokhoz adjuk hozz3d az egyetlen S — 2b szamot.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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RESZLETOSSZEG =< FELEZES

Legyen adott AC N, b Na RESZLETOSSZEG probléma egy
inputja.

Legyen S az A-beli szdmok &sszege. A b célszdm és S — b célszdm
ugyanazt a RESZLETOSSZEG problémat adja.
Feltessziik /feltehetjiik, hogy b < S§/2.

Az A-beli szimokhoz adjuk hozzd az egyetlen S — 2b szamot.
Legyen A a kiboOvitett szamhalmaz.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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RESZLETOSSZEG =< FELEZES

Legyen adott AC N, b Na RESZLETOSSZEG probléma egy
inputja.

Legyen S az A-beli szdmok &sszege. A b célszdm és S — b célszdm
ugyanazt a RESZLETOSSZEG problémat adja.
Feltessziik /feltehetjiik, hogy b < S§/2.

Az A-beli szimokhoz adjuk hozzd az egyetlen S — 2b szamot.
Legyen A a kiboOvitett szamhalmaz.

Ha A elfelezhetd, akkor mindkét félben az Osszeg S — b.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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RESZLETOSSZEG =< FELEZES

Legyen adott AC N, b Na RESZLETOSSZEG probléma egy
inputja.

Legyen S az A-beli szdmok &sszege. A b célszdm és S — b célszdm
ugyanazt a RESZLETOSSZEG problémat adja.
Feltessziik /feltehetjiik, hogy b < S§/2.

Az A-beli szimokhoz adjuk hozzd az egyetlen S — 2b szamot.
Legyen A a kiboOvitett szamhalmaz.

Ha A elfelezhetd, akkor mindkét félben az Gsszeg S — b. Az egyik
fél csak A-beli szimokat tartalmaz.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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RESZLETOSSZEG =< FELEZES

Legyen adott A C N, b € N a RESZLETOSSZEG probléma egy
inputja.
Legyen S az A-beli szdmok Osszege. A b célszdam és S — b célszam

ugyanazt a RESZLETOSSZEG problémit adja.
Feltessziik /feltehetjiik, hogy b < S§/2.

Az A-beli szimokhoz adjuk hozzd az egyetlen S — 2b szamot.
Legyen A a kiboOvitett szamhalmaz.

Ha A elfelezhetd, akkor mindkét félben az Gsszeg S — b. Az egyik
fél csak A-beli szimokat tartalmaz. Ezen fél A-ra vonatkozd
komplementerében az osszeg b, a célszam.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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RESZLETOSSZEG =< FELEZES

Legyen adott AC N, b Na RESZLETOSSZEG probléma egy
inputja.

Legyen S az A-beli szdmok &sszege. A b célszdm és S — b célszdm
ugyanazt a RESZLETOSSZEG problémat adja.
Feltessziik /feltehetjiik, hogy b < S§/2.

Az A-beli szimokhoz adjuk hozzd az egyetlen S — 2b szamot.
Legyen A a kiboOvitett szamhalmaz.

Ha A elfelezhetd, akkor mindkét félben az Gsszeg S — b. Az egyik
fél csak A-beli szimokat tartalmaz. Ezen fél A-ra vonatkozd
komplementerében az osszeg b, a célszam.

Forditva:

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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RESZLETOSSZEG =< FELEZES

Legyen adott AC N, b Na RESZLETOSSZEG probléma egy
inputja.
Legyen S az A-beli szdmok Osszege. A b célszdam és S — b célszam

ugyanazt a RESZLETOSSZEG problémit adja.
Feltessziik /feltehetjiik, hogy b < S§/2.

Az A-beli szimokhoz adjuk hozzd az egyetlen S — 2b szamot.
Legyen A a kiboOvitett szamhalmaz.

Ha A elfelezhetd, akkor mindkét félben az osszeg S — b. Az egyik
fél csak A-beli szimokat tartalmaz. Ezen fél A-ra vonatkozd
komplementerében az osszeg b, a célszam.

Forditva: Ha b elédll részletosszegként, akkor a tagokhoz S — 2b-t
hozzaadva megfeleztiik A-t.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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LADAPAKOLAS

Definicié

LADAPAKOLAS: adott egész szamok A halmaza, egy b és egy ¢
egész szam. Meg lehet-e adni A egy legfeljebb b osztalyt
particiéjat, amelyben minden osztdly osszege legfeljebb c?

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020



P-teljesség N P-teljesség  Cook—Levin-tétel Logikai problémdk Grafelmélet Halmazrendszerek Aritmetizalt problémak

LADAPAKOLAS

Definicié

LADAPAKOLAS: adott egész szdmok A halmaza, egy b és egy ¢
egész szam. Meg lehet-e adni A egy legfeljebb b osztalyt
particiéjat, amelyben minden osztaly 6sszege legfeljebb ¢?

A probléma értelmezése: Az A halmaz tirgyakat térfogatat irja le.
Adott b darab lada, amelyek mindegyikébe ¢ Ossztérfogat fér el. El
tudjuk-e pakolni targyainkat a ladakba?

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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LADAPAKOLAS

Definicié

LADAPAKOLAS: adott egész szdmok A halmaza, egy b és egy ¢
egész szam. Meg lehet-e adni A egy legfeljebb b osztalyt
particiéjat, amelyben minden osztaly 6sszege legfeljebb ¢?

A probléma értelmezése: Az A halmaz tirgyakat térfogatat irja le.
Adott b darab lada, amelyek mindegyikébe ¢ Ossztérfogat fér el. El
tudjuk-e pakolni targyainkat a ladakba?

LADAPAKOLAS N P-teljes.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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LADAPAKOLAS

Definicié

LADAPAKOLAS: adott egész szdmok A halmaza, egy b és egy ¢
egész szam. Meg lehet-e adni A egy legfeljebb b osztalyt
particiéjat, amelyben minden osztaly 6sszege legfeljebb ¢?

A probléma értelmezése: Az A halmaz tirgyakat térfogatat irja le.
Adott b darab lada, amelyek mindegyikébe ¢ Ossztérfogat fér el. El
tudjuk-e pakolni targyainkat a ladakba?

LADAPAKOLAS N P-teljes.

LADAPAKOLAS nyilvdn A P-beli.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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Legyen adott A C N a FELEZES probléma egy inputja.

it
N

«O>» «F»r «=» 4 Q>



FELE

Legyen adott A C N a FELEZES probléma egy inputja.

Legyen S az A-beli szdmok Gsszege.
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FELEZES < LADAPAKOLAS

Legyen adott A C N a FELEZES probléma egy inputja.
Legyen S az A-beli szdmok Gsszege.

Vizsgaljuk az A, b =2, ¢ = S/2 LADAPAKOLASI problémat.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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FELEZES < LADAPAKOLAS

Legyen adott A C N a FELEZES probléma egy inputja.

Legyen S az A-beli szdmok Gsszege.
Vizsgaljuk az A, b =2, ¢ = S/2 LADAPAKOLASI problémat.

A pakolas akkor és csak akkor oldhaté meg, ha A elfelezheté.

Hajnal Péter H&lézatok, P- és N P-teljes problémak, SzTE, 2020
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