Algoritmuselmélet és bonyolultsagelmélet feladatok
MSc hallgatok szamara

Kupacok, Fibonacci

2017. El6ad6: Hajnal Péter

1. Feladat. Egy pontu gydkeres faink (1 ponti = gyokere 0 rangi equiv gydkere 0

gyerekkel rendelkezik) vannak. Azonos rangi fakat olvasztunk egybe billentéssel. Igy

egyre bonyolultabb fakat kapunk. Rajzoljunk fel r = 1,2,3,4 esetére ilyen fakat.
Igazoljuk, hogy az v rangi gyokeres faink mind izomorfak.

Jeldlés. Az el6z6 feladatban nyert r rangu fak izomorfiatipusa legyen B,. Ezeket a
fakat binomialis faknak nevezziik.

2. Feladat (folytatas). (i) Hdny csicsa van B,-nek?
(ii) Mi a mélysége B,.-nek?

(111) Hdny i-edik generdcids csicsa van B.-nek? (Eqy csics i-edik generdcids, ha i
tavolsagra van a gyokértdl.)

Definicié. Egy elemi binomidlis kupac 2" adat egy binomialis fa cstcsaiba rakva:

(i) Kupac tulajdonsag, azaz minden adat kulcsa legfeljebb akkora mint a leszar-
mazottjai kulcsa.

(ii) Minden adat/cstics-bol egy pointer megy legkisebb rangi gyerekéhez.

(iii) Minden adat/cstics gyerekei rang szerint novekvs sorrendben korzerten, dup-
lan lancolva vannak.

Egy binomidlis kupac kiillonb6z6 rangt binomialis kupacok rang szerinti novekvs
sorrendben lancolva egy listaban.

3. Feladat. n adatot egy binomidlis kupacban tdarolunk. Hdny darab és milyen rangi
faink vannak?

4. Feladat. Tervezziink algoritmust eqy elem beszirdsdra egy binomidlis kupacba.
Analizdljuk az eljardsunkat.

5. Feladat. Tervezziink algoritmus eqy binomidlis kupac legkisebb kulcsdnak megha-
tdrozdsdra. Analizdljuk az eljardsunkat.

6. Feladat. Tervezziink algoritmus eqy binomidlis kupac legkisebb kulcsu adatdnak
torlésére. Analizdljuk az eljardsunkat.

7. Feladat. Tervezziink algoritmus eqy binomidlis kupac eqyik adatdban a kulcs
csokkentésére. Analizdljuk az eljardsunkat.
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8. Feladat. Vegyiik az aldbbi binomidlis kupacot.

Végezziik el a Beszir(13) parancsot.

* * *

Definicid. Ferde-kettes szamrendszernek nevezziik a kovetkezs helyiértékes szam-
rendszert:

(i) A helyiértékek: 1,3,7,15,31,...,2 - 1,....
(ii) A szamjegyek halmaza {0,1,2}.
Példaul: 120104, értéke 1-31+2-15+0-7+1-3+0-1 = 64.

9. Feladat. (i) Igazoljuk, hogy minden természets szam felirhato ferde-kettes szam-
rendszerben.

(ii) Igazoljuk, hogy van olyan természets szam, amely tobb féleképpen is felirhato
ferde-kettes szamrendszerben.

Definicié. Egy ferde-kettes szam szabdlyos, ha 2 szamjegy utén csak 0 szamjegy(ek)
johet(nek) (esetleg 2 az egyetlen 2-es szamjegy az utols6 helyen). 1011200, szabé-
lyos, 1011201 45 ¢és 10102020000 ¢, nem szabalyos.

10. Feladat. Igazoljuk, hogy minden természetes szam egyértelmien irhatd fel ferde-
kettes szdmrendszerben.

11. Feladat. Adott egy n szam ferde-kettes szamrendszerben felirva. Szamoljuk ki
n + 1 ferde-kettes szamrendszerbeli alakjat. Tervezziink algoritmust és analizdljuk
azt.

12. Feladat. * A binomidlis kupacok megvaldsitisa és analizise nagyban haszndlta
a kettes szamrendszert. Tervezziink adatstrukturdt, amely hasonlo filozofidat kovet,
de a fura-kettes szamrendszeren alapul.
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* * *

13. Feladat. Induljunk ki egy tres Fibonacci kupacbdl és sorban hajtsuk végre
az alabbi ,szolgdltatdsokat” Beszir(27), Beszur(17), Beszir(19), Beszir(20), Be-
szur(24), Beszir(12), Beszir(11), Beszir(10), Beszir(14), Beszir(18), MinTordl,
KulcsCsdkkent(19, 6), KulcsCsokkent(24,5), MinTérél. Rajzoljuk fel a végiil kiala-
kulo Fibonacci kupacot.

14. Feladat. Vegyiik a rajzon ldthato Fibonacci kupacot:

Végezziink el MinTorol algoritmust. Majd végezzik el a KulesCsidkkent (a,10)
parancsot.

15. Feladat. Igaz-e, hogy egy Fibonacci-kupacban egy v rangi gyokér kupacdinak
O(logn) mélysége van? Vilaszunkat indokoljuk.

16. Feladat. Beszir, MinTorol, KulcsCsokkent utasitdasok sorozatdval épitsiink fel
egy Fibonacci-kupacot, amely egyetlen gyokeret tartalmaz, amely kupaca eqy végpont-
jaban gyokereztetett 1it.

* * *

Definicié. Legyen Fy = 1,F; = 2, és F,, = F,_1 + Fn_o (amennyiben n > 2)
Osszefiiggéssel megadott sorozat.

Legyen Fy =1,F) =1, és F,, = F,, 1 + F,_5 (amennyiben n > 2) sszefiiggéssel
megadott sorozat.

Legyen fo =0,f1 =1, és f, = fu_1 + fn_2 (amennyiben n > 2) Gsszefiiggéssel
megadott sorozat.

17. Feladat. Igazoljuk, hogy
.Fn:fn,2++f0+2

18. Feladat. Igazoljuk, hogy a kévetkezd dsszeszamldldsi kérdésekre F,, a vdlasz:
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(i) Hanyféleképpen szinezhetd ki eqy m szintes torony szintjei piros/kék szinnel, ha
két szomszédos szint nem lehet eqyszerre piros?

e

(ii) lgazoljuk az el6zd feladat azonossdgdt ezen értelmezés alapjdn kombinatorikus
maodon.

19. Feladat. Igazoljuk, hogy a kévetkezd dsszeszamldlasi kérdésekre F,, a vdlasz:

(i) Hanyfélekeppen fedhetd le eqy 2 X n méretd tabla mezdi n darab domindval, ahol
egy domino alakja két szomszédos mezd téglalapja.

(ii) Hdanyféleképpen irhatd fel azn szam 1 és 2 tagok dsszegeként? (A tagok sorrendje
szamit!)

(iii) Hdnyféleképpen mehetink fel eqy n foki lépcsd tetejére (alilrdl), ha minden lé-
péstinkkel eqy vagy két fokot mehetiink fel?

(iv) Hdanyféleképpen irhatd fel n+1 pdratlan szimok dsszegeként? (A tagok sorrendje
szamit!)
(v) Hdny n + 2 hossziu s sorozatot épithetink fel az 1,2,3,4 szamokbdl igy, hogy a

sorozat 1-gyel kezdddjon, 1-gyel vagy 4-gyel végzddjon és a szomszédos elemek kézott
1 kdilonbség legyen?

(vi) Hiny n + 1 hosszi s sorozatot épithetink fel az 1,2,3,4 szdmokbdl ugy, hogy a
sorozat 1-gyel kezdddjon és a szomszédos elemek kozott 1 kiilonbség legyen?

2

(vii) Hdnyn hosszi 0-1 sorozat van, amely 0-val kezdddik és 0/1 blokkokra osztasdban
minden blokk pdaratlan hosszu?
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