Algoritmuselmélet és bonyolultsagelmélet feladatok
MSc hallgatok szamara

Alapok, Dinamikus programozas

2017. El6ad6: Hajnal Péter
Definicié. Egy 6sszehasonlito-fa inputja xy, zo, . . ., x, valos szamok (feltessziik, hogy

egyenld értékéknél van egy dontetlen feloldo stratégian, azaz barmely két elem koziil
az egyik nagyobb mint a mésik; ekvivalems médon feltessziik, hogy az inputszamok
kiillonbozsek). A fa egy gyokres binaris fa (minden csicsnak 2 vagy 0 gyereke van,
0 gyerek equiv (gyokeresfa) levél). A nem levél csticsokban egy ,,x;7x;” kérdés/teszt
(i # j) szerepel. A két gyerekhez vezets élen < / > cimkék taldlhatok. A levelek a
kiszamitott informaciot tartalmazzak (ez lehet a minimalis érték indexe, a median
indexe, a rendezett sorrend index-sorozata, . ..).

Minden input érték a gyokérben megkezd egy lefelé (a levelek iranyaba) torténd
utat. A gyokérben megnézziik az ottani teszt eredményét és ennek megfelelGen 1ép
az input az egyik levezetd élen az egyik gyerekbe. Az ott talalhato teszt alapjan
lép tovabb, amig egy lvélbe nem jut. Az ott 1év6 informécié amit a fa/algoritmus
kiszamolt.

Egy 6sszehasonlito-fa megold egy problémat (példaul: maximum meghatarozas,
minimum meghatarozas, median meghatéarozas, rendezés, ...), ha minden inputnéal
a szamitéasi it végén kapott valasz a probléma helyes megoldésa.

al0] < a[1]
al1] < a[2] al0] < a[2]
< > N
a[0] < a[1] < a[2] a[0] < al2] a[1] < a[0] < a[2] a[1] < a[2]
< > N
al0] < a[2] < al1] a[2| < a[0] < al1] a[1l] < a[2] < a[0] a[2| < a[1] < a0

A fa legrosszabb analizis alapjan vett bonyolultsédga a fa mélysége (leghosszabb
gyokeér/levél ut hossza).

1. Feladat. Milyen mélységi a buborék rendezést leiré dsszehasonlito-fa?
2. Feladat. Milyen mélységi az 6sszefésiild rendezést leiré dsszeshasonlito-fa?

3. Feladat. Igazoljuk, hogy minden rendezést elvégzd dsszehasonlito-fa mélysége
Qlogn). (Azaz legaldbb o -logn, alkalmas oo > 0 konstasra).

4. Feladat. A buborék rendezés alapjan adjunk dsszehasonlito fdat, amely meghatd-
rozza a maximdlis elemet. Mi ennek a mélysége?

5. Feladat. A USOpen fétabldjanak szervezése alapjan adjunk eqy mdsik dsszehasonlitd-
fdat, amely meghatdrozza a maximdlis elemet. Mi ennek a mélysége?
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6. Feladat. (i) Egyn elem kézil a maximdlis elemet meghatdrozo dsszehasonlitdsi-
fa legaldbb n — 1 dsszehasonlitdst végez minden szamitdsi iton.

(ii) Egy n pontd fanak n — 1 éle van.
Formalizdljunk egy kapcsolatot koztiik.

7. Feladat. Meguverheté-e a fenti két algoritmus? Ha igen, mutassunk eqy hatéko-
nyabbat; ha nem, akkor indokoljuk meg miért nincs jobb algoritmus.

8. Feladat. Vizsgdljuk a kévetkezd két problémadt

(A) Hatdrozzuk meg a mazimdlis és minimdlis elemet egyszerre.

(B) Hatdrozzuk meg a mazximdlis és a mdsodik legnagyobb elemet egyszerre.

Mindkét probléma megoldhato a kordabbiak alapjan a mazximdlis elem meghatdsozdsd-
val, majd a maradék elemek mazximdlis/minimdlis elemének meghatdrozdsdval, ami
(n—1) 4 (n—2) = 2n — 3 lépéssel megoldhatd. Van-e jobb algoritmus?

9. Feladat. A fenti (A) és (B) feladatndl hatdrozzuk meg a legkisebb mélységet,
amivel rendelkezd fa/algoritmus a két feladatot kezelni tudja.

*

Definicié. Rendezd halozat inputja x1, 2o, . . ., x, valos szamok szam n-ese. A hé-
lozatnak n vizszintes sine/huzala van kiillonb6z6 magassagokban. Az i-edik sin kez-
detben x;-t tartalmazza. Idével az értékek a sinen balrdl jobbra haladnak. Az z
koordinata (az id6) fazisokra van osztva. Minden fazisban a sinek egy parositésa
adja az algoritmust. Az els6 fazisban az elsé parositds minden sinpérjara a kovet-
kez6 torténik: a sinpér a fazis elején két értéket ,szallit” (a két érték két kiillonbozo
magassagban helyezédik el). A fazis soran a nagyobb érték atkeriil (ha sziikséges
mozgatas) a magasabb sinre, ezzel egyiitt a kisebb érték az alacsonyabb huzalon
halad tovabb.

. . ———
— e

1. abra. Két példa rendezd halozatra. A fazisok szines téglalapokban taldlhatok. Az
inputok a vizszintes sineken balrél jobbra haladnak és minden fazisban (ha parosi-
tottak) parjukkal rossz sorrend esetén sint valtanak.

A halozat rendez6 halozat, ha minden inputra a halézaton valé futtatas utan
(a sinek bal oldali végén) fentrdl lefelé haladva az értékeket is csokkend sorrendben
latjuk.
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10. Feladat. A buborék rendezést valdsitsuk meg hdaldzattal. Probdljuk tomoriteni”
az algoritmust. Hdany fdzis sziikséges?

11. Feladat (0-1 Lemma). Igazoljuk, hogy egy rendezd hdlézat akkor és csak akkor
rendezd halozat, ha 0-1 értékd inputokat rendez.

12. Feladat. Pdratlan fazis, egy olyan fdzis ahol minden pdratlan indexd (magassd-
gi) s; sint s;11-gyel pdrositunk (feltéve, hogy i+ 1 < n). Pdros fdzis, egy olyan fdzis
ahol ha minden pdros indexd s; sint s;y1-gyel pdrositunk (feltéve, hogy i +1 < n).

Eqy hdlozat felvdltva pdratlan/pdros/pdratlan/pdros/pdratlan/pdros/. . . fdzis hajt
végre. Az n =8 esetet az 1. dbra bal oldaldn ldthatjuk.

lgazoljuk, hogy pdros n esetén, n fdzist haszndlva rendezd hdlozathoz jutunk.

Mi a helyzet partalan n esetén?

13. Feladat. Mit mondhatunk olyan rendezd hdlozat fazisainak szdmdrdl, ami pd-
rositdsai csak szomszédos sinpdrokat tartalmazhatnak?

14. Feladat. Az dsszefésiild rendezést megoldjuk a rendezd hdlozatok keretében. Te-
gyiik fel, hogy n = 2° és a sineken eljutottunk oda, hogy a 2° méreti sinblokkon (2¢*
darab) az ott lévs szimok rendezve vannak. Az egymds melletti blokkokat (2571
darab pdr) dsszefésiljik. Egy blokkpdr tartalmazza a by, b, ... by, byeyq, boeio, ...,

bye+1 szamokat. by, ba, ... boe €s byeyq,bge g, ... boer1 eqy-eqy blokk, azaz rendezet-
tek. A dupla méretd teljes rendezett sor kialakitdsihoz a hdlozat a kovetkezdket végzi
el: by, bz, ... bye_1,boe 1, ... byevi_y (pdratlan indext) €s by, by, ..., by, byeyo, ...,

byer1 (pdros indext) szdmokat rekurzivan rendezi. Mindkét esetben az input egy-eqy
rendezett féllel rendelkezik, amit dssze kell fésiilni. A két rendezés/dsszefésiilés fdzi-
sai kézos fazisokban végezhetdk el. Majd egyetlen plusz fazis kévetkezik, amelyben a
pdrositds a kovetkezd: babs, babs, ..., boes1_9oe41_y. Az algoritmus n = 8 esetén az
1. dbra jobb oldalan ldthato.

lgazoljuk, hogy a plusz eqy fazis utdn a blokkpdr teljesen rendezett, azaz az algo-
ritmus korrekt.

Hdny fazis kell n = 2° szdm rendezéséhez?

15. Feladat. Minden n szam rendezésére alkalmas rendezd hdlozat Q(logn) fdzisi.

*

Definicié. 1, s, ..., x, valtozokat hasznaldé f(xi,xs,...,z,) : {0,1}" — {0,1}
Boole-fiiggvény kiszamitasara szolgalo dontési-fa egy D gyOkereztetett binaris fa. A
fa levél cstucsaihoz egy-egy cimkét rendeliink, amely a {0, 1} halmaz egy eleme. A fa
nem levél csticsaihoz egy-egy cimkét rendeliink, amely az {17, z57,..., 2,7} halmaz
egy eleme. Minden élhez 0 vagy 1 cimkét rendeliink gy, hogy minden nem levél
csucs esetén a két gyerekhez kifuto két él egyikének 0, masikdnak 1 legyen a cimkéje.
A fa egy kérdezési eljarast ir le, amely soran az egyes valtozok értékeit ,gyiijtjiik
Ossze” (az aktuélis csics cimkéje az aktuéalis teszt /kérdés).

A dontési-fa gyokerének cimkéje irja le a kérdezési eljaras els§ kérdését. A kér-
désiinkre 0 vagy 1 valaszt kapunk. Ez a gyokeret elhagyo két él cimkéje. A két fin
és leszarmazottjai a kérdezés tovabbi menetét irjak le abban az esetben, ha az els6
valasz a hozzajuk vezetd él cimkéje. Igy azon fit cimkéje, amelyhez a gyokérbsl a
0 cimkéjd él vezet megadja azt a kérdést, amit az eljaras akkor jelol ki, ha az elsé
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kérdésre (ez a gyokér cimkéje) adott valasz 0. Egy konkrét input esetén az eljaras
kovetése a dontési faban pontosan egy a gyokérbdl egy levélbe vezets utat jar be. Ezt
az utat nevezziik a konkrét inputhoz tartozo szamitasi utnak. A szokott geometriai
abrazolasban a szamitasi utak lefelé, egyre alacsonyabb szintre jutnak.

1
1
f=0] [f=1] 1 [f=0]
D egy f Boole-fliggvényt szamol ki, ha minden x, zs, ..., x, valtozok értékada-
sara a megfelel§ szamitéasi ut végss csucsan (egy levélen) 16v6 cimke f(x1, zg, ..., x,).

A D dontési-fa bonyolultsaga a mélysége. Egy probléma dontési-fa bonyolultsaga
a problémat megold6 dontési fak/algoritmusok minimélis bonyolultsaga.

16. Feladat. Egy diontési-fa kiszamolja, hogy pdros vagy pdratlan sok 1-es van-e
az input bitsorozatban. Mit mondhatunk a fa bonyolultsdagdrol, mit mondhatunk a
farol?

17. Feladat. f(xy,..., %0, Y0, Y1, --,Y2n_1) Boole-fiigguény az elsé n bitet eqy i
természets szdm kettes szamrendszerbeli felirdsinak tekinti és kiadja y;-t. Adjunk
hatékony dontési fat, amely kiszamitja f-et.

18. Feladat. Egy g(x1,22,...,x,) Boole-figguény minden vdltozdjatol figg (azaz
minden i-re van olyan 29 dinput, amelyet csak az i-edik bitben vdltoztatva olyan
@ inputhoz jutunk, amelyre f(xW) # f(2®). Adjunk alsé becslést g déntési-fa
bonyolultsagdra.

Definicié. Egy v pontu egyszerd grafot (;’) bittel kodolhatunk: minden cstcsparnak
megfelel egy bit, ami a cstcspar 6sszekotottségét irja le.

v pontszamu egyszer( grafok tulajdonségai (amelyekrsl minden graf esetén eldont-
hetd, hogy igaz-e) azonosithatok (g) valtozoju Boole-fiiggvényekkel.

19. Feladat. Irjunk le eqy dontési-fdt, amely eldonti eqy grifrol, hogy dsszefiiggd-e
(OSSZEFUGGOSEG tulajdonsdg).

20. Feladat. Hatdrozzuk meg az OSSZEFUGGOSEG tulajdonsdg dontési-fa bonyo-
lultsagdt.

21. Feladat. Irjunk le eqy dontési-fat, amely eldonti eqy grdfrél, hogy van-e benne
izoldlt csiics (IZOLALT tulajdonsdg).
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22. Feladat. Hatdrozzuk meq az IZOLALT tulajdonsdg dontési-fa bonyolultsdgadt.

* * *

23. Feladat. Adott egy konver n-szog. Huzzunk be egymdst nem metszd dtlokat
ugy, hogy ezek hdromszogekre osszdk a sokszdget (ezt a sokszog hdromszdgelésének
nevezziik).

(i) Hdanyféleképpen tehetjik ezt meg?

(i) Tervezzink algoritmust, amely megkeresi azt a hdromszdgelést, amelyben a ki-
alakulo haromszogek keriileteinek dsszege minimdlis.

24. Feladat. Egy tdbldzat elemei egész szamok. A bal felsé sarokbdl a jobb alséba
kell jutnunk le és jobb elemi lépésekkel (egy elemi lépésnél szomszédos elemre léptink).

(i) Hdnyféleképpen tehetjiik meg ezt?

(ii) Tervezzink algoritmust, amely megkeresi azt az utat, amely sordn érintett szd-
mok osszege a lehetd legnagyobb lesz.

25. Feladat. Adott n szdam sorozata. Keressiik meg azt a folyamatos részsorozatit,
amelyben az elemek dsszege maximdlis.
Algoritmusunk linedris-e? Ha nem, akkor javitsuk.

26. Feladat. Tervezziink algoritmust, ami eqy adott szamsorozatra meghatdrozza a
leghosszabb monoton névd részsorozat hosszit.

27. Feladat. Adott pénzérmék eqy sorozata. Egy bardtunkkal jdtszunk. Felvdltva
lépiink és minden lépésiinkben az eqyik szélsé érmét vessyiik el (Iépésink az a dontés,
hogy a két szélsé érme kozil melyiket vdlasztjuk). Tervezzink algoritmust, amely
meghatdrozza mi a legnagyobb dsszeg, amit a jaték sordn osszegyijthetink. (Ez két
feladat aszerint, hogy ki kezd.)

28. Feladat. Adottak érme-névértékek. Ezek pozitiv egészek és koztik van az ‘17 is.
Adott eqgy n értéki papirpénz. Szeretnénk érmékre felvdltani (mindegyik névértékbdl
van elég érménk). Tervezzink algoritmust, mely meghatdrozza meg mi a legkevesebb
érme, amire fel tudjuk vdltani pénziinket.
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