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1. Véletlen szamokat hasznal6/valdszintiségszamitasi
Turing-gépek

Definicié. Egy T Turing-gépet véletlen szamokat haszndld (réviden véletlen) Turing-
gépnek neveziink (eldontési feladatok esetén), ha az input- és munkaszalag mellett
van egy harmadik szalag, egy Ggy nevezett véletlenszalag, amely véletlen szamok egy
sorozatat tartalmazza, és az szalaghoz tartozo fej egyetlen miveletre képes: jobbra
1épni és olvasni az elé keriils mezst. (Altalaban a véletlenszalag abécéje ¥, = {0,1}
(ez nem sziikségszerii), tovabbéa a szalag bitjei uniform eloszlastak.) Az ilyen T
futdsa az w € 3, inputszalag-tartalombol és p véletlenszalag-tartalombol egyér-
telmten (determinisztikusan) meghatérozhaté (a kiszamolt értéket/leallo allapotot
jeloljik T'(w, p)-val).

inputszalag
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munkaszalag
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véletlen biteket tartalmazé szalag

1. 4bra.

Megjegyzés. Ha csak w-t rogzitjiik, akkor a futds mar szereteagazo lesz (fligg a
véletlen biteket tartalmazo szalag tartalmatol). A fa, amley a futés lehetGségeit
leirja hasonlit a nem-determinizmus esetén latott képhez. Ott a futast egy ,,zsenialis
elme” iranyitotta, most a véletlen mozgatja. Adott input esetén a futésra ugy gon-
dolhatunk, mint a ,,Galton-deszkan” lefut6 goly6 utjara.

Akér a nem-determinizmusnél most is gondot kell forditanunk az elfogadas/elvetés

definialunk két lehet&séget.

Definicié. Egy L nyelvre L € BPP pontosan akkor, ha létezik polinom idejii véletlen
T Turing-gép, amelyre teljesiil a kdvetkezd két feltétel:

(BP1) w € L esetén P,(T(w, p) = ELFOGAD) > 2/3,
(BPy) w ¢ L esetén P,(T(w,p) = ELVET) > 2/3.
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Megjegyzés. 1. Tehat annak az esélye, hogy T jo értéken all le, 2/3 minden
w-ra. BEgyszertien megfogalmazva, ha L € BPP, akkor ELFOGAD =, VALO-
SZINULEG-JO”, ELVET =, VALOSZINULEG-ROSSZ".

2. A BPP nyelvosztaly elnevezésében B a ,,bounded error” szora, a két P pedig
a ,probabilistic” illetve ,,polinomial” szavakra utal.

Definicié. Egy L nyelvre L € RP pontosan akkor, ha létezik polinom ideji T
Turing-gép, amelyre teljesiil a kovetkezs két feltétel:

(R1) w € L esetén P, (T (w,p) = ELFOGAD) > 1/2,
(R2) w ¢ L esetén P,(T(w, p) = ELVET) = 1.

Megjegyzés. 1. Vagyis ha L € RP, akkor ha T(w, p) ELFOGAD, akkor w €
L biztosan teljesiil. Igy eléeg ELVET =, VALOSZINULEG-ROSSZ” atirast
elvégezni, hogy a leallo allapotok kifejezzék az RP gépek filozofidjat.

2. A nyelvosztaly nevében R a ,random” sz6bol szarmazik.

Megjegyzés. A BPP nyelvosztaly definiciojaban az elfogadas/elvetés kozott szim-
metria volt. Azt monddhatjuk, hogy co BPP = BPP. Ez nem igaz RP esetén.
Igy természetesen bevezethets a co RP nyelvosztaly. A részletek kidolgozésa nem
okozhat probléméat a halgato szamaéra.

A kovetkez$ diagram a bevezetett és néhény ismerds osztéaly viszonyét fogalalja
0ssze.

PSPACE
c U 3
NP BPP co NP
N C N C
RP co RP
N C
P
Mar a RP osztaly definiciojabol konnyen latszik, hogy P € RP C NP illetve

P C coRP C coNP. Az els6 tartalmazési lanc az alabbi megfigyelések eredménye:

Ha az (R;)-ben szerepls esemény valoszintiségérdl azt kotjiik ki, hogy pontosan
1 (igy (R1) és (Ry) is teljesiil) akkor P definiciojat kapjuk (a véletlenszalag olvasasa
helyett mindig 0 értéket képzelve). Ha pedig az (Rq)-ben szerepld esemény valoszi-
(a véletlenszalagot tanuszalagként elképzelve). A maésik tartalmazési lanc pedig a
komplementalas/negalas tulajdonsagabol kovetkezik. A BPP osztaly beillesztése a
kovetkez§ tétel utan nyilvanvalo.

Az alabbi tétel alapvetd jelentGségt.

1. Tétel. RP és BPP is robosztus a hibdzds valdsziniségének korldtozdsdt tekintve
a kovetkezd értelemben:

(i) RP definicidia nem vdltozik, ha (R )-et (Ry )-szal vagy (Ry )-szal helyettesit-
Jik, ahol ezek rendre
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(Ry): we L= P,(T(w,p) = ELFOGAD) > 1/p(|w]),
(Rf): we L= P,(T(w,p) = ELFOGAD) > 1 —1/2¢(D,

ahol p € N[z| tetszdleges (minden egész helyen pozitiv) polinom.

(ii) BPP definicidja nem vdltozik, ha (BPy)-t (BP, )-szal vagy (BP} )-szal helyet-
tesitjik (k € {1,2}), ahol ezek rendre
(BPy): we L = P,(T(w,
(BP;): we L = P,(T(w,
(BPf): w ¢ L = P,(T(w,
(BP3): w ¢ L= P,(T(w,

= ELFOGAD) > 1/2+ 1/p(|w]),
ELFOGAD) > 1/2+1/p(|w]),
ELVET) > 1 —1/2v(«D,
ELVET) > 1 —1/27{<D,

p)
p)
p)
p)

ahol p hasonlo az eldzd pontban szereplohoz.

Bizonyitas. (i) legyen T P ideji L-t eldonts véletlen Turing-gép. A hibazéas va-
loszintiségét vizsgaljuk. Legyen w € L ugy, hogy |w| = n. A hibéazas csak w € L
esetén lehetséges. Tegyiik fel, hogy egy T polinomialis algoritmus esetén (Ry) mellett
teljesiil, hogy

w€ L = P,(T(w, p) = ELFOGAD) > k.

Konstrualjuk meg a T Turing-gépet tgy, hogy T' futasat ismételje meg r-szer
(mindegyik futésnal a véletlen bitek szalagjanak ujabb blokkjat hasznélva). Ezek a
futasok fliggetlen eredményt adnak, mert a véletlenszalag egy-egy futésnal felhasz-
nalt bitsorozatai is fiiggetlenek. Egy w inputra T' futasa ELFOGAD-dal ér végget,
ha valamelyik futas elfogado.

Konnyen latszik, hogy T polinomiélis idejii, ha r polinomialis |w|-ban, tovabba
teljesiil hogy P(T hibazik) = (P(T hibazik))" > «".

Tegyiik fel, hogy T teljesitette (R ) feltevést.

e Ha az r = 1/k = 10p(|w|)-t vélasztéssal éliink, akkor kivetkezik T  elfogadja
ugyanazt a nyelvet az (R;) feltétel mellett.

e Ha az r = 1/r = 10p*(|w|)-t valasztéssal éliink, akkor kévetkezik T elfogadja
ugyanazt a nyelvet az (R]) feltétel mellett.

EbbdL adodik a bizonyitando.

(ii) Hasonloan dolgozunk az (i) ponthoz. Legyen T egy L nyelvet BPP mddon
eldonts Turing-gép, amely legalabb 1/2+ k valoszintiséggel a korrekt valaszt adja. T
pedig az a Turing-gép, amit 7" r-szeri (most r paratlan szam) ismételt futtatasaval
kapunk tgy, hogy T eredménye az r eredménybdl adodik ,,tobbségi szavazéssal”,
vagyis az dont, hogy ELFOGAD vagy ELVET futés volt tobb. r-et az input méret
polinomjanak véalaszthatjuk.

Minden futtatashoz tartozzon egy 0-1 értékd X; valoszintiségi valtozo: 1 érték
az ELFOGADAS-nak felel meg, a 0 érték az ELVETES-nek.

w € Lesetén E[X;] > 1/2+ k. A hibazas eseménye, hogy S, < r/2, amit feliilrsl
becsiil, hogy |S, — rE[X]| > rk.

w ¢ L esetén E[X;] < 1/2— k, A hibazas eseménye, hogy S, > r/2, amit feliilrsl
becsiil, hogy |S, — rE[X]| > rk.
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A bizonyitas befejezéséhez egy valoszintiségszamitasi tételt idéztink fel (bizonyi-
tasa nélkiil). A tétel tulajdonképpen a centrélis hatareloszlas tétel egy ,egyszertien
hasznalhatd” véltozata.

2. Tétel. (Chernoff-becslés) Legyenek {X;}._, figgetlen, azonos eloszlasi, 0-1 ér-
téki valdszindségi valtozok (P[X; = 1] = p és igy P[X; = 0] = 1 — p). Legyen
S, =X1+Xo+ ...+ X, (igy ES, = rp). Ekkor

P[|S, — rp| > A] < 272477,
Ebbdl a bizonyitas vége egyszertien adodik:

e Ha r értéke BP] szerint adott, akkor r (polinomialis) valasztésaval elérhetjiik,
hogy —k? -7 < —1/10 legyen. Azaz T BP; szerint hib4zzon.

e Ha x értéke BP; szerint adott, akkor r (polinomialis) valasztéaséaval elérhetjiik,
hogy —k?-r < —10p(|w]) legyen. Azaz T BP{ szerint hibazzon.

w ¢ L esetén teljesen hasonléan dolgozhatunk. |

2. Véletlen algoritmusok logaritmikus tarral

Az L osztilyt eddig jol koriiljartuk. Egyik els6 megjegyzésiink az volt, ha egy L
nyelvet eldontiink logaritmikus tar felhasznalédsaval, akkor algoritmusunk sziikség-
szertien polinomiélis.

A véletlen , komponens” minden probléma nélkiil , hozzaadhato” a logaritmikus
tarhoz. Ekkor azonban a kovetkezs ,,jelenséget” tapasztaljuk. Az eddigi polinom idé
(automatikus garancia) megsziinik.

Ezt a kovetkezd géppel vilagitjuk meg. A gép egy ora lesz. Sziikségszeriien
CSOROG éallpotban all meg. Az inputbol kiolvassuk n hosszat és a munkaszalagon
egy logn hosszu szamlalot jeloliink ki, 0 kezdGértékkel. Majd el kezdjik olvasni
a véletlen szalagot. A latott l-eseket szamoljuk. Azaz, ha l-est latunk, akkor a
szamlalot noveljiik eggyel. Ha 0-t latunk, akkor a szamlalot lenullazzuk. Ha a
szamlalo betelik (csupa 1-es lesz a kijelolt teriileten), akkor a CSOROG &llapotba
jutunk.

Azaz a gép akkor all le/CSOROG éllapotba jut, ha 2°6™ = n®®) darab 1-est, egy
blokkban egymaéas utan ,tapasztal” a véletlen szalagon. Nyilvan ,erre hosszu ideig
kell varni”.

3. Lemma. A fenti gép logaritmikus tdrat haszndl. A CSOROG dllpotba jutdshoz
sziikséges lépések szdmdnak varhato értéke exponencidlis.

Az analizis egyszerti/alap valoszintségszamitasi eszkozokkel adodik.
A fenti ,,6ra” lehet&séget ad a véletlen bitekre alapuld hosszi id6 kijelolésere. Ez
néha ,,csalasnak” tekinthetd.

Definicié. Legyen RL azon nyelvek osztélya, amit véletlen biteket hasznélo loga-
ritmikus tara géppel el tudunk donteni.

Legyen RLPY azon nyelvek osztalya, amit véletlen biteket hasznéalé logaritmikus
tara, polinomiélis idejd géppel el tudunk donteni.
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