Algoritmuselmélet és bonyolultsagelmélet MSc hallgaték szamara
Szamelméleti algoritmusok, primtesztelés

2017. Elsad6: Hajnal Péter

1. Szamhalmazok bizonyithatosaga

Definicié. Egy A C N halmaz bizonyithato, ha van olyan A hatékony algoritmus,
ami egy (a, 7) input-bizonyiték par esetén eldonti, hogy az a € N szam esetén m € 3*
bizonyitja-e a € A tényét. Elvarjuk, hogy ha minden a € A szdm esetén létezzen
7(a) bizonyiték, amire A elfogadja (a,m(a))-t. Mig a € A esetén A elvessen minden
7 bizonyitékot.

A definicioban szerepld m-t bizonyitéknak nevezziik (matematikai szohasznélat).
A jogi szohasznalat is gyakori: ekkor 7 ,neve” tand.

A hatékonysag egyelére egy intuitiv fogalom. A félév masodik felében kap pontos
értelmet. Az input a szam O(loga) szamjeggyel irhato le. A hatékonysagra tugy
kell gondolnunk, hogy az algoritmus futasa alatt az el6fordulé szamok a hosszaban
polinomialisak és az elvégezendd miiveletek szama is a hosszéaban polinom sok.

A fogalmat példékkal vilagitjuk meg:

Példa. Legyen N = {n?:n € N} a négyzetszamok halmaza.

Egy ¢ = n? € N szdmhoz egy 7 bizonyiték lehet n. A bizonyitas-ellenérzd
algoritmus megkapja (g, n)-et, az n egészet négyzetre emeli és ellendrzi egyenlé-e -
val. Ezen egyszerid aritmetikai szamolas utan vagy elveti a bizonyitékot, vagy biztos
benne, hogy ¢ négyzetszam.

Példa. Legyen H = {n™ : 2 < n,m € N} a hatvanyszamok halmaza.

Egy ¢ = n™ € N szamhoz egy 7 bizonyiték lehet n,m. A bizonyitas-ellenérzé
algoritmus megkapja (g, n, m)-et, az n egészet m-edik hatvanyra emeli és ellenérzi
egyenlé-e ¢g-val. Ezen egyszert aritmetikai szamolés utan vagy elveti a bizonyitékot,
vagy biztos benne, hogy ¢ hatvanyszam.

A fenti gondolatmenetben van egy kis probléma. n™-edik kiszamolasa problémas
lehet. Az n szam értéke 2-t6l |/g-ig valtozhat. m értéke 2-t6l log, ¢-ig véaltozhat.
Ha n = m = ,/g-t kapunk és nem gondolkozunk (nem vessziik észre, hogy m tul
nagy), akkor n™ kiszamolasa nem lesz hatékony. Maga a szam olyan nagy, hogy
nemcsak kiszamolasa, de leirasa sem lesz hatékony. A fenti algoritmust modositjuk:
n,n? n*, ... hatvanysorozatot ismételt négyzetre emelésekkel szamoljuk, de ledllunk,
ha a kitevé m folé megy vagy a hatvanyérték meghaladja ¢-t. Ez utébbi esetben
elvetjiik a bizonyitékot. Az el6z6 esetben a kettd hatvany kitevok osszegeként felirjuk
m-et és az m-edik hatvanyt tovabbi szorzéasokkal kiszamoljuk. Igy nincs veszély, hogy
tul nagy szdamokkal torténé aritmetika miatt nem lesz hatékony az algoritmusunk.

Példa. Legyen O= {n : osszetett}, az 6sszetett szamok halmaza.
n €0 esetén n Osszetettségének legtermészetesebb bizonyitéka egy nem-trvialis
szorzatként valo felirdsa. Azaz 7 egy t,t' szampéar lesz. Az ellenérzd algoritmus
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megnézi t,t’ valoban két legalabb 2, egész szam, Osszeszorozza Gket és ellenérzi a
szorzat egyenl6-e n-nel. Ha igen,a kkor biztos benne, hogy az n szam 0Osszetett. ha
nem, akkor a bizonyitékot elveti (ettdl a szam még lehet Gsszetett is).

Az 6sszetett szamok komplementere a primszamok P halmaza (most N-ben dol-
gozva 0 és 1 kategorizalasaval nem torédiink). A fenti bizonyithatosagi eredmény
O-re nem mond semmit P-re. Valojaban P is tesztlehets. Ez azonban egyaltalaban
nem trivialis. 1975-ben Pratt irt le egy hatékony bizonyitasi sémat.

2. Pratt primséget bizonyit6é sémaja

Paros szamok esetén kénnyd dolgunk van. Nincs is sziikségilink 7 bizonyitékra. Ha
az input n szam 2, akkor elfogadjuk primnek, ha az input paros szam nagyobb mint
2, akkor elvetjiik.

Konnyt latni, hogy n akkor és csak akkor prim, ha ((Z/nZ)*,-) egy n — 1 elemt
ciklikus csoport, azaz alkalmas 1 < g < n szamra a g,¢% ¢%,...,9" ' Z/nZ — {0}
elemeit sorolja fel. (Az aritmetika Z/nZ szamtana, azaz mod n aritmetikiaban sza-
molunk). Konnyt latni, hogy ez ekvivalens azzal, hogy a fenti ,,mértani sorozatban”
g" ! azelss 1 érték.

Persze ha ¢"! = 1, de ha valamely 1 < v < n — 1 esetén g” = 1 is igaz lenne,
akkor v|n — 1 teljesiilne. ¢g” = 1-vel egyiitt ¢* = 1, ¢ = 1, ... is bekdvetkezne.
Tehat, ha a ¢ hatvanyai kozott a ¢"1-nél korabbi 1-es el6fordulast ki akarjuk zarni,
akkor elég ¢" /P értékeket ellendrizni n — 1 prim osztoira. Ha ezek egyike sem 1
("' = 1 mellett), akkor g bizonyitja ((Z/nZ)*,-) azon tulajdonsagat, ami mellett
biztosak lehetiink n primségében.

Els6 megkozelitésben arra gondolhatunk, hogy 7 lehet g és n — 1 = p* - p3? -
... - pyt primtényezds felirds. Azt konnyd ellendrizniink, hogy a felsorolt szamok
(multiplicitasukkal) 6sszeszorozva n—1-et adjak. Azt is ellendrizhetjiik, hogy ¢" ! =
1 mig g/ £ 1 (i =1,2,...,{) (Z/nZ)*-ban. Ez az azonban nem elég.

Az algoritmus korrektsége azonban azt jelenti, hogy nem lehet ,hamis tanukat
elgallitani”. Hogy ebben bizonyosak legyiink, azt is tudnunk kell, hogy a taniszala-
gon felirt primtényezdk valéban primek.

Példa. Tegyiik fel, hogy valaki azt bizonyitja, hogy ,,85 primszam”. Ez nevezséges,
de ne feledjiik,hogy egy algoritmus az ellen6rzé. Egy gépnek kell itéletet mondani.

A bizonyiték g = 4 és n—1 = 6' - 14! primtényezds felbontas. Minden aritmetika
stimmel. Az egyediili probléma, hogy sem 6, sem 14 nem primszamok.

A bizonyossaghoz latnunk kell, hogy n — 1 primtényezés felbontasaban szerepld
p; szamok valoban primek. A megoldas egyszeri: rekurzid. Meg kell kovetelniink,
hogy 7 tartalmazza n — 1 primosztoir6l a fent leirt séma szerinti bizonyitast. Azaz
mindegyik p;-hez kell egy ¢; szam és p; — 1 primtényezds felbontésa. Az ebben
szerepld primeket is ,igazolnunk” kell. Es igy tovabb.

Az input n egy ,,primséget allito tétel”. megy g szam és n—1 primtényezés felbon-
tasa, amikhez ,lemmak” tartoznak (a szerepeltetett p;-k is primek). A lemmakhoz
segéslemmék tartoznak ... Ezek az allitasok egy fastrukturaba rendezheték. Az
input n szam (a fététel) a gyokérrel van kapcsolatban. Ez alatt vannak n — 1 parat-
lan primosztoira vonatkozé lemmak. Ezek mindegyikének értéke legfeljebb n —1/2.
Azaz a fa mélységére az input hoszaval aranyos (O(logn)) felsé becslést adhatunk.
Minden szinten a szerepld szamok szorzata n-nél kisebb.
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Példa. Tegyiik fel, hogy 9461 primségét igazoljuk. Ehhez a 9461 —1 = 22.5.11-43,
43-1=2-3-7,11-1=2-5,7—1=2-3,5—1=2% 3 -1 = 2 primtényezds
felbontasokat allitjuk. Az allitasok strukturéja:

5/%6§N3
N
|

3

Mindegyik primséghez egy primitiv gyokot is megadunk. Az aritmetika utdn bizo-
nyosak lehetiink abban, hogy 9461 prim.

Igy a sziikséges 7 nem tul hosszi, elolvashato, az ellenérzéshez sziikséges arit-
metika hatékonyan elvégezhetd.

3. Szamhalmazok tesztelése

Definicié. Egy A C N halmaz tesztelhetd, ha van olyan hatékony algoritmus, amely
adott n input esetén eldonti, hogy n € A vagy n ¢ A.

Ismét példakon keresztiil legjobb megérteni a fogalmazt.

Példa. Legyen R(n) az m-hez relativ primek halmaza. Az Euklideszi algoritmus
R(n) tesztelhetségét igazolja.

Példa. Legyen H = {n| van olyan 2 < a,b € N, hogy n = a’}, a hatvanyszamok
halmaza. H tesztelhets. Adott n-hez a lehetséges b értékek 2 és log,n kozott
vannak. Azaz az Osszes lehetséges b-re ellendrizhetjiik, hogy n b-edik hatvany. A
b-edik hatvany mivolthoz a lehetséges a-t kell megtalalnunk vagy kiszdrniink. Pél-
daul b = 5 estén azt kell nézniink, hogy /n egész-e. Ha ezt az értéket két egész
szomszédos kozé be tudjuk szoritani, akkor készen vagyunk. Ez lehetséges numeri-
kus matematikai modszerekkel, de egy algebra nélkiili binris keresés is mitkodik (z°
monoton fiiggvény).

Példa. Legyen P C N a primek halmaza. Lattuk, hogy P és P (az Osszetett szdmok
halmaza) is bizonyithato. TesztelhetGsége sokkal nehezebb.

A naiv algoritmus nem mikodik. /n-ig kellene a szamokrol (esetleg csak a
primekrél) eldonteniink, hogy osztja-e n-et. A szamaink ,kicsik”, az oszthatoséag
hatékonyan tesztelhets. Azonban a /n (esetleg 7(y/n)) oszthatosagi kérdés tul sok.
\/n exponencialisan nagy logn-hez képest.

A XXI. szézad elején tortént meg a nagy attorés: Agrawal, Kayal és Saxena 2002
augusztus 6-an kozolte, majd 2004-ben referalt publikiacioként megjelentette az elsd
determinisztikus primtesztet.
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4. Elemi megallapitasok

Az alabbiakban p mindig primszamot, ¢ mindig Osszetett szamot jeldl.
prim/Osszetett kiilonbség sokszor megjelent szamelméleti tanulmanyaink soran. Eze-

ket foglaljuk 6ssze. Mindegyik kiilonbség reményt adhat egy tesztelési algoritmus
alapjara, de tablazatunkban egyben vazoljuk azt is mi miatt lesz sikertelen az erre

alapul6 algoritmus.

p PRIMSZAM

¢ OSSZETETT SZAM

Minden 1 < a < p — 1 egészre a { p.

Van olyan 1 < a < ¢ — 1 egész, hogy
alc.

Sajnos ha ¢ egy prim négyzete, akkor
egyetlen ilyen a létezik egy ¢ — 1 elem-
szamu szamhalmazban, amit mi expo-
nencialisan nagynak tekintiink.

Minden 1 < a < p — 1 egészre (a,p) =
1.

Van olyan 1 < a < ¢ — 1 egész, hogy

(a,c) # 1.

Sajnos ha ¢ egy prim négyzete, akkor
csupan y/c — 1 ilyen a létezik egy ¢ —
1 elemszamu szamhalmazban, amit mi
exponencialisan nagynak tekintiink.

Minden 1 < a < p—1 egészre a?! =1
(mod p).

Van olyan 1 < a < ¢ — 1 egész, hogy
a1 # 1 (mod c).

a1 (mod ¢) kiszamolésa hatékonyan

megoldhat6. A c-hez nem realtiv pri-
mek lebuktatjak” c-t. A tobbi ér-
tékbdl (Z/cZ)* egy részcsoportja c
primségének lehetGségére ,hamis ta-
nu”. Ha ez valodi részcsoport, akkor
legaldbb a lehetséges a-k fele lebuk-
tatja c-t. Sajnos végtelen sok olyan
szam van (ezeket nevezik Carmichel-
szamoknak), amelyek esetén (Z/cZ)*
Osszes eleme hamis tant. A legkisebb
ilyen szam 3 - 11 - 17.

(p—1)!'= -1 (mod p)

(c—=1)!'=0 (mod ¢)

Sajnos (¢ — 1)! (mod ¢) szamolasa ne-
héz feladat

Pl(D): ()

¢ nem osztja (‘f), (g), e (cfl) valame-

lyikét.

Sajnos tul sok értékkel kell dolgozni.
A megkiilonboztetés nem hasznalhaté
primtesztelésre.
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A fenti jellemzések koziil kiemelkedik a kis Fermat-tételen alapuld megkiilonboz-
tetés. ,,Csupan” a Carmichel-szamok miatt nem volt sikeres a probélkozés.

Az alabbiakban leirt két primtesztels algoritmus kiindulépontja is a kis Fermat-
tétel.

5. Miller—Rabin—teszt

Feltessziik, hogy c egy paratlan 6sszetett szam. Ez nyilvan nem megszoritas. Paros
szamok esetén a prim/sszetett megkiilonboztetetés nyilvanvalo.

p PRIMSZAM ¢ PARATLAN OSSZETETT SZAM

Legyen p — 1 = 2° - ¢, ahol ¢ paratlan. | Legyen ¢ — 1 = 2¢ - ¢, ahol ¢ péarat-

Minden 1 < a < p — 1 egészre a' = lan. Van olyan 1 < a < ¢ — 1 egész,
(mod p) vagy a®*°t = —1 (mod p) va- | hogy ne teljesiiljon a kovetkezs: a' = 1
lamely 0 < ey < e esetén. (mod ¢) vagy a®*°t = —1 (mod ¢) va-

lamely 0 < ey < e esetén.

A fenti karakterizacié elemi szamelmélet alapjan nyilvanval6. A mogottes arit-
metika elvégeshets. Példaul az n—1 = 2°-t alak megkeresése szinte trivialis, szemben
a primtényezds alak meghatéarozasaval szemben (ami jelen tudasunk szerint hatéko-
nyan megoldhatatlan). Igy a jellemzés konnyen hasznalhato tesztelésre:

Legyen n € N egy input természetes szam. (Azt szeretnénk eldonteni, hogy az
el6z6 tablazat PRIM avgy OSSZETETT oszlopahoz tartozik. Feltessziik, hogy n
paratlan. Az aldbbiakban mindig feltessziik, hogy 1 < a < n — 1 egész.

RM-Teszt,: Nézziik meg a és n relativ prim-e. Ha nem, akkor n ésszetett. Irjuk
fel n — 1-et 2° - ¢ alakban, ahol ¢ paratlan. Szamoljuk ki a

e e—1 e—2
an—l — a2 ~t’aln—1 — a2 -t’an—l — (1,2 ~t’ o 'an—l — a[2-t’an—1 — at
sorozat elemeit modulo n. Ha a teszt nem tartalmaz —1-et a masodik helytél kezdve,
mig utols6 eleme nem 1, akkor az n szam elbukja a tesztet, n biztos Osszetett.
Ha a teszt kiszamol —1-et az els6 érték utan vagy osszes eleme 1, akkor n atment a
teszten, n primként viselkedik.

Nyilvan primek dtmennek a teszten barmilyen a-t is vegyilink. Ha n Gsszetett,
akkor lehetnek olyan a-k, amelyek (n Gsszetettsége ellenére) atengedik n-et. Az ilyen
a-kat hamis tanunak nevezzik.

1. Tétel (Miller—Rabin-tétel). Legyen n > 9 pdratlan dsszetett szam, melyre
n—1=2°-t. Legyen H a hamis tanik halmaza, azaz

H = {a e (Z/nZ)" :a' =1 (mod n) vagy a*°"* = —1 (mod n) valamely 0 < ey < e-re}.
Ekkor
H _ A
n—17" |[(Z/nZ)*

1
< -.
!
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A tételt nem bizonyitjuk (az érdeklédd hallgaté Apppendix-ben elolvashatja).
Kovetkezménye az aldbbi algoritmus és analizise.

Miller—Rabin primtesztelési algoritmus: Ha n = 2, akkor n prim. Ha n > 2
paros, akkor n Osszetett. Ha n paratlan akkor valasszunk egy véletlen a elemét az
{1,2,...,n — 1} halmaznak. Végezziik el az RM-Teszt,-t. Az eredmény (biztos
osszetett vagy primként viselkedik) a tesztelés outputja.

2. Tétel. A fenti algoritmus prim inputokat elfogadja, dsszetett inputokat legaldbb
3/4 valdszintséggel felismeri/ Jebuktatja”.

Az algoritmusunk hibazhat, de csak egyféleképpen: Osszetett szamra azt mond-
juk, hogy primként viselkedik. (Egy mésik hibazasi lehetdség, hogy primszamra
Osszetettként viselkedik outputot adunk. Ez azonban esetiinkben nem léphet
fel.)

Az 1/4-es hibazasi valoszintiséget az a véletlen véalasztasanak és ismételt teszte-
lésnek fiiggetlen ismételgetésével kisebbé tehetjitk. Az ismételgetds algoritmus csak
akkor nyilvanit egy n inputot primként viselkeddnek, ha minden teszten atmegy.
S-szeri ismétlés esetén a hibazéds valoszintisége nyilvanvaloan legfeljebb (1/4)%.

6. Agrawal—Kayal—Saxena-teszt

A teszt az alabbi matematikai megkiilonboztetésen alapul:

p PRIMSZAM ¢ OSSZETETT SZAM
Minden P(z) polinomra Legyen P(z) egy legalabb két mo-
nomot tartalmazé polinom, amely
PP(z) = P(z") (mod p) egyiitthatoi relativ primek c-hez, illet-

ve 0-k. Ekkor P¢(z) # P(z°) (mod ¢)

Sajnos ha P-t binomnak valasztjuk,
akkor is P¢(x) felirdsa reménytelen.

A kis Fermat-tételhez képest van egy kiilonség. A megkiilonboztets a ott lehet,
hogy nehezen talalhatoé meg. Itt megkiilonboztet6 P polinomot konnyen elGvehe-
tiink.

Van azonban egy hasonlésag is a klasszikus kis Fermat-tételhez. a™~! tul nagy
szam lehet. Ott a ,,szamtan” azért végrehajthato, mert modulo n szamolunk. Itt
a szamtan alapbol nehéz: még egy binom P esetén is P?/P° egy nagyon hosszu
polinom.

A megoldas: ,,Mesterségesen” elGvesziink egy () polinomot és modulo ) poli-
nom aritmetikaval dolgozunk. Ennek egyetlen oka van: Ha () foka kicsi, akkor az
aritmetikai nehézség megsziinik.
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p PRIMSZAM ¢ OSSZETETT SZAM

Minden P(z),Q(z) polinomra Legyen P(z) egy legalabb két mo-
nomot tartalmazé polinom, amely
PP(z) = P(2") (mod p, Q) egyiitthatoi relativ primek c-hez, il-

letve 0-k.  Legyen Q(z) alkalmas
polinom.  Ekkor P¢x) # P(x°)
(mod ¢, Q)

Ha deg Q = O(log® n), akkor az arit-
metika mar végrehajthaté (szamaink
nem robbannak fel, a szamolas kevés
aritmetikai lépéssel megoldhato).

A fenti karakterizacio talan nem annyira ismert. Egyszertisége ellenére belatjuk.

3. Lemma (Polinomialis kis Fermat-tétel). (i) Legyen P(x) tetszéleges poli-
nom. Ekkor PP(x) = P(z”) (mod p).

(i) Legyen c eqy dsszetett szam. Legyen P(x) egy legaldbb két monomot tartalmazo
polinom, amely eqyitthatdi relativ primek c-hez, illetve 0-k. P¢(x) # P(x°)
(mod ¢)

Bizonyitas. (i) Legyen P(z) = agz®+aq 129 1 +. . 4+ayx+a. Ekkor a multinomialis
tétel alapjan

PP(z) = ai(zh)? + a_ (%P + ... + afa® + af) + tovabbi tagok.

A kis Fermat-tétel alapjan a = a; (mod p). Nyilvan (z€)? = (2P). A tovabbi

tagokban a megfelel§ = hatvany egytitthatdja egy m alakt szam, ahol az

osszes k; kisebb mint p. Igy az Osszes tovabbi tag egyiitthatoja p-vel oszthato, azaz
modulo p értéke 0. A nem-0 egyiitthatoja tagok éppen P(xP)-t adjak.

(ii) Legyen P(z) = ax?+ M(x), ahol deg M(z) = § < d. Legyen M(x) =
Bz’ + .. .. legyen K (< c) az a legnagyobb egész, hogy ¢ 1 (};) Ekkor binomialis tétel
alapjan

K

ahol a tagok a binomialis egyilitthatojuk als6 szama szerint csokkennd és azon beliil
az r hatvanyanak kitevdje szerint csokkend sorrendben vannak felsorolva. A kiemelt
két tag kozott minden egylitthatd oszthatd c-vel K valasztasa miatt. A végss fel
nem sorolt tagok nem ejthetik ki a masodik feltiintetett monomot, mert fokszamuk
kisebb. Ez amely az allitast igazolja. |

PC(I) _ acxdc + o+ <C>OzK£L’dKﬁCK$5(CK) + .

A megkiilénboztetd tulajdonsag utan természetes a kovetkezé teszt:

AKS-Tesztp:
P"(z) =?P(z") (mod n,Q)

Ha a kongruencia teljesiil, akkor n primként viselkedik. Maés esetben n biztos
Osszetett.
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Ha Q foka O(log® n), akkor a teszt hatékonyan elvégezhets. Prim input esetén a
teszt biztosan elfogadja. Osszetett input esetén lehetnek hamis tantuk, amely (P, Q)
paroknal a teszt primszertd viselkedést mutat.

4. Tétel (Agrawal—Kayal—Saxena-tétel). Legyen n egy dszetett szam, amely
nem hatvdnyszdm. Legyen

P={zx+1,z+2,2+3,...,x+ p},
Q={r—1,22-1,2°—1,...,2° — 1}

ahol p = O(log’n). Tegyiik fel, hogy 2,3,...,p egyike sem osztja n-et, azaz n
legkisebb primosztdja Q(log” n).

Ekkor van olyan P € P linedris binom és QQ € Q, amelyre (P, Q) ,lebuktatja”
n-et az AKS-Tesztpq teszten .

A tétel kovetkezménye az alabbi polinomiélis futéasi ideji primtesztelési algorit-
mus.

Agrawal—Kayal—Saxena primtesztelési algoritmus:
Teszteljiik, hogy n primhatvany-e. Ha igen, akkor n biztos Osszetett.

Legyen p = O(log® n) és ellendrizziik, hogy 2,3, ..., p osztja-e n-et. Ha barmelyik
oszthatosag teljesiil, akkor n biztos Osszetett.

Ha egyik oszthatosig sem teljesiil, akkor legyen

Po={z+1L,z+2,2+3,...,2+ p},

Q={r—1,22-1,2°—1,..., 2 — 1}

Minden (P, Q) € Py x Q esetén végezziik el az P™(x) =?P(2") (mod n, Q) tesztet.
Ha barmelyik nem teljesiil, akkor n biztos Osszetett. Ha mindegyiken atmegy
az n input, akkor n biztos prim.

Az algoritmus korrektsége az AKS tételbdl nyilvanvalo. A matematikai technikai
nehézségeket, bizonyitasokat egy appendix-ben részletezziik.

7. Appendix I: Elemi szaAmelméleti hattér MR vélet-
len primteszteléshez

Jeldlés. 7 az egész szamok gytirtije. nZ az n-nel oszthatd szamok halmaza, egy
ideal Z-ben. Z/nZ a modulo n maradékosztalyok gytriije.

p prim esetén Z/pZ test lesz, amelyet Fp-vel is jeléliink. Iy elemeit a nem-0
modulo p maradékosztalyok alkotjak. Ezen a szorzas egy csoport struktirat ad.
Ismert, hogy ez egy ciklikus csoport p — 1 elemmel.

Altalanos n egész esetén (Z/nZ)* elemei az n-hez relativ prim maradékosztalyok.
Ezen a szorzéas egy csoport strukturat ad. A csoport elemszama ¢(n). Ha n =
pit - ps? ... pRk, akkor

o(n) =n <1 — ]%1)-(1 — p%) (1 — pik) = T (1) (e —1).

Ha n = p® paratlan primhatvany, akkor (Z/nZ)* egy p* —p®~! = p*~1(p —1) elemd
ciklikus csoport.
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A Miller—Rabin-teszthez sziikségiink lesz egy 1j, £ paraméterre.

Definicié. Legyen n = p*-pS?-...-pp*. Jelolje ¢ = {(n) azt a maximalis természetes
szémot, amelyre 2¢p; — 1,ps — 1,..., pp — 1.

A paraméter jelentGségét az aldbbi lemma mutatja.
5. Lemma. Ha x € H C Z/nZ, akkor 22 't = +1.

Bizonyitas. Ha 2! = 1 az oka x € H-nak, akkor az allit4s nyilvanvalo. Ha 22"t = —1
(0 < m < e) az oka x € H-nak, akkor 22"t = —1 (mod p;) is igaz minden p;|n
esetén. Tehat 22" ¢ = 1 (mod p;), azaz © rendje (Z/Z,,)*-ben osztoja 2™+ t-nek.
Azaz p; — 1|27 minden p;|n primre. Igy m 4+ 1 < £, azaz m < ¢ — 1. Az allitas
most is adodik. [ |

A Lemma allitdsa masként megfogalmazva:
= {z € (Z/nZ)* : x> ' = +1} D H.
Belatjuk, hogy |H™"|/|(Z/nZ)*| < 1/4. Ebbdl a Miller—Rabin-tétel egybdl adodik.
HY = HfUH*, .= {z € (Z/nZ)" : 2* "' = 1}0{w € (Z/nZ)* : 2 't = -1}

Elsszor Hy' elemszamat vizsgaljuk. Ez azon x € (Z/nZ)*-ek szdma, amelyek meg-
oldasai az X2 't =1 egyenletenek. Ez az egyenlet a kinai maradék tétel alapjan
ekvivalens az aldbbi kongruenciarendszerrel.

227"=1 (mod p)
227 =1 (mod p$?)
201 ay;
x =1 (mod py*)

Az i-edik kongruencia a (Z/p('7Z)* ciklikus csoportra vonatkozik, megoldas szama
Inko(2°71, p2i (pi — 1)) = 2 nko(t, p; — 1).

Tehat a kongruenciarendszer megoldasainak szama

k
|H | =] 2" inko(t,p; — 1).

i=1

A gondolat megismétlésével azt kapjuk, hogy HT, ugyanekkora méretd, azaz |H*| =
2|0 Tgy

|H™| _ ZH; 2 Unko(t,p; — 1) _ Zﬁ 2 Unko(t, p; — 1)
(|1Z/nZ)x| T, v (s — 1) s pd T —1)

Vegyiik észre, hogy 2 Ynko(t, p; — 1)|1”z , azaz a produktumjel mogotti i-edik
tényezd legfeljebb —L . A fenti kifejezésre kell 1/4-es felsé becslést adnunk. A

bizonyitast egyszeru eset analizis fejezi be:
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1. eset: n-nek legalabb harom kiilonb6z6 primtényezdje van. Ekkor a szorzatunk-
nak legalabb harom tényez&je van a kezds 2-es faktor utédn, amelyek mindegyike
legfeljebb 1/2, az allitas nyilvanvalo.
2. eset: n-nek pontosan két kiilonb6z6 primtényezGje van és egyik legaldbb ketts
multiplicitassal. Legyen p az a primtényez6 (amelyrdl n paritasa miatt tudjuk, hogy
pératlan), amely multiplicitésa legalabb 2. Ekkor szorzatunk legfeljebb 2- 1 - 2Lp' Ez
nem nagyobb mint 1/4 (valojaban legfeljebb 1/6).
3. eset: n két kilonboz6 prim szorzata, n = py - py (p1 # p2). Ekkor a becsiilends
kifejezés
) 2 Unko(t,py — 1) 2 tnko(t, py — 1)
p1— 1 P2 — 1

Ha 27N nko(t, py — 1)|251 és 2 Hnko(t, p, — 1)|25 bal oldalai koziil valamelyik
valodi oszto, akkor ismét készen vagyunk.

Belatjuk, hogy ez sziikségszerti. Tegyiik fel, hogy 2 tnko(t,p; — 1) = ’“2;1 és
2 nko(t, po—1) = %, azaz 2°Inko(t,py —1) = p1 — 1 és 2inko(t,py—1) = py— 1.
Nyilvan p; — 1 = 2¢ -1 és py — 1 = 2¢ - t5, ahol ty,t, paratlan szamok és osztjék t-t.
Tudjuk, hogy n — 1 = p1ps — 1 = 2°-t, azaz p; — 1 = 2°-t — p1(ps — 1). Ebbdl
kovetkezik, hogy ti|ts. Hasonléan adodik, hogy ts|t1, azaz t; = t3. Ez ellentmond
annak, hogy p; # ps. Az allitas adodik.
4. eset: n primhatvany, azaz n = p{*. Ekkor a kifejezésiink feliilrél becsiilhets
2 - 1/2p¢ ! kifejezéssel. Mivel n (igy p; is) paratlan és nagyobb mint 9 az allitas
most is adodik.

Megjegyzés. Ha |H|/(n — 1) fels6 becslésénél megelégedtiink volna 1/2-del, akkor
egyszertibb lett volna végsd eset analizisiink.

8. Appendix II: Szamelméleti hattér AKS primtesz-
teléshez

A kovetkezd célt tiizzik ki: Legyen n egy Osszetett szam. Mutatunk egy kicsi,
alacsonyfokt Q polinomhalmazt és egy P lineéaris binom-halmazt a kévetkezé tulaj-
donségokkal

(i) |Q| = |P| = O(log°n), azaz Q, P elemei kimerithetGen végignézhetsk.

(ii) P elemei binomok, Q elemeinek fokszdma O(log®n), azaz az AKS-Tesztp g
hatékonyan elvégezhetd.

(iii) Q elemei kozott lesz egy (o olyan, amelyre P-nek nem lesz minden P ele-
me olyan, hogy (P, Q) hamis tani lesz az AKS-Tesztpg,-re nézve, ha n-et
teszteljiik.

A cél teljesiilése esetén egy egyszertien adodik az AKS algoritmus helyessége. A
cél elérhets, ha n nem hatvanyszam és nincs kis primosztoja.

6. Tétel (Agrawal—Kayal—Saxena-tétel). Legyen n egy dszetett szam, amely
nem hatvdnyszim, és amely dsszes prim osztdja Q(log” n). Legyen

ﬁ:{x,x+1,x+2,x+3,...,x+(n—1)},
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Q={r—1,2>-1,2°—1,... 2" — 1}

ahol p = alog’n alkalmas o konstanssal. Ekkor van olyan Qo € Q, hogy legfeljebb
O(log’ n) olyan P € P linedris binom van, amelyre az AKS- Tesztp g, teszten dtmegy
n.

Matematikailag a modulo n szamolésnél algebrai szempontok miatt egyszertibb
a moduléris aritmetika, ha a modulus p prim.

Példaul ha P € F,[x] egy d > 0-ed foku polinom, akkor legfeljebb d gydke lehet
multiplicitassal szamolva. Valoban: Ha r € F, gyok, akkor P maradékos osztassal
felirhato (z — r)M (x) alakban. M-re megismételgetve az eljarast P-t felirhatjuk

P(z)=(x —r)(x —re)...(x —rs) Mp(x)

alakban, ahol Mjy-nak mar nincs gyoke. Jol latszik az Osszes gyok: az r;-k és a
fokszam feltétel miatt szamuk legfeljebb d. Nem ilyen egyszerti ha P(z) € Z,[x].
A fenti felirds ekkor is ugyanigy megkaphato. Léatjuk az r; gyokoket. Az Osszes
gyok azonban nem latszik. Ha az r;-ktd6l kiilonboz6 értéket helyettesitiink be, akkor
nem-nulla értékek szorzatat kapjuk. Ez modulo n aritmetikdban lehet 0. Az r;-ken
tal lehetnek 0j gyokok, szdmuk becslése nem annyira egyszerd.

Hasonl6 jelenség igaz moduléris polinom aritmetikanal. Ha a modulus irreduci-
bilis polinom, akkor matematkailag jobb viselkedéssel talalkozunk.

7. Lemma (Alap-lemma). Legyen I(x) € F,[z] egy irreducibilis polinom. Legyen
P(Y) € F,[Y] polinom, amely foka d > 0. Vegyik azokat az R(zx) € F,[z]/(I(x))
polinomokat, amelyek P gyokei, azaz P(R(x)) = 0 Fplx]/(I(z))-ben. Ezekbdl a
gyokokbdl legfeljebb d darab lehet.

Bizonyitas. Legyen R(z) egy gyok. Végezziink P(Y') € F,[Y] C (Fp[z]/(I(x)))][Y]-
en Y — R(x)-szel maradékos osztast. Kapjuk, hogy P(Y) = (Y — R(x))M, ahol
M e (F,[z]/(I(2)))][Y]. M-re ismételgetve az eljarast P(Y)-t felirhatjuk

P(Y)=(Y = R)(Y — Ry) ... (Y — R)My(Y, z)

alakban, ahol My-nak mar nincs gyoke I, [z]/(I(x))-ben. Jol latszik az Gsszes gyok:
az R;-k és a fokszam feltétel miatt szamuk legfeljebb d. Hogy ez nyilvanvalé legyen
lényeges, hogy I egy irreducibilis polinom. [ |

A tovabbiakban szeretnénk a fent vazolt matematikai ,,elénycket” hasznalni. Le-
gyen p az n szam egy prim osztdja. Legyen [ a Q (mod p) polinom egy irreducibilis
faktora.

Fix @ polinomra szeretnénk feliilrl becsiilni azon polinomok szamat, akik ha-
mis tanik n-hez, azaz P"(z) = P(2") (mod n, Q). Sokkal kényelmesebb lesz azon
polinomok szaméat becsiilni, amelyek P"(x) = P(z") (mod p,I) értelemben hamis
tanuk. Ezt fogjuk tenni. Ez matematikailag konnyebb lesz, algoritmus elméletileg
pedig megfelels: Ha P olyan, hogy az n szam a P"(x)? =?P(z™) (mod p, I) teszten
lebukik, akkor természetesen a P"(z)? =7P(2") (mod n, Q) teszten is lebukik. Igy
igaz, hogy a modulo p, I tesztet nem tudjuk elvégezni (magét p-t sem tudjuk kisza-
molni), de az eredeti (szamunkra elvégezhetd) tesztre ott lesz a ,s0k” lebuktato P,
ami szlikséges az algoritmusunk helyességéhez.

* * *
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Lassuk a matematikai lényeget.
Fixaljunk egy r kitevét, azaz vele egy () = 2" — 1 polinomot.

Definicié. Legyen
H, ={P(x) € Zlz] : P"(z) = P(z2") (mod n,z" —1)},

azaz azon P polinomok halmaza, amelyek " — 1-gyel egytitt hamis tanik lesznek n
szamara.

8. Lemma. Ha P, P, P, € H,, akkor

(i) P+ Sy-(x" — 1)+ Sy-n € H, is teljesiil tetszdleges Sy, Se € Z[z] polinomra,

(ii) PP, € H, is teljesiil,
Bizonyitas. (i)
(P(x)+S1(z)(x"—1)+Sz(x)-n)" = P*(z) = P(a™) = P(2™)+S(z")((")"—1) (mod n,z"—1),
hasznalva a trinomialis tételt, a P € H, feltevést és azt hogy " —1|2"" —1 = (2™)"—1.

(i)
(P1P2)"(x) = (Pi(2) Po(x))" = P'(2) B3 (x) = Pu(a") Py(2") = (P Po)(2") - (mod n, 2" 1),
|

Ezek utan H,-re tekinthetiink mint Z,[z]/(z" — 1) osztélyainak uniojara, amely
zart a szorzasra. Ezzel a szemiiveggel H, mar véges lesz.

Definicid. Legyen o
E={a"" :i,j €N}

A kovetkez6 lemma ramutat £ jelentGségére.
9. Lemma. Legyen N =n'p’ (i,j € N), azaz XV € €. Ekkor P € H, esetén
PN(z) = P(2™) (mod p, I).
Bizonyitas. Legyen
N ={N:P¥(z)=P(x") (mod p,I) minden P € H, esetén}}.

Nyilvan 1,p,n € N. Elég bizonyitani, hogy N zart a szorzésra. Ha N, M € N és
P € H,, akkor

M

PNM(z) = (PN(J:))M = (P(z™))" = P((z™)M) = P(2™)  (mod n,z" — 1),

ahol az utols6 kongruencia M € A miatt modulo (:UN )r —1 lathato, de ez szamunkra
jo. [ |
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Fixaltuk r-et. Nézziik az 2" —1-hez hamis tantukat, ha a polinomainkat redukaljuk
modulo p, ahol p az n szam egy prim osztoja.

H, = H,(p) = {P(z) € Z[z] : P"(z) = P(z") (mod p,2" —1)}.

Fixaltuk r-et. Nézziik az 2" —1-hez hamis tantukat, ha a polinomainkat redukaljuk
modulo p és modulé I, ahol p az n szam egy prim osztodja, [ az 1 +x+ ...+ 2" =

" — 1/x — 1 polinom egy irreducibilis tényezgje.
H, = H.(p,I) = {P(z) € Z[z] : P*(z) = P(z") (mod p,I)}.

Mint fent H, a F,[x]/(I) osztalyainak uniojaként foghato fel. p prim, I irredu-
cibilis igy [F,[x]/(I) egy test. Tehat H, elemeit tekinthetjik mint F,[x] test feletti
polinomgyfird elemeit, vagy F,[z]/(I) test elemeit.

A kovetkez6 paraméter nagyon fontos lesz a késébbiekben.

Definicié. Legyen L az 2™ kiilonb6z6 polinomok modulo p, I (azaz F,[z]/(I)-beli
elemek) szdma.

10. Lemma. Py, P, € F,[z] két elem H,-b6l. Tegyiik fel, hogy Py, Py foka legfeljebb
d < L. Amennyiben P, = P; teljestl F,[z]/(I)-ben, akkor Py = Py Fylx]-ben is igaz.
Bizonyitas. Vegyik a P(Y) — P(Y) € F,[Y] polinomot. Foka legfeljebb d és &
minden eleme gyoke (lasd kordbbi lemma). Ha ezen gyokok szama meghaladja a d

fels6 becslést a fokra az alap-lemma szerint csak gy lehet, ha Pi(Y) — P(Y) =0 €
F,[Y] n

11. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy
r+a,x+as,...,x+a;, € H,

kiilonbézd binomok I, [x]-bl és ezekbdl formdlisan kilonbozd legfeljebb L—1 tényezds
szorzatokat készitink. Ekkor a kapott szorzatok H, elemei lesznek és Fp[z]/(1)-ben
kilonboznek.

Megjegyzés. A kovetkezményben szerepls ¢ := |PAL~ NP| paramétert a késébbiekben
is hasznaljuk.

Bizonyitas. H, zart a szorzasra, tehat a képzett szorzatok H, elemei lesznek.
Masrészt a szorzatok gyokei mint IF,, feletti multihalmazok kiilonboznek. Igy

kiilénboz6 F[x]-beli polinomokrol beszéliink. A korabbi lemma alapjan készen va-

gyunk. [ |

N L+/0—1 \E!
> > | = .

Bizonyitas. Az ( kiilonboz6 binombdl legfeljebb L — 1 fokd szorzatot (
féleképpen készithetiink.
L+0—-1\ ({U+L-1){l+L—-2)...(0+3)(L+2)({+1)
L-1 ) (L—1)(L—-2)...-3-2-1

12. Kovetkezmény.

-

A szamlalo mind a L — 1 tényezdje nagyobb mint ¢, a nevezd mind a L — 1 tényezGje
kisebb mint L. Ebbdl az utolsoé egyenlGtlenség nyilvanvalo. [ |
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|H,|-et a masik oldalrél is becsiilhetjiik.

13. Lemma. R
|H,| <n?VE.

Bizonyitas. Legyen o
E = {x”l'pj 0<4,5 < \/f}

Nyilvan |£y| > L. Gondoljunk bele a ,nyilvan” médositoszo-ba; itt hasznaljuk, hogy
n nem hatvanyszam! Azaz lesz két eleme (mondjuk zV és 2™, ahol N # M),
amelyek [F,[x]/(I)-ben azonosak.

Ekkor YV — YM egy legfeljebb n2VL fokid polinom, amelynek minden H,-beli
polinom (mint F,[x]/(I)-beli elem) gycke (lasd korabbi lemma).

Ismét az alap-lemmara kell hivakoznunk és készen vagyunk. [ |

A kétféle becslés Gsszevetésébdl adodik, hogy

(z) ="

VL
-1,

azaz
¢ < L-2%08"

A bizonyitas befejezése, hogy ez a felsé becslés log n hatvany lesz, ha r-et alkal-
masan valasztjuk (ahol elkoteleztiik magunkat kicsi r érték mellett).
El6szor is rogzitjiik, hogy r-et p-t6l kiilonb6z6 primszamnak valasztjuk.

14. Lemma. r primkénti vdlasztisa utan L értékére teljestil, hogy

ordg:(n) < L <.

Bizonyitas. Legyen t maximialis pozitiv egész, hogy xt, 22, 22, . . ., 2! kiilonb6z6 ele-

mek legyenek F,[x]/(])-ben. Mivel 2" = 1 F,[z]/(I)-ben ezért t|r. r prim vilasztésa
miatt t =1 vagy t = r.

Ha ¢t = 1 lenne, akkor x = 1 F,[z]/(I)-ben. Ezért I|a" '+ 2" 2+ ... + 2 +1,
tova’bba’ r # 0 F,[z]/(I)-ben. Ez ellentmondés.

Tudjuk, hogy t = r és az x hatvanyok kozott ¢ = r darab kiilonb6z6 elem van

F,[z]/(I)-ben. Ebbél L < r adodik.

Legyen t' = ordg:(n). Masrészt x", 2", ..., 2™ Kkitevsi modulo r kiilonbozs-
ck ordp: (n) definici6ja miatt. Emiatt redukcio utan z', 22 z%,... 2" egy ¢’ elemid

részhalmazat alkotjak. Tehat ¢’ < L. [ |

15. Lemma. r megvdlaszthato gy, hogy alkalmas o, 3 > 0 konstansokra
aloan <L<r< 610g5n

teljesiiljon. Iqy igaz lesz, hogy
¢ = O(log’ n).

Bizonyitas. Valasszunk ¢ és T' értéket, célunk az lesz, hogy ordg:(n) > ¢ legyen,
tovabba r < T' is teljesiiljon.

ordp: (n) = 7 esetén r osztja n” — l-et. ordp:(n) <t esetén r osztja (n —1)(n® —
1)...(n""t = 1)(n' — 1)-et. Ha ordp:(n) < ¢ igaz lenne r = 2,3,5,7,11,..., pyr)re
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— azaz az Osszes T-t nem meghaladd primszamra — akkor []
(n—1)(n*=1)...(n"" 1 = 1)(n* — 1)-et.
Ez nem lehetséges, ha

g prim, ¢ < T 4 osztja

[T =2 =n">m-1)@-1)...(n"" =)' -1).

g prim, ¢ <T

Ez pedig igaz, ha t = alog®n és T = Slog’ n.
A fentiek alapjan valasztva r-et teljesiilni fog, hogy

(< L-221°g"L7\/fZ1 <T-v<élog’n. N
A fentiek alapjan készen vagyunk. {z+1,z+2,... 2+ p} elemei F,[z] kiilonb6z6

elemei, hiszen a halmaz ,el6vétele” el6tt biztositottuk, hogy p > p teljesiiljon. Igy
koztiik csak ¢ sok lehet hamis tanu és ¢ < p is igaz.
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