Algoritmuselmélet és bonyolultsagelmélet MSc hallgaték szamara

Nem-determinizmus

2017. Elsad6: Hajnal Péter

Definidltuk egy szamités bonyolultsdgat. Példaul egy L dontési feladat akkor
tartozott a P nyelvosztalyhoz, ha létezett egy ezt eldonté Turing-gép egy garanciaval,
hogy tetszdleges w inputon az output/dontés |w|-nak polinomjaként fiiggs lépésszamon
beliil megtorténik. Néha azonban nem akarjuk a teljes szamolast elvégezni. Beérjiik
azzal, hogy valahogy demonstralja/lattassa/bizonyitsa a gép, hogy w € L (feltéve,
hogy ez igy van).

Az eddig targyalt kiszdmithatosagi fogalom olyan volt, hogy ismert input esetén
egyértelmi volt, milyen konfiguracidsorozatot kivetve fut a gép. Az emberi agy nem
ilyen (gondoljuk mi). A gondolkozas/érvelés nem igy szamol.

1. Nem-determinizmus

Az eredeti kiszamithatosaghoz egy jelz6t tesziink: a definialt Turing-gép egy
determinisztikus gép. Vannak nem-determinisztikus gépek is. Az aldbbiakban a
nem-determinisztikus Turing gépekre két alternativ definiciot is adunk.

Definicié (l. valtozat). Hasonl6an mint a determinisztikus Turing-gépeknél, itt
is vannak szalagok, fejek, allapotok, stb. Mi most csak az egy munkaszalagos
valtozatot irjuk le. A nem-determinizmus az atmeneti fiiggvény leirasaban jelentkezik:

§: U XxIT xS —=P{, ., =} xT x{, ., =} x 9\ {0}.

Azaz a konfiguracio latott része fliggvényében nem egy update-szabaly adott,
hanem update-szabalyok egy nem-iires halmaza. Adott konfiguréciéra nem sziikségszertien
egy rakovetkezd konfiguracié adhaté meg, hanem rakovetkezd konfiguraciok egy
halmaza (az atmenetifiiggvény altal leirt halmaz mindegyik eleme egy-egy lehetséges
rakovetkezé konfiguraciot ad). Igy az w inputhoz tartozé futds nem meghatarozott
(idegen szoval nem-determinisztikus), azaz a ko(w) kezdSkonfiguraciobol tébb
lehetséges konfiguracio felé mehetiink. Igy egy ro(w)-ban gydkereztetett fa irja le a
gép lehetséges futasait.
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A nem-determinizmus megértéséhez nagyon fontos, hogy tisztdzzuk mikor is
szamit ki egy gép egy nyelvet.

Definicié. Ahhoz, hogy egy nem-determinisztikus gép egy nyelvet elfogadjon minden
inputon minden futasédnak le kell allnia.

Az w inputot pontosan akkor fogadja el a T nem-determinisztikus Turing-gép,
ha létezik ELFOGAD éllapotba vezets futdsa. Azaz w elvetése ekvivalens azzal,
hogy w-n minden futasa ELVET é&llapothoz vezet.

* * *

Definicié (Il. valtozat). Ebben az esetben egy plusz szalagunk lesz az input- és
munkaszalagok kozott, az tgynevezett tand/bizonyitas szalag. Ez a szalag csak
olvashato6 és a fej csak jobbra tud mozogni rajta. Az atmeneti fiiggvényt ugyanugy
definialjuk, mint a determinisztikus esetben, és a futas is determinisztikus lesz, azaz
w és T (a tantszalag tartalma) egyértelmiien meghatéaroz egy konfiguraciosorozatot:

Ko = Ko(w,T) = K1 — Ko — ...

c stz

Az alébbi dbra a II. nem-determinisztikus gép egy konfiguraciojanak , fényképe”.
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2. 4bra.

A probléma ismét az, hogy mikor mondjuk, hogy egy nem-determisztikus gép
elfogad egy L nyelvet. Ehhez sziikséges, hogy a gép minden w inputon tetszéleges
tanaszalag-tartalom mellett lealljon. Az w inputot pontosan akkor fogadja el egy
nem-determinisztikus Turing-gép, ha van olyan 7 tantszalag tartalom, amelyre a
futds ELFOGAD allapotba keriil.

Egy 7 tand soran az w inputon ELVET allapotba juthatunk. Ez nem jelenti
sziikségszerden, hogy az input rossz. Ha w € L, akkor a jelentése, hogy T egy rossz
valasztas/nem meggy6z6 tani. Emiatt gyakran a NEM-STIMMEL nevet adjuk az
ELVET allapotnak a nem-determinisztikus esetben. Az elvetés akkor torténik, ha
minden 7 tanuszalag-tartalom NEM-STIMMEL é&llapothoz vezet.

A két valtozatban egy lényeges kiilonbség, hogy az els6ben a nem-determinizmus
a futas soran ,szétszort”, az utolso 1épés el6tt sem meghatarozott a végss allapot.
A mésodik valtozatban a nem-determinizmus a 7 valasztasaval jelentkezik. Azaz
mindenek el6tt lerogzitjiik esetleges dontéseinket, alternativainkat. A futés ezekutan
determinisztikus lesz.
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Felmeriil a kérdés, hogy a nem-determinizmus ad-e plusz kiszamithatosagi erét.
Nem.

1. Tétel. Egy L nyelvhez akkor és csak akkor van olyan nem-determinisztikus
Turing-gép, amely L-et elfogadja el, ha L eldénthetd

Bizonyitas. Ha L eldonthets, akkor van olyan T (determinisztikus) Turing-gép,
amely L-et fogadjael. T felfoghato egy specidlis nem-determinisztikus gépnek, amely
ugyancsak L-et fogadja el.

Forditva tegyiik fel, hogy van olyan 7' nem-determinisztikus (II. értelemben)
Turing-gép, amely L-et fogadja el. Ekkor konstrudlunk egy determinisztikus T
gépet, amely szintén L-et fogadja el: B

Feltessziik, hogy T-nek egy munkaszalagja volt. T gépnek ketts lesz, amelybdl
az elsé a tanuszalagot ,,szimulalja”. Erre egy véges kiindulo-jelsorozatokat frunk fel,
amelyet egy ideig vizsgél a gépiink, majd a felirt jelsorozatot feliilirja a rakovetkezs
jelsorozatra. Az itt megjelend jelsorozat-sorozat az Osszes lehetséges tantszalag-
tartalom Gsszes lehetséges véges kezdgszeletét tartalmazni fogja. Errdl a felsorolasrol
feltehetjiik, hogy hosszban névekvs sorrendet kovet.

A T gép T-t szimuldlja, de a tanuszalag tartalmat az els6 munkaszalagrol
veszi. Ha onnan egy ,érintetlen” karaktert olvas, akkor a felsorolas véges tandjan
tilcsordult, a futas a rakovetkezd jelsorozatra tér at. Ha a szimuldlas nem tapasztal
tulesordulast, akkor ELVET /ELFOGAD7 allapotot ér el. Barmikor lesz egy olyan
munkaszalag-tartalom, amikor T szimulalas kozben nem tapasztal tilcsordulast és
T elfogad6 allapotéaba keriil, akkor 7' is elfogad. Ha egy adott hosszban az elsé
munkaszalag Osszes lehetséges tartalma olyan, hogy nincs tilcsordulds és T' futasa a
NEM-STIMMEL éllpotba vezet, akkor T elvet. B

Konnyt gyakorld feladat annak igazolésa, hogy a fent leirt T' determinisztikus
gép ugyanazt nyelvet ismeri fel mint 7. |

2. Nem-determinisztikus nyelvosztalyok

Az aldbbiakban a nem-determinisztikus szamitason alapuld nyelvosztalyokat vezetjiik

be. A nem-determinizmus kétféle valtozata koziil barmelyikre alapozhatjuk definicidinkat
(agy, hogy ugyanahhoz a nyelvosztalyokhoz jussunk). Mi a masodik (taniszalagos)
szemléletet kovetjiik.

Definicié. Legyen T egy II. értelemben vett nem-determinisztikus Turing-gép.
Ekkor TIME(w,7;T) és SPACE(w,7;T) a determinisztikus eset lemasolasaval
definialhato.
Legyen

min{ TIME(w, 7;T) : ahol 7 olyan, hogy w-n
NTIME(w;T) = T ELFOGAD allapotba jut}, w € L,
min{ TIME(w, 7;T) : ahol T € ¥*}, w¢L.
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Azaz az elfogadd futasok kozil a ,legzsenialisabb” tantszalag-tartalom szabja meg
az id6 korlatot.

min{ SPACE(w, 7;T) : ahol 7 olyan, hogy w-n
NSPACE(w;T) = T ELFOGAD allapotba jut}, w € L,
min{ SPACE(w, 7;T') : ahol 7 € ¥*}, w¢ L.

Ezekutan a nem-determinisztikus osztalyok definicioja méar értelemszer.
Definicié.

NP = {L : létezik olyan T nem-determinisztikus Turing-gép, ami L-et fogadja el
létezik olyan i € N, hogy minden w-ra NTIME(w;T) < |w|* + 4.}

NEXP =

{L : létezik olyan T nem-determinisztikus Turing-gép, ami L-et fogadja el

létezik olyan i € N, hogy minden w-ra NTIME(w;T) < 2'“'“”_}

NL =
{L : 1étezik olyan T' nem-determinisztikus Turing-gép, ami L-et fogadja el
létezik olyan i € N, hogy minden w-ra NSPACE(w;T) < ilog(|w|+1).}

NPSPACE =

{L : létezik olyan T nem-determinisztikus Turing-gép, ami L-et fogadja el
létezik olyan i € N, hogy minden w-ra NSPACE(w;T) < |w|* + 1.}

NEXPSPACE =

{L : létezik olyan T nem-determinisztikus Turing-gép, ami L-et fogadja el

létezik olyan i € N, hogy minden w-ra NSPACE(w;T) < 21t}

[smét megjegyezziik, hogy definidlt osztalyok robusztusak, ha a Turing-gép

c sz

A fenti definiciokat a nem-determinizmus 1. véltozatara alapitva is bevezethettiik
volna.

Eszrevétel. A determinisztikus osztalyok zartak a komplementélasra. Példéaul, ha
L €r P, akkor L = ¥* — L is P-hez tartozik. Az allitas bizonyitasahoz legyen T az
a Turing-gép, amit T-bdl az alabbi egyszerti valtoztatassal kapunk: Az atmeneti
fiiggvényt ugy irjuk at, hogy ha T-nél az ELFOGAD allapotba vezet, akkor T
(minden més megtartasaval) az ELVET allapotba jusson. Illetve forditva. Ezzel
T pontosan a T  altal elvetett inputokat fogadja el. Azaz a kiszamitott nyelv a
komplementer nyelv lesz. Ekozben w inputhoz ugyanolyan hosszi futas tartozik
(s6t a konfiguraciok sorozataban csak az utolsé konfiguraciok kiilénboznek, azok is
csak az allapotban). Specidlisan a munkaszalag tartalma T és T futésénal ugyanazok
lesznek. Azaz T és T bonyolultsaga ugyanaz lesz.
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A fenti észrevétel a nem-determinisztikus esetben tévolrél sem nyilvanvalo,
s6t altalaban nem is igaz. Ha egy nem-determinisztikus osztaly mégis zart a
komplementélasra, akkor annak igazolasa nehéz lehet. Emiatt a kdvetkezd definiciok
jogosak.

Definicié.
co NP ={L: L& NP},
co NEXP ={L: L € NEXP},
coNL={L:LecNL},
co NPSPACE ={L : L ¢ NPSPACE},
co NEXPSPACE ={L : L € NEXPSPACE},

3. Osszefoglalas

T6bb id6, tobb nyelv. Tobb tar, tobb nyelv. A nem determinizmus ereje tobb nyelv.
Ezen allitasok nyilvanvaloak a definiciokbol (amennyiben a ,,t6bb” azt jelenti, hogy
legalabb annyi). Az is természetes, hogy korlatozott idé korlatozott tarfelhasznalast
is jelent. FEzek alapjan az eddigi nyelvosztalyokrol a kovetkezs tartalmazasok

nyilvanvalok:
NL C NP C NPSPACE C NEXP C NEXPSPACE
Ul Ul Ul Ul Ul

L C P C PSPACE C EXP C  EXPSPACE

4. Szép id6- és tarfliggvények

Definicié. Egy t(n) : N — N fiiggvényt szép idsfiiggvénynek nevezziik, ha van olyan
Turing-gép, hogy minden n hosszi inputon pontosan t(n) ideig fut.

Definicié. Egy s(n) : N — N fiiggvényt szép tarfiiggvénynek nevezziik, ha van
olyan Turing-gép, amely minden n hosszi inputon ledll és pontosan s(n) mezdt
érint a munkaszalagon.

A fentiek technikai feltételek. Azonban az eddig hasznalt fiiggvények mind
szépek. (Példaul idS esetén a polinom fiiggvények, 27, vagy tar esetén [log,n|
is.)

A fenti szépség hasznat néhany példaval vilagitjuk meg.

Példa. Feltessziik, hogy t(n) szép idsfiiggvény. Legyen T egy tetszbleges Turing-gép.
Legyen w egy tetsz6leges n hosszu input.

w-t atmasoljuk egy munkaszalagra, majd a szemek /kezek balra visszamennek (2n
idg). Innen parhuzamosan szimulaljuk a 7" gép futasat és a munkaszalag segitségével
egy t(n) szépségét mutato W gépet. A T gép ELFOGAD/ELVET allapota leallitja
gépiinket. W leallo allapotat CSOROG-nek nevezziik. W-re tgy gondolunk mint
egy orara. A CSOROG allapot az egész gépet leallitja. Igy az uj gépiink garantaltan
2n+t(n) id6ben ledll (t(n) + 2n és t(n) nagysagrendileg megegyezik). T szamitésait
elvégzi, ha azok a t(n) id6ébe beférnek.
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Példa. Feltessziik, hogy s(n) szép tarfiiggvény. Legyen T egy tetszbleges Turing-gép.
Legyen w egy tetsz6leges n hosszu input.

El6szor szimulaljuk az s(n) szépségét mutatéo W gépet. Majd a hasznalt
mezbket feliiltirjuk egy tires jellel és mogéjiik tesziink egy EDDIG karaktert.
Ezekutan elkezdjiik a T' gép szimulélasat. Ha az EDDIG karaktert olvassuk, akkor
leallunk SOK-MEMORIA allapottal. A T gép ELFOGAD/ELVET allapota leéllitja
gépiinket. Igy az 1j gépiink garantaltan 1 + s(n) tarat hasznal (s(n) és s(n) + 1
nagysagrendileg megegyezik). Az 0j gép T szamitésait elvégzi, ha azok a s(n) tarba
beférnek.

Példa. Legyen T egy nem-determinisztikus gép, amely ¢(n) idGigényt és az L nyelvet
szamolja ki. Ennek lehet sok olyan futasa lehet, aminek idejérsl nem tudunk semmit.
A fenti példa alapjan HA t(n) szép, akkor feltehets, hogy gépiink minden futésa
t(n) =~ t(n) + 2n lépés alatt megall. A leéllitott futdsok nem valtoztatjak meg
az elfogadott nyelvet. Az id6bonyolultsigi feltétel miatt w € L esetén lesz olyan
EIFOGAD allapothoz vezets futas, ami CSOROG el6tt végetér. Azaz a szimulalo
gép is ,,észleli” ezt.

Példa. Legyen s(n) egy szép tarfiiggvény. Legyen T egy s(n) tarigényti gép. Ekkor
elérhetjiik, hogy gépilinknek pontosan kétféle ledllo konfiguracidja legyen:

Futtassuk T-t. A szamitas végén azonban ,tartsuk meg magunknak” az
eredményt és az ELFOGAD/ELVET allapotok bejelentése elstt toroljik le a
munkaszalagot s(n) hosszban (a szépség miatt ez kénnyen megtehets). Minden
szem/kéz mozogjon balra. Ezek utan érjiik el a kiszamitott eredménynek megfelels
leallo allapotot. Kétféle leallo konfiguracionk (,,fénykép” a géprdl) lett és természetesen
géplink ugyanazt szamolja ki mint az erdeti.

Megjegyezziik, hogy a szép idéfiggvényt (legyen W az ezt bizonyité Turing-gép)
tarkijelolésre is hasznélhatjuk. w atmésolasa utan W szimulécidja mellett a tobbi
munkaszalagon a balra allitott szem /kéz folyamatosan jobbra haladjon a CSOROG
allapotig. Ekkor az dtméasolt inputon tuli munkaszalagokon pontosan t(n) mezé lett
kijelolve.

5. Tovabbi tartalmazasok bonyolultsagi osztalyok ko-
zott

Célunk a kovetkezd tartalmazési lanc belatéasa:

2 1 2
LoNLEP e NPEPSPACE c NPSPACE CEXP c NEXP.

Megszamoztuk a még bizonyitatlan tartalmazasokat. Az aldbbiakban belatjuk
ezeket. Célunk azonban nem a minél rovidebb indoklas, hanem az eredmények
Osszefoglalasa és a kés6bbi modszerek bevezetése.

Eszrevétel 0.a. TZME(t(n)) C SPACE(t(n)).

Valoban, az idgkorlat korlatozza azt, hogy a munkaszalag szem/keze milyen
messze tud elmozogni.

Eszrevétel 0.b. (i) TIME(t(n)) C NTIME(t(n)).
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(il) SPACE(s(n)) C NSPACE(s(n)).

Valoban, a determinizmus felfoghaté, mint a nem-determinisztikussig egy
specialis esete.

Eszrevétel 1. N'TZME(t(n)) C SPACE(t(n)), ahol t(n) szép idsfiiggvény.

Bizonyitas. Legyen L € NTZIME(t(n)). Ekkor megadhaté ezt bizonyité T
tanuszalagos Turing-gép (azaz T' az L nyelvet fogadja el és minden w inputra ¢(|w|)
az id6bonyolultsaga. Ezt a tovabbiakban L €r NTZME(t(n)) jeloléssel irjuk le.

Az allitas bizonyitasahoz megadunk (7-re alapulva) egy T' egy determinisztikus

Turing-gépet, amely ugyanazt a nyelvet fogadja el és tar korlatja ¢(n) lesz. Ehhez
megtartjuk T lefrasahoz sziikséges munkaszalagokat és hozzadadunk egyet, amely a
tana szalag szerepét tolti be és még egyet, ami egy ora szerepét tolti be (t(n) szép
id6fliggvény). Persze az 4j gép a nem-determinisztikus gépek ,zsenialitasat”/tippel
tulajdonsagat nem birtokolja. T mitkddésének lefréasahoz megadjuk, hogyan néz ki
egy futasa. Ebbdl az atmenetifiiggvény (formalis leirdsa) kiolvashato. Feltessziik,
hogy az inputunk hossza n.
Inicializalé fazis: A tanuszalag szerepét betoltd munkaszalagon kijeloliink ¢(n)
szamu mez6t, melyet egy ['-beli specialis hatéarolojellel lezarunk. Ez egy csak erre
a célra hasznalt karakter. Ezen karakter olvasésakor tudjuk, hogy a tar korlat
betartasa mellett nem léphetiink jobbra. (t(n) szép idéfiiggvény, azaz vehetiink egy
orat, ami t(n) lépés utan ,csorog” (és persze ujra felhizhato). Ennek segitségével a
tarteriilet kijelolése konnyen megoldhato: a munka szalag felett a csorgésig jobbra
mozgunk.)

A tantuszalag szerepét betolté munkaszalagra felirjuk az els§ lehetséges ¢(n)

karaktert, ami egy tanu-kezdet lehet (t6bb karakterre nincs sziikségiink mert ¢(n)
idékorlatos gép nem tud tobbet elolvasni).
Szimulalo fazis: A T Turing-gép munkaszalagjainak megfelel§ szalagokon szimu-
laljuk T' futasat az els6 tanun ¢(n) ideig. A szimulacio vagy ELFOGAD, vagy NEM-
STIMMEL é&llapottal ér véget, vagy letelik az id6/kifutunk a ¢(n) id6bél. Ez utobbit
is a tesztelt tana elvetéseként (NEM-STIMMEL éallapot) fogjuk fel.

Ha a szimulacio ELFOGAD alapotba jutott, akkor mi is ELFOGADjuk az
inputot, T" is ledll. Ha NEM-STIMMEL é&llapotba jutott, akkor a tantu szalag
szerepét betolts szalagon a kovetkezs lehetséges t(n) hosszt tantukezdettel irjuk feliil
eddigi tartalmat. A tobbi szalag tartalmét letoroljik. Megismételjiik a Szimulalo
fazist.

Ha a kovetkezd tanu-kezdet generdldsa nem lehetséges, mert az Osszes tanu-
kezdetet teszteltiik (a tantuk kimertiltek), akkor ELVET allapottal leallunk.

Ekkor a kovetkezs két allitas egyszertien adodik az el6z6ekbol: T L-et szamolja
ki, tovabba T' tarigénye legfeljebb t(n). Ezzel az észrevételt igazoltuk. [

Ezzel specialisan adodott a (1)-vel jelolt tartalmazas.
A nem-determinizmus targyalasa el6tt lattuk, hogy

SPACE(5(n)) C Upen TIME (¢3MHloe(nt1))

Most ezt terjesztjiik ki a nem-determinisztikus esetre. A bizonyitas gondolatmenete
a késébbiekben fontos lesz.

Eszrevétel 2. NSPACE(s(n)) C %TZM(‘?(CS(")“Og("“)), ahol s(n) szép tarfliggvény.
ce
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Az észrevételt viszonylag gyorsan belathatnank. Mi egy lassabb utat valasztunk.
A modszeriink a késGbbiekben nagyon fontos lesz.

Bizonyitas. Legyen L €r NSPACE(s(n)). Azaz T (L. értelemben vett) nem-
determinisztikus Turing-gép, vagyis az atmeneti fiiggvény nem-determinisztikus, a
futas ,szétagazo’ lehet. T kiszamolja L-et és tarigénye s(n). T-r6l feltehets, hogy
leallaskor az input- illetve a munkafej a szalag elejére &ll, tovabba a munkaszalag
elsé s(n) karaktere iires (a gép leradirozza a munkateriiletét). Igy a leallaskor két
konfiguracié fordulhat els. Specidlisan elfogad6 futés soran tudjuk mi az utolso
konfiguracio.

Redukdlt konfigurdcio s(n) tarigényt 1. nem-determinisztikus Turing-gép esetén
adott w inputra nézve a kovetkez6 komponenseket tartalmazza: (1) input- és
munkafej pozicidja, (2) munkaszalag elsé s(n) karaktere, (3) a gép allapota.

Tulajdonképpen csak az inputszalag tartalmat és a munkaszalag garantaltan
olvasatlan/érintetlen részét takartuk le a (teljes) konfiguraciobol. A redukalt
konfiguraciok halmaza legyen V. Ekkor

VI<ar-(n+1)- 81"

A k konfiguraciobol természetesen kiolvashatoé a megfelels redukalt p = red(k)
konfiguracié. Ha ismert az w input, akkor megforditva is igaz: w és a p redukalt
konfiguracié meghatéarozza a k = konf(w, p) teljes konfiguraciot.

Definicié. Legyen T egy I. nemdeterminisztikus Turing-gép és w egy inputja. Ekkor
w1 & (T,w)-hoz tartozo redukalt konfiguraciok grafja. Ez egy iranyitott graf,
ahol a cstucsok halmaza a fenti V' halmaz, tovabba ub akkor és csak akkor él,
ha az konf(w,u) konfiguraci6 utdn az atmeneti fiiggvény megengedi a konf(w,v)
konfiguréciot.
Legyen V' specidlis eleme vy = red(ko(w)) a kezdd konfiguracié redukaltja.
Legyen v, az elfogadd leallasnak megfelel§ konfiguréacio redukaltja.

Megjegyezziik, hogy determinisztikus gép esetén is bevezethetdk a fenti fogalmak.
Ekkor a definialt iranyitott graf minden pontjanak kifoka 1 lenne.

A fenti definiciok megértése utan nyilvanvalo, hogy w € L pontosan akkor
teljesiil, ha BMT—ben létezik vgvy irdanyitott ut. Valoban: w € L ekvivalens elfogado
futas létezésével w-n. A futasok parbaallithatok a vyp-bdl induld irdanyitott utakkal.
Egy futas elfogado, ha a megfelel§ ut v-be vezet.

Terveziink egy T1(T') egy determinisztikus gépet, ami az w inputon kiszamitja a

w.T> Vo, V1 harmasnak a kodjat.

Ez egy érdekes lépés. Egy kiszamité Turing-gépet adunk meg. Azaz ennek
lesz az input- és munkaszalag mellett egy outputszalagja. Tessziilk ezt annak
ellenére, hogy allitasunk nylevekrdl, eldonté Turing-gépekrdl szol. A kovetkezd
allitas lényege, hogy a T, w mogott allo graf kiszamitasara munkaszalagon nagyon
kevés hely felhasznalasara van sziikségiink. A ,sporolasnak” ebben a pillanatban
nincs értelme. JelentGsége késébb lesz.

2. Lemma. T1(T) megvaldsithato gy, hogy determinisztikus tarigénye
ar(s(n) +log(n +1))

legyen.
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Bizonyitas. A megadott tar arra elegendd, hogy a munkaszalagon konstans szamu
redukalt konfiguracio kodjat irjuk le. Szamunkra két redukalt konfiguracioé szamara
kell hely. A futas elején kijeloliink két blokkot a munkaszalag elején, amik egy-egy
redukalt konfiguracié tarolasara szolgélnak (s(n) szép tarfiiggvény).

Az els6 blokkban felsoroljuk az Osszes lehetséges kodszot. Ezek a jeloltek
arra, hogy grafunk egy cstcsat kodoljak. Mindegyik jeloltnél eldontjiik, hogy
redukalt konfiguracio kodja-e. (Egy természetes kodolasi szabaly lerdgzitése utan
az a feladat konnyen megoldhat6.) Ha nem, akkor a kovetkezs jeloltre tériink
at. Ha igen, akkor atmaéasoljuk az outputszalagra, majd egy ‘.’ rakunk. Ezutén
fogjuk kiirni a ki-szomszédok sorozatat. A munkaszalag méasodik blokkjaban szintén
elkezdjiik a redukalt konfiguraciok felsorolasat. Ha a munkaszalagon z és y redukalt
konfiguraciok kodja szerepel, akkor eldontjiik, hogy x-bdl vezet-e él y-hoz. Az
inputszalagon ott van w, tovabbad a T Turing-gép — véges leirassal — ismert
szamunkra. Ezen részfeladat implementacidja ismét egyszerti. Ha azt kapjuk, hogy
vezet ¢l, akkor y-t az outputszalagra masoljuk Ha azt kapjuk, hogy nem vezet él,
akkor egybdl a kovetkezd y keresésére tériink. Ha az y kimeriil, akkor az kovetkezd
x keresésére tériink 4t. Ha az z-ek is kimeriilnek, akkor kiszamoltuk BMT kodjat.

vp és v1 kodjanak felirdsa az outputszalagra szintén konnyen megoldhatoé.

A részfeladatok megoldasat nem részleteztitk. Megvalositdsuk soran az adott
tarkorlatot nem kell tullépniink. |

Térjlink vissza a bonyolultsagi osztalyok tartalmazésanak bizonyitédsdhoz. L €
NSPACE(s(n)). Futassuk T1(T)-t w-n és rjuk le ava,vo,vl kodjat egy plusz
munkaszalgra. Ennek a determinisztikus eljardsnak a tarigényét el6bb becsiiltiik
és igy futasi ideje is legfeljebb 28r(s+og(+1)  fov a kiszamolt kodszo hossza is
legfeljebb 287 (s(m)+log(n+1))

Dontsiik el, hogy BMT—ben van-e vouy irdnyitott at. Erre szamtalan megoldas
létezik. A szélességi, illetve mélységi keresés modszere biztos szerepelt BSc
Algoritmuselmélet kurzusban. Az algoritmus Turing-gépen megvalosithato (73).
Futési ideje (kiilondsebb 6tlet nélkiil) polinomialis az input hosszéban.

T1(T) és T, egyiitt éppen az L nyelvet donti el és idgigénye 277 (s()+log(n+1)) g
adja a bizonyitandot. |

Eszrevételiinkbél a két (2)-vel jeldlt tartalmazas is adodik.

6. ElG6retekintés

A bizonyitott tartalmazasokat kiegészithetjik a nem-determinisztikus osztalyok
komplementer nyelveinek osztalyaival:

NL NP NSPACE
& <G O & \§
L P PSPACE EXP
O 2SN < < <
coNL co NP co NSPACE

Tovabbi Osszefiiggések is vannak:

NL = coNL,
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PSPACE = NPSPACE = coNPSPACE.

Ezeket az Osszefiiggéseket késébb igazoljuk.
Az is igaz, hogy az idg, illetve tarkorlat lényeges emelésével b&vebb osztalyhoz
jutunk:
L CPSPACE,

P C EXP.

Ennél tobb azonban nem ismert. Azt a kérdést, hogy ,,A P C NP tartalmazas
valodi, vagy egyenlGség all fenn?” sokan a XXI. szdzadi matematika kdzponti
probléméjanak tartjék.
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