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Folyam algoritmusok
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1. Ford—Fulkerson-algoritmus

A folyamok alaptételébsl adodik a kovetkezs séma:
Ford--Fulkerson-algoritmus

(I) Inicializalas: Vegyiink egy kiindul6 fy folyamot, példaul a fy = 0 folyamot
(minden élen 0 anyagmennyiség folyik).

(K) Keresés: Keressiink javito utat f-re. Ha nincs, akkor (S), ha talalunk, akkor

().

(J) Javitas: A mult heti lemma alapjan ,javitsuk” f-et. f « f Folytassuk a
(K) lépénél.

(S) Stop: Alljunk le, az aktualis folyam optimalis (maximalis értékii).

A Keresés 1épés az egyetlen algoritmikusan problémas lépés. Ez sem okoz nehézséget.
A kovetkez6 fogalom természetesen adodik:

Definicié. Legyen H egy halozat és benne egy f folyam. Definidlunk egy maradék
(rezidualis) R halozatot. R forras és nyelGje ugyanaz mint H-ban. A R grafja

legyen Br, mig 8 jelolje ‘H grafjat. Br ¢leit és kapacitasait a kovtekezSképpen
kapjuk: Minden olyan e = a6 € E(G) élre a kivetkezt végezziik el:

(i) Ha 0 < f(e) < c(e), akkor felvesziink egy e = b élet ¢(e) — f(e) kapacitassal,
tovabba felvesziink egy e, = o0 élet f (e) kapacitassal.

(i) Ha 0 = f(e) < c(e), akkor felvesziink egy e;” = ud élet c(e) — f(e) kapacitéssal.
(iii) Ha 0 < f(e) = c(e), akkor felvesziink egy e, = vt élet f(e) kapacitassal.

Eszrevétel. Az f folyam 8—beli javito utai és a 8r—beli irdnyitott st utak kozott
egy nyilvanvalo bijekcio van.

Valoban, egy G-beli J javito ut esetén az e € Fg,..(J) élekre az e éleket, mig a
e € Fua(J) élekre az e, éleket véve egy iranyitott utat kapunk G ,-ben. Forditva:

Legyen P egy iranyitott st ut 8r-ben. Ekkor minden €S élére véve (e € E(a),
e € {+,—}) élre véve az e ,Gs ¢élt” egy javito ut élhalmazat kapjuk.

Azaz a keresés 8T konstrukci¢javal és ebben egy iranyitott it keresésével megoldhato.
Az atalakitott probléma ,, mindkét komponense” egyszerti.

1. Tétel. Legyen H egy hdlozat, amelyre c, fy : E(a) — Q.. Ekkor a Ford—
Fulkerson-algoritmus véges lépésben megtaldlja az optimadlis folyamot.
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Bizonyitas. cskalazasa (skalarral valo szorzasa) a problémat és az algoritmus futasat
nem befolyasolja. Igy feltehetjiik, hogy ¢, fo : E (g) — 7.

Az algoritmust futtatva az aritmetika sosem 1ép ki az egészek korébol. (Bele kell
gondolnunk: a kezdeti szamokbol az eljardsunk csupéan, kiilonbségeket, Osszegeket
képez, minimumot vesz.) Igy specidlisan minden javitas is legalabb 1-gyel noveli a
folyamértéket. Ez garantalja az algoritmus leallasat. |

Erdemes megfogalmazni a tétel egyszeri kovetkezményét is.

2. Tétel. Legyen H egy hdldzat, amelyre c : E(a) — Zy . Ekkor H-ban van egy
fopt E(B) — Z optimdlis folyam.

A tétel csak egy olyan optimaélis folyam létezését allitja, melyben minden élen
egész anyagmennyiség folyik. Elképzelhetd, hogy vannak olyan maximalis értékd
folyamok, amikben egyes éleken nem egész anyagmennyiség folyik.

*

Azt is megjegyezziik, hogy a tétel nem kielégits:

Nem mond semmit arrél hany javitas sziikséges, azon tul hogy a javitasok szama
legfeljebb az optimaélis folyam értéke. Ez azonban hatalmas szdm lehet. Ha a folyam
kapacitasai k szamjegyi szamokkal adott, akkor az optimalis folyam értéke lehet
exponencialis k-ban.

Arrél se mond semmit az algoritmus mi torténik, ha elméletben futtatjuk az
algoritmust pontos valos aritmetikaval. A bizonyitas ekkor nem mikodik, a véges
leallas sem lathato. Ez valosdgos lehetdség. Elsfordulhat, hogy mindig ,,rossz” javito
utakat talalunk meg, egyre kisebb noveléseket ériink el és a novelt folyamok értékei
nem is konvergalnak az optimaélis értékhez.

Ennek ellenére a Ford—Fulkerson-algoritmus a legtébb folyam algoritmus keretét
adja.

2. Edmonds—Karp-algoritmus

Edmonds és Karp hozzajarulésa az volt, hogy az iranyitott st ut kerésését pontositottak
Ford--Fulkerson-algoritmus

(I) Inicializalas: Vegyiink egy kiindul6 fy folyamot, példaul a fy = 0 folyamot
(minden élen 0 anyagmennyiség folyik).

(R) A rezidualis graf: Epitsiik fel az Br reziduélis grafot.

(K) Keresés: Szélességi kereséssel keressiink iranyitott utat ar—ben. Ha nincs
ut, akkor (S), ha talalunk, akkor keressiik meg a benne szerepld élek Gseit és
hajtsuk végre az igy kapott Gsélek altal alkotott javito uttal (J)-t.

(J) Javitas: A malt heti lemma alapjan ,javitsuk” f-et. f «+ . Folytassuk a
(K) lépénél.

(S) Stop: Alljunk le, az aktualis folyam optimalis (maximélis értékii).
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Megjegyzés. A szélességi keresés egy fontos tulajdonsiga ha talalunk utat, akkor az
egyik legrovidebb st utat talalja meg. Azaz az Edmonds—Karp-algoritmus mindig
a legrévidebb javitd Gt mentén javit.

Az algoritmus lényege nem az, hogy a javito ut keresést pontosan leirta. Elméleti
jelentGsége van. Belatjuk, hogy (akar pontos valos aritmetikat végezve is) az algoritmus
véges sok javitas utéan ledll. S6t a javitasok szédma becsiilheté az alapgrafunk
méretének polinomialis fiiggvényében. Ezt nem tudtuk elvégezni a Ford—Fulkerson
algoritmus esetén.

Az Edmonds—Karp-algoritmus futasat fazisokra osztjuk. Analizisiink a fazisokra
bontott algoritmus strukturajat hasznalja.

Definicié. A futas elsé javitasa megnyitja az els6 fazist. Minden tovabbi javitas
esetén megnézziik, hogy megtalalt legrovidebb javito it hossza megegyezik-e az el6z6
javitas soran talalt legrovidebb javito ut hosszaval. Ha igen, akkor a fazist folytatjuk.
Ha a hosszban valtozés all be, akkor az aktualis fazis az el6z§ javitassal véget ért,
az 0j javitas egy 4j fazist kezd.

Az analizishez sziikségiink lesz még egy fogalomra.

Definicié. 8T—ben L; alkossa azon cstucsok halmazat, amelyek s-bél elérhetsk ¢
hosszt iranyitott uttal, de révidebbel nem. Specidlisan Ly = {s}.

0 legyen az a graf, amely csticsai Lo U L; U Ly U ... és élei az s-b6l induld
legrovidebb utak élei. Speciélisan 88 Osszes ¢le valamelyik L;-bél indul és L;1-be
vezet.

Megjegyezziik, hogy ezt a grafot a szélességi keresés ,kiszamolja”. Igazabol
ennek a grafnak a kiszamolasa a fontos, ha ez adott, akkor a legrévidebb st 1t
O(|V|) lépésben adodik: ¢-bél indulve folyamatosan keresiink egy ebbe vezets élt,
amin visszalépiink. Ezt ismételgetve s-be jutunk, megtalal’juk a keresett utat.
Megjegyezziik, hogy a teljes sz’elességi keresés koltsége O(|E| + |V ).

Most méar kimondhatjuk Edmonds és Karp tételét.

3. Tetel. (i) Az egymdst kovetd fazisok folyamdn a legrovidebb javitd it hossza
na.

(ii) Eqy fazison beliil 88 élhalmaza csokken.
El6szor kimondunk egy nyilvanvald kévetkezményt.

4. Kovetkezmény. Az Emonds—Karp-algoritmus futdsa legfeljebb |V| fazisbol dll.
Minden fdzis legfeljebb |E| javitdst tartalmaz. Azaz az algoritmus legfeljebb |V | - | E]|
javitds utan megtaldl eqy optimdlis algoritmust.

Specidlisan az Edmonds—Karp-algoritmus futdsi ideje O(|V||E]?).

ﬁ
A kovetkezmény nyilvanvalo hiszen |V |- | E|-szer kell felépiteni G-t és benne egy
szélességi keresést végezni. Ez utobbi feladat-par O(|V| + |E|) = O(|E|) 1épésben
elvégezhetd (feltessziik, hogy alaphalézatunk Gsszefiiggd).
A tétel bizonyitasa: (i): Egy javitas alatt taldlunk egy javito utat. Ez egy

iranyitott ut lesz G,-ban. Kiszamoljuk -t és az Gt minden élén megvaltoztatjuk
az ott folyd anyagmennyiséget. -t gy valasztottuk meg, hogy valamelyik élen a
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foly6 anyagmennyiség eléri a kapacitast, vagy lenullazodik. Az ilyen él(ek) az j er)
rezidualis grafhoz valo hozzajarulasa biztos csokken. Mas valtozés még az lehet, hogy
egy a javitd uton szerepelt él (amely G,-hez hozzajarult) mellé ellentétes irdnyban
megjelenik egy 1j él.

Nézziik az eredeti G, graf Lo, Ly, ... halmazait. A valtozas él eltiinés és L;-bdl
L;1-be vezets élek mellé egy elleniranyt él megjelenése. Ez a legrovidebb tut hosszat
nem névelheti. Igy (i) adodik.

(ii): A rezidualis grafban megjelend ellentétes él a fentiek miatt egy L;1-bdl
L;-be vezetd él lehet csak, ahol i +1 < ¢ (ahol t € L,). Ez garantalja, hogy az 4j

(?ﬁ, graf nem tartalmazhat més élt mint a korabbi. S6t az élfogyas is sziikségszerd ¢
valasztésa miatt. [ |

3. Dinic-algoritmus

Lattuk, hogy a szélességi keresés kiszamol egy C?i grafot. Ebben ott van a legrovidebb
st at, s6t ez O(|V]) id6ben ki is szamolhat6. Igazabol az ut mar a rezidualis graf
egy kisebb részében is ott van:

. . =%
Definicié. Legyen G; graf, amelyet azon élek adnak ki, amelyek egy legrévidebb St
uton szerepelnek.

Ezt is konnyen kiszamolhatjuk, ha egy szélességi kereséssel meghatarozzuk a C?;)
grafot. Majd ebben t-bdl indulva visszafelé végziink egy szélességi keresést.

Ebben a grafban a legrévidebb st 1t még egyszertibben kiszamolhato: s-bél
elindulva sétalunk elére. Sziikségszertien t-be jutunk egy legrévidebb titon. Ennek
koltsege O(|V]).

Dinic 6tlete a kdvetkezs: Tartsuk meg Edmonds—Karp algoritmusanak alapstruktarajat.
Egy fazison beliil azonban ne épitsiik fel mindent javitas utan a G, grafot a semmibdgl.

H
A fazis elején szamoljuk ki G grafot. A fazis soran ez a graf csokken. A csokkenést
tartsuk nyilvan.

%
5. Tétel (Dinic). Egy fazison belil a G} graf vdltozdsa O(|E|) kéltséggel nyilvantarthato.

Ezt a tételt az amortizacios analizis témakorben fogjuk targyalni.

Elénye nyilvanvalo: A |V|-|E| javito ut keresése az aktualis G grafokban |V ||E|-
O(|V|) lépéssel megoldhato. A G graf minden fazis elején O(| E|) 1épéssel felépithets
és az egész fazis alatt O(|E|) lépéssel update-elhets. A teljes folyam algoritmus
koltsége:

VIIE]- O(IV]) + [V] - O(|E]) = O([V[*| E]).

6. Tetel. Adott hdlézatban a Dinic-algoritmus O(|V|*|E|) lépésben megtaldlja az
optimdlis folyamot.
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