Algoritmuselmélet és bonyolultsagelmélet MSc hallgaték szamara
A Turing-gép fogalma

2017. Elsadé: Hajnal Péter

1. Szamitasi feladat formalizalasa, kodolas

A szamitasi feladat egy f : Z — O fiiggvény az inputok halmazabdl az outputok
halmazaba. Ezt formalizaljuk. Ehhez az Z/O halmazokat kodoljuk.

Definicid. X dbécé egy nemiires véges halmaz. Elemeire mint betik vagy karakterek
hivatkozunk.

Definicié. X dbécé esetén Y™ az n hosszu karaktersorozatok, méasképpen szavak hal-
maza. Y° egy egyelemi halmaz, egyetlen eleme az e iires (0 hosszti) sz6. ¥* a ¥
abécé-t hasznélo véges szavak halmaza, azaz X% = U2 3"

Az input/output kodolasa egy ¥ dbécé valasztésa és az input elemeinek azonosi-
tasa kodszavakkal, azaz 2* elemeivel.

A kodoléashoz elészor valasztani kell egy dbécé-t. Ekkor a ¥ = {0, 1} valasztashoz
is ragaszkodhatnank. Néha azonban technikailag egyszertibb lesz nagyobb abécé-vel
dolgozni.

Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy csak megszamolhato Z és O halmazok kodolhatok.
Azaz halmazelméleti okok miatt a valos szamok halmaza nem kodolhaté.

Példa. N egy kodolésa lehet a kévetkezs. Legyen 3 = {0,1}. Az x szam kodjat ugy
definialjuk, hogy felirjuk kettes szdmrendszerben. 0 — 0, 1 — 1, 9 — 1001, hiszen
9 = 10015. Ez egy-egy, de nem bijektiv leképezés N és {0, 1}* kozott: € és a 0-val
kezdsdé, legalabb kett6 hosszi 0-1 sorozatok nem kodszavak.

Példa. NT (a pozitiv egészek) egy kodolasa lehet a kovetkezs. Legyen ¥ = {0,1}. Az
x szam kodjat tgy definidljuk, hogy felirjuk kettes szdmrendszerben és a kezdd 1-est
elhagyjuk. 1 — €, 9 — 001, hiszen 9 = 1001,. Ez egy bijekcio N* és {0, 1}* kozott.
Ezt nevezziik N standard kettes szdmrendszerbeli bijektiv kodoldsdanak.

Példa. Persze a tizes szamrendszerben valo felirds is egy kodolasa N-nek. Ekkor
¥ =14{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. A tovabbiakban két lehet&ségiink van. Vagy minden
xr természetes szamnak egy kodjat definialjuk, a szokasost. Ekkor ¥* nem minden
eleme kodol inputot. 002017 példaul nem kodol inputot. Egy masik lehetség, hogy
minden szédmjegysorozatban a kezd§ 0-kat elhagyva a maradékot értelmezziik. Ekkor
egy szamnak tobb kodja is van. 2017,02017,000002017 kédok mindegyike ugyanazt
a szamot kodolja. Mindkét megoldas kérdéseket vet fel.

A Turing-gép fogalma-1



Adott ¥* egy eleme. Lehet, hogy nem kédol inputot? Ha igen, akkor mit tesziink?
Elvarjuk az algoritmust felhasznélétol, hogy az altala megadott jelsorozat garantal-
tan inputot kédoljon és az algoritmussal barmi torténhet, ha nem igy tesz. Esetleg
elvarjuk, hogy ebben az esetben az algoritmus jelezze, hogy ,rossz kod”.

Ha tobb koédja is van egy inputnak, akkor gyakran kijelolhetiink egy standard
kodot, amihez ragaszkodunk. Ha tobb kédja van egy inputnak, akkor elvarjuk-e,
hogy két kod esetén el tudjuk donteni, hogy ugyanazt az inputot kodoljak-e?

Ezekel a problémakkal nem foglalkozunk. A szokésos kddolasok olyanok, hogy
algoritmusaink a legnagyobb kovetelményt is konnyen teljesitik (esetleg kis tobblet
munkaval).

Példa. N kodolasa az ¥ = {1} abécé-vel is lehetséges: n kodja legyen n darab 1-es
(1™). Ezt N undris kddoldsdinak nevezziik.

Példa. Q szokésos kodolasaban X = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,/,—} A racionalis szé-
mot kodolo szvak egyetlen /7 jelet tartalmaznak, ami el6tt egy természetes szam
all (esetleg egyetlen — elGjellel kezdve), mig a tortjel utan egy pozitiv egész kodja
all. Ebben a kodolasban a ,,fél” racionalis szamnak 1/2 és 2017/3034 is kodja. 1/2/3,
12/0, —1/—2 nem kodolnak racionalis szamot (legaldbbis nem a fenti megallapodésok
alapjan).

* * *

A kodoléds utan egy szamitasi feladat egy f: X% — X* fiiggvény.
Példa (FAKTORIZACIO). Legyen ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,;,.}U{, } Input: egy
pozitiv egész szam tizes szamrendszerben felirva. Output: prim osztoéinak névekvd
listaja, mindegyik osztot multiplicitdsa koveti egy vesszével elvédlasztva, majd egy
pontos vessz6 koveti, kivéve az utolsé prim osztot és multiplicitasat, amit egy pont

kovet. Azaz:
24— 2,3;3, 1.

121+ 11,2.
43+ 43, 1.

2010 — 2,1;3,1;5,1; 67, 1.
2012 — 2,2:503, 1.
2013 — 3,1;11,1;61, 1.
2016 = 2,5;3,2; 7.
2017 — 2017, 1.
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Példa (FAKTORIZACIO). Legyen ¥ = 0,1. Az n input szamot kettes szdmrend-
szerben kodoljuk. f(w) legyen az w altal kodolt szam legkisebb primtényezsjének
kodja.

Példa (FAKTORIZACIO). Legyen ¥ = 0,1. Az input egy n,t szampar mondjuk
10 szamrendszerben kodolva (X = {0,1,‘} a szampar két elemének elhatarolasara
hasznaljuk a vessz$ karaktert). Egy bit szamitandé ki: Van-e n-nek olyan o osztéja,
hogy 2 <o <t

Talan zavaro, de sok FAKTORIZACIO problémat formalizaltunk. Ezek mind for-
malisan kiilonboznek, mégis mind ugyanazon matematikai problémat jelenitik meg.
Ezen tegytik tul magunkat. Ha az egyiket algoritmikusan kezelni tudjuk akkor stan-
dard tritkkkokkel (példaul rekurzio, binaris keresés) a tobbi is kezelhets. Ahogy az
egyik kezelését egy masik formalizalt FAKKTORIZACIO algoritmuséra ,, visszavezetjiik”
elhanyagolhat6 tobblet munkét végziink. Példaul, ha kettes szamrendszerbeli kodolas
esetén meg szeretnénk talalni a legkisebb primtényezét, és tudjuk a tizes szamrend-
szerbeli kddolasra vonatkozo problémat megoldé algoritmust, akkor csak kettes szam-
rendszerbeli koddal leirt szamunkat tizes szdmrendszerbe kell 4tirnunk, futtatni rajta
a 10-es szamrendszerbeli algoritmust, majd a tizes szamrendszerben leirt eredmény
at kell irnunk kettes szamrendszerbe. A két atiras , koltsége”/bonyolultsiaga nyilvan
nem szamottevs a legkisebb primtényez6 megkereséséhez képest.

Azért alahtzunk egy probléméat: A ¥ = {1} ,minimal abécé” is egy lehetség. Ez
azonban egy veszélyt rejt.

Az unarisan kodolt szam koénnyen felirhato példaul tizes szamrendszerben. For-
ditva — habér nem latunk nehézséget — mégis problémas a feladat. Az unaris felirds
hossza (ennek megfelelGen a felirashoz sziikséges 1d6 is) hatalmas. Példaul az {0, 1, 2,
...,n — 1} elemd halmaz els6 kodolasdban minden szam kodja legfeljebb O(logn)
hosszt. Béarmilyen nagyobb adbécé-t valasztunk ennél nagysagrendileg jobb kodolast
nem talalhatunk. (Az abécé novelése csak konstansszorosara ,,nyomja ssze” a kodo-
kat.) Az egyelemt abécé viszont rossz, ebben legalabb n—1 hosszu kodszo is sziikséges
barmit tesziink. Az unéaris atiras (algoritmikus probléma nélkiil is) exponencialis id6t
kovetel. Ha valaki a FAKTORIZACIO inputjat unarisan kodoltnak tételezi fel csal,
megtévesztheti a johiszemi olvasot.

*

Egy kodolas utan beszélhetiink az input méretérdl, az input jelsorozat karakterei-
nek szama, az input hossza.

Példa. N standard kodolasaban n kodjanak hossza [log, n|. N unaris kodolasaban n
kodjanak hossza n.

Példa. Legyen G egy egyszert graf a V = {1,2,..., v} cstcshalmazon. Kodolasédhoz

legyen © = {0,1}. G kodjanak hossza () lesz (az ilyen alakd szamokat nevezziik
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hdromszdgszamoknak). A kod pozicioi V' kételemii részhalmazaival vannak azonositva.

Egy karakter/bit azt kodolja, hogy a megfelels két csiics Gssze van-e kotve. Mivel 2(3)
a kodolando objektumok szama és |X| = 2 ezért rovidebb kodszavakkal dolgozva nem
is lehetséges az Gsszes v cstcsu egyszeri graf kodolasa.

Példa. Legyen G egy e éli egyszert graf a V = {1,2,...,v} cstcshalmazon. Ekkor
kodja lehet, hogy V' elemeit felsoroljuk és mindegyikhez kettGspont utan felsoroljuk
szomszédait (amelyek sorat pontosvesszével valasztjuk el és ponttal zarjuk le). Azaz
¥ ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,0,;,.}. Példaul egy kodolt graf 1:2;4.2:1.3:1;54:1.5:
3. A graf kodjanak hosszat feliilrsl becstilhetjiik (v + 2e)([logyo|v + 1)-gyel. Nagysag-
rendileg témorebb koédolast nem is remélhetiink, hisz a kodolandé objektumok szadma

(G)y.

*

Ki kell emelniink a szamitasi problémék egy fontos esetét, a dontési problémakat.
Ekkor egyetlen bitet szamolunk ki (fiiggvényiink két értéki). Azt is mondhatjuk (ez
igy szokas) hogy egy inputot vagy elfogadunk vagy elvetiink. Tehat egy eldontési
probléma azonosithatd X* egy részhalmazaval, az elfogadandé inputok halmazéval.

Definicido. A szavak egy részhalmazat nyelvnek nevezziik. Azaz egy nyelv: L C X*.

Osszegezve: Egy dontési probléma leirhato egy L C ¥* nyelvvel. Illetve a nyelv
értelmezhets, mint a ,,hozzéatartozik-e” déntési probléma.

2. Az algoritmus matematikai fogalma

Az algoritmust egyelére nem formalizaltuk, de megmelitiink két kiilonb6z6 szemléle-
tet.

Az algoritmusok véges modon leirhaté (mondhatjuk azt is hogy kodolhatok). Ilyen
kodokat lathatunk algoritmuselméleti konyvekben vagy mas tankonyvekben, ahol al-
goritmusokat ismertetnek.

Emellett van egy dinamikus kép is (gondoljunk egy filmre, ami azt mutatja, hogy
két haromjegyd szam esetén szorzatukat kiszamoljuk): Az id6 telésével a papirunkon
szamok jelennek meg, egész a szamitas végéig szervezziink munkateriiletiinket, amikor
is leallunk (példaul az eredmény kétszeres alahtizasaval jelezve a szamitas végét).

A tankdnyvben leirt eljarast akkor értettiik meg, ha képesek vagyunk futtani azt
kiilonb6z6 inputokon. Illetve, ha jol begyakoroltunk egy algoritmust és a matematikai
és nyelvi kifejezés egy érettségi szintjét elértiik, akkor képeseknek kell lenniink vala-
milyen tankonyvi leirasat adni az eljarasunknak. A statikus és dinamikus szemlélet
egyiitt jar. Azért életiink/matematikai tanulmanyaink soréan a dinamikus képpel ta-
lalkozunk el6szor. Ez az az ut, amit az alapmiiveletek elvégzésénél az altalanos iskola
els6 osztalyaban mindenkivel kovettetnek.
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*

Az algoritmus matematikai fogalma a XX. szazad els6 harmadaban alakult ki.
Egyik 6sztonzdGje a logika fejlgdése, illetve Hilbert nevezetes problémai koziil a tize-
dik volt. Ebben azt kérdezte Hilbert, hogy van-e olyan algoritmus, ami egy adott
egészegyiitthatos polinomrol eldonti, hogy van-e egész gyoke (Diophantikus széamel-
mélet alapprobléméja). A valasz, mint késébb kideriilt: ,nem”. Ennek igazoldsa mar
lehetetlen az algoritmus fogalméanak matematizéalasa nélkiil.

A probléma érdekes. Az algoritmus/eljaras szavak részei mindennapi szohasz-
nalatunknak, de a matematikaban nincsenek értelmezve. Egy definicié megadasa,
akkor sikeres, ha a matematikus tarsadalom tobbsége rabolint: ,elfogadom korrekt
definiciénak”. Az a pillanat, amihez ezt kotik az Church egy 1935. aprilis 19-én tartott
el6adasa az Amerikai Matematikai Téarsulat egy talalkozojan. A felhivéast, hogy az
Church-tézisként hivatkozzék.

Erdekes megjegyezni, hogy a tézis bejelentését megelézte egy Godelhez irt levél.
Godel a matematikai logika megkérddjelezhetetlen oridsa volt, aki sizntén aktivan
fogllakozott a kérdéssel. A Church levelében leirt kiszamithatosag fogalmat Godel
nem fogadta el. Az 1935-06s valtozat ennek modositdasa volt, Church kotni tudta
sajat fogalmét Godel probalkozasaihoz. De a tézisben megfogalmazott indokokat a
matematikai ,,egyezséghez” Godel nem tartotta kielégitének.

Az igazi attorést Turing egy 1936-os cikke okozta. Ebben egy 1j definiciot fogal-
mazott meg. Ezt mér széles korben elfogadtdk mint a kiszamithatosag/algoritmus
fogalma.

Késébb a kutatok belattak, hogy Turing, Church, Godel és masok probalkozasai
mind ekvivalens fogalomhoz vezetnek. A tézist mind a mai napig elfogadjak.

Ennek ellenére, ha valami technolégiai attorés torténik, amely gyckeresen atala-
kitja a mindennapi képiinket a szamitas fogalmarol, akkor a tézist Gjra kell értékelni.
Példaul a kvantum szamitdégépek megvaldsitasdnak elméleti lehet&sége is felvetette
a tézis vizsgalatat. Erre azonban nem volt sziikség, kvantum gépekkel is ugyan-
azon fiiggvények lesznek kiszamithatok (amennyiben technologialilag megvalositha-
tok), mint klasszikus gépekkel.

*

c stz

sebben probalja az algoritmus fogalmat megragadni. Ez az algoritmus fogalom a
dinamikus szemléletét irja le. A fogalaom a Turing-gép, amely konfiguracié egy soro-
zatdn athaladva hajt végre egy algoritmust. A Turing-gép definicidja tobb definicid
ereddje lesz.

Definici6 (KONFIGURACIO). Turing-gép egy konfiguraciojat irjuk le. Ennek , fizikai”
részei: inputszalag, munkaszalag, outputszalag, fej. A szalagok mez6k sorozatat tar-
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talmazzak. A tszalag mez6i {M!}2, (azaz M[(E*" az inputszalag 100 indexti/101-edik
mezGje, Mi*e o munkaszalag elsé/0 indext mez&je). A mezsket tgy kell elképzelni
mint egy négyzethélos papir egy sorat, amelyik jobb irdnyban végtelen. A mezdk
tartalma egy-egy karakter. Az input- és outputszalag mez6i a feladat kédolasdhoz
hasznalt 3 dbécé elemeit tartalmazzak. Az outputszalagra a kiszamolt f(w) € X* ke-
riil a szamitas soran. Ezen id6ben az output szalag mezdin egy (1)) ~— iires/érintetlen
karakter is szerepelhet Y elemei mellett.

A munkaszalaghoz egy I' abécé-t hasznalunk, emellett itt is szerepelhet az érin-
tetlen karakter.

A fentiekben leirt karakterektdl kiillonbozé ,hatarolojeleink” is vannak: > és <.
Ezek a szalagok ,hatarmezsinek” ,,bevésett” tartalma (lasd késsbbi formaélis leirés).

A fej a Turing-gép szalagaival szemmel, illetve kézzel kapcsolodik. A | szem” egy
mez§ értékét olvassa, a kéz a latott mezdt irhatja felill. A gépnek egy input-, munka-
szemmel, munka-kézzel és output-kézzel rendelkezik. Ezek helyzetét az irja le, hogy
melyik mez6 felett helyezkednek el. Azaz mindegyik szalaghoz tartozik egy-egy pozi-
ci6, amit a fej kontrolal (az inputszalag esetén ez az input-szem altal latott mezd, a
munkaszalag esetén ez a munka-szem &ltal latott és egyben a munka-kéz altal irhato
mezs).

A fejnek van egy bizonyos allapota. A lehetséges allapotok egy S véges halmazt
alkotnak (S elemeit allapotoknak hivjuk, S az allapothalmaz)

A konfiguricié tehat egy n hosszi input mellett egy hetes:

<{Miinput ;1:—%01’ {Mimunka}lgio’ {szutput};oioa pinput’ pmunka’ poutput’ S),

ahol Ménput — Ménunka — Mooutput = b, M:jﬁolut = q, pmput c {0,1’2’_“,n + 1}’
pmunka poutput cN.se S
Y ) *

A mellékelt rajzon egy vizualizacidjat adjuk a Turing-gép egy allapotanak.

[>[oJof1]1]o[1]o1]0]1][1[<]

Slalvlalw[e[a]' [5]5]5]al ][ J_]_[ - -

(>folafof1 [ f SN NS A - -

1. abra. Egy képzeletbeli gép képzeletbeli allapota

Megjegyzés. Néhany fontos megallapitast kell tenniink:
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1) A fej a konfiguracionak csak egy sziik részét ,latja”. Ez a két szem altal latott
mez$ tartalma és az allapota (azaz (X U {>,<}) x (U {>,—}) x S egy eleme).

2) Az inputszalag funkcioja csak az input tarolasa. Ezt olvashatjuk az inputszem-
mel, de nem irhatjuk feliil. Azt mondjuk az ,,inputszalag csak olvashato”.

3) A munkaszalag a ,,munka helye”. Ide kertilhetnek, , feljegyzések”, | részeredmények”,
,részletszamitasok”. Ezt a részét a konfiguracionak irhatjuk, ,,radirozhatjuk” Az
algoritmus a munkaszalagot csak lokalisan irja feliill. Csak a munkaszalag lat-
hat6 mezdjére (aktualis poziciojaba) lehet frni. A munkaszalag tartalmat a
munkaszem latja. Azt mondjuk az ,,munkaszalag olvashato/irhato”.

3) A szemek (és veliik a kezek) mozgasa ,folytonos”. Ez alatt azt értjiik, hogy
mindegyik szalagon az 1j pozicié legfeljebb 1-gyel tér el az el6z6t61.

5) Az outputszalag funkcidja csak az output leirdsa. Ezt a kovetkezs megallapo-
dassal garantaljuk: Az outpuszalagra akkor irunk majd, ha a kéz egyet jobbra
mozdul. Mas mozgast nem is engedélyeziink. Azt mondjuk az ,outputszalag
csak frhato”.

6) A hatarolo jelek (> és <) szerepe a szemek/kezek szalag folott tartasa.

A fenti megjegyzések alapjan egy konfiguracié valtoztatasat egy egyszeri fiiggvény
irja le.

Definici6 (ATMENETIFUGGVENY). Egy Turing-gép dtmenetifigguénye egy
d:(BU{p,ah) x (TU{p,—}) xS —={B,.,J} xI'x{B,,J} x ({{}UX) xS.
fiiggvény.

Az dtmenetifiiggvény értelmezési tartomanya az 1) megjegyzés alatt leirtakat for-
malizalja.

Az atmeneti fiiggvény értékkészletében minden értéknek 6t komponense van. Ezek
rendere a kovetkez6t irjak le:

(3]

(i) input-szem mozgasa (‘B’= bal szomszédra ugras,
szomszédra ugras),

= maradas, ‘J° = jobb

(ii) munka-kéz altal leirt karakter (a nem irds a mar ott 1évé karakter ujrairésa),

(iii) munka-szem mozgésa (ami egyben a kéz mozgasa is lasd az input-szem mozga-
sara vonatkozo magyarazatot),

(iv) az output-kéz mozgasa és irasa egybeolvasztva (a kéz vagy marad és nem ir (.),
vagy jobbra mozog és ir egy karaktert (X egy eleme)),
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(v) az uj konfiguracioban a fej allapota.

Az értelmezés utan egyszerd gyakorlat x-bol kiolvasni a konfiguracio ,latott részét”,
venni az atmeniti fliggvény ezen felvett értékét és ez alapjan modositnai k-t. Az igy
kapott konfiguracié k konfigurdcid k rdkovetkezdje. A formalis leirast az olvasora
bizzuk.

Megjegyzés. Korabbi megjegyzéseink feltételként szolgalnak az atmeneti fliggvényre.
Peéldaul a 6) megjegyzést kiilon feltételek fogalmazzak meg:

e Azaz §(>, karakter, ST AT E)-nek olyan értéknek kell lenni, hogy els6 koordina-
taja nem B.

o Azaz (<, karakter, ST AT E)-nek olyan értéknek kell lenni, hogy els6 koordina-
taja nem J.

o O(karakter,>, ST AT E)-nek olyan értéknek kell lenni, hogy harmadik koordina-
taja nem B, masodik koordinataja lényegtelen mert a hatarolé jel nem irhato

feliil, a rakovetkezd konfigurdcioban a munkaszalag tartalma ugyanaz lesz mint
korabban.

A teljes feltételrendszer felirasat nem végeztiik el. Mindenki megteheti, aki ugy
érzi, hogy a formalizalas segiti megértését.

Lefrunk egy specialis w inputhoz tratozo konfiguraciot. Ebbdl a konfiguraciobol
indul az w inputhoz tartoz6 szamitas.

Definici6 (KEZDOKONFIGURACIO). Az w € ¥" inputhoz tartozo kezdSkonfigu-

c stz

egy specialis allapot (a szamitas kezdetét jelzd allapota gépiinknek) és legyen — egy
specialis eleme I'-nak (az iires karakter). Legyen

Ko (w) _ <{M;nput ?:-5—01’ {]\41'7711”1]«1}(Z?io7 {MiOUtPUt}?iOJ pmput’ pmunlm’poutput7 S>,

; t tput ] t ; t .
ahol M :tj\{gnunka = Mg"™ = o, MU = 4, M™M= wi (i = 1,2, ,m),
Mimunka _ Miou put (l c N+), pmput — pmunka — poutput — O, s=START.

Ezekutan mar természetes az algoritmus futasanak dinamikus képét leirni.

Definicié (FUTAS). Legyen {x,}2°, konfiguraciok azon sorozata, amelyre ko = #go(w)
(az w-hoz tartozo kezddkonfiguracio) és ;11 = ;. Ezt a konfiguracio-sorozatot az w
mputhoz tartozo futdisnak nevezziik.

A fenti definici6 egy végtelen konfigurécidsorozatot nevez futasnak. Az igazi al-
goritmus azonban egy ponton leall, a szamitast befejezte, az eredmény kihirdeti.
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Definicié (STOP). Legyen STOP egy specialis allapot, azaz STOP € S. Ennek
szerepe a szamitas végének jelolése. A futas végtelen sorozatat bizonyos esetekben
Hlevagjuk”. Legyen {r;}¢_, konfiguraciok azon sorozata, amelyre kg = rg(w) (az w-hoz
tartozo kezdskonfiguracio) és k;11 = K, tovabba ¢ = min{i : k; allapota STOP}.
Amennyiben a minimum mogott allé halmaz iires ¢ = oco. Ha ¢ < oo, akkor azt
mondjuk a futds véges/ledll. Ezt a futast redukalt futdsnak nevezziik.

Ha w-n gépiink futasa leall, akkor x,-ben az outputszalag tartalma a > jel utan az
output-kézig tartalmazza a kiszamitott outputot.

Tualjdonképpen most értiink a Turing-gép definici6janak végére. Egy f : ¥* —
>* feladathoz tartoz6 Turing-géphez sziikséglink van egy I' munka abécére, speciélis
karakterekre (>, <, —), egy S allapothalmazra (specialis allpotokkal: START, STOP)
és egy 0 atmeneti fliggvényre. Az is nyilvanvalo mikor oldja meg egy Turing-gép az
f feladatot:

Definicié. Egy [ fiiggvényt kiszamit egy T Turing-gép, ha minden w € X* esetén
leall a Turing-gép és a kiszamitott érték f(w).

Maésképpen is fogalmazhatunk.

Definicié. Minden T Turing-gép kiszamol egy fr : £* — ¥*U{oo} fiiggvényt. w € ¥*
esetén fr(w) = oo, ha a futds nem véges, mig a kiszamolt Y*-beli érték, ha a futas
véges w-n.

T akkor szamol ki egy f fliggvényt, ha f = fr.

Definicié. Egy f : ¥* — ¥* fliggvény akkor kiszdmithatd, ha alkalmas T Turing-gépre
f=rr

3. Eldontd, felsorolé Turing-gépek

Definicié. Eldontési feladat megoldasara szolgalo Turing-gép esetén az outputsza-
lag egyetlen bit leirasara szolgal. A definici6 egyszertisithet6: A STOP &alapotot
helyettesitsiik ELFOGAD és ELVET allapotokkal. Ebben az esetben az outputsza-
lagra nincs sziikségiink. Dontési feladatoknél ezzel a modellel dolgozunk, ezt eldontd
Turing-gépnek nevezziik. Ekkor a futés akkor és csak akkor all le, ha ELVET vagy
ELFOGAD allapotba keriil.

Definicié. Egy eldonts T Turing-gép eldonti az L nyelvet, ha minden w € L esetén
ELFOGAD allapottal all le a gép és minden w ¢ L esetén ELVET allapottal all le a
gép. (Specidlisan minden inputon leall a gép.)

Definicié. Egy L C X* nyelv/dontési feladat eldonthetd ha van olyan Turing-gép,
ami eldonti. Az eldonthets nyelvek halmaza legyen D(X).
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Megemlitiink egy tovabbi lehet&séget az elfogadas/elvetés | kodolasara”.

Definicié. Egy eldonts T Turing-gép felsorolja az L nyelvet, ha minden w € L esetén
ELFOGAD allapottal all le a gép és minden w ¢ L esetén nem 4all le.

Definicié. Egy L C ¥* nyelv felsorolhat6 ha van olyan Turing-gép, ami felsorolja.
Az eldonthetd nyelvek halmaza legyen S(X).

Adott ¥ abécé esetén nyilvan
D(X) C S(X) C P(XY).

A Y abécé lefixalasanak egyetelen szerepe van: igy halmazokkal dolgozunk.

4. Az alap Turing-gép fogalmanak valtozatai

A fent leirt standard modell esetleges, hiszen példaul az, hogy egy iranyban végte-
len szalagokat hasznalunk tovabba, hogy éppen harom szalagon dolgozunk onkényes
valasztasok. Igy természetesen léteznek méas valtozatok is, ime néhény példa:

o Két iranyban végtelen munkaszalag: A munkaszalag bal és jobb iranyban
is végtelen és nem tartalmaz |idezszalag eleje jelet, csupan egy kezdeti mezét
kell megadni.

>
[>lofo] 1]

—~ /)

'|\_/|v| h|v |<[>|m| d| a| a

>

0 | 1 | 0 |<| inputszalag

P |v| \_/| \_,| -+ munkaszalag

rd
|>| 1 | 1 | 0 |v|v|v|v|v|' Outputszalag

2. abra. A két iranyban végtelen munkaszalag.

e k-szalagos modell: Rogzitett £ € N szami munkaszalagot hasznalunk, és
minden egyes munkaszalaghoz tartozik egy szem-kéz paros. Fontos megjegyezni,
hogy k nem fiigg az input méretétsl.
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inputszalag

- 1. munkaszalag

+ 2. munkaszalag

+ k. munkaszalag

outputszalag

3. abra. A k-szalagos modell.

Egyszalagos modell: Minden miivelet egyetlen szalagon torténik, amely igy
egyszerre input-, munka-, és outputszalag. A szalag jobbra végtelen és a kezdeti
mezGket az input foglalja el >,< jelek kozott. Ebben a modellben az input is
feliillirhato és az output a szalag tartalma a STOP € S allapot elérésekor.

>/ inputszalag
@ |D|O|O|1|1|0|1|<|1|1|v|... munkaszalag

outputszalag

4. abra. Az egyszalagos modell.

Kétdimenziés munkaszalag: Erdemes a munkaszalagot ugy elképzelni, mint
egy végtelen négyzethalos fiizetlapot (ez lehet a teljes sikot lefedd halo vagy
csupan egy negyedsiknak megfelelg). Ebben az esetben is ki kell jelélniink egy
kezdeti mezé&t.
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5. abra. Munkaszalag a sikon.

Nyilvanvalo, hogy a kiilonb6z6 modellekhez més lathato részek tartoznak, ebbdl
adodoan pedig eltérGek a modellek atmeneti fiiggvényei. A sziikséges modositésok
formalizélasa nem nehéz, de idGigényes; ezt az érdekl6ds hallgatokra bizzuk

Fontos kérdés, hogy az apronak tiing valtoztatasok nem valtoztatjak-e meg a
kiszamithatosdgot. Fontos tétel: NEM. Igazabol nem is nehéz: béarmelyik valto-
zatra alapitunk egy algoritmust/Turing-gépet az altala elvégzett feladat megoldhato
egy mésik modellben (szimulalhato). Osszegezve: A kordbban bevezetett fiiggvény-
/nyelv-osztalyok nem fliggnek a fenti tipust moédositasokon.

A bonyolultsagelmélet ,.feladata” a D nyelvosztély finomitésa, az ide tartozo nyel-
vek vizsgalata. D-n kiviili nyelvek 0sszehasonlitasa és vizsgalata inkabb matematikai
logika jellegti kérdésekhez vezet.

Szamunkra az elkiilonitett munkaszalag fontos lesz. Ez alapjan tudunk majd be-
szélni ,,logaritmikus tarban” kiszamithato fliggvényrsl. A tobb (k darab) munkaszalag
léte kényelmes azok szamaéra, akik valojaban megadnak Turing-gépeket. A k-szalagos
Turing-gép modelljét standard modellnek hivom. Ha azt mondjuk, hogy egy L nyelv
eldonthets, akkor ez alatt azt értjiik, hogy van alkalmas k& € N és alkalmas k-szalagos
Turing-gép, amely eldonti L-et.

A Turing-gép fogalma-12



