Javitasos algoritmusok

Bevezetés

Javitasos algoritmusokat leginkabb optimalizalasi feladatokndl hasznalunk. Opti-
malizalasi feladatnak a kovetkezot nevezziik. Legyen £ a lehetséges inputok halmaza
¢és c: £ — R célfiiggvény. Ennek a célfliggvénynek az értékét szeretnénk maximalizalni
(pL.: bevétel esetén) vagy minimalizalni (pl.: kiadas esetén). Az output tehat egy opt €
L elem, amelyre teljesiil, hogy c(opt)=c(x), ha a maximumot keressiik, és c(opt)<c(x),

ha minimumot keressiik, Yxe L.

1. PELDA Legyen G graf, c¢. E(G) -R,, sulyfiggvény. Az igy kapott
sulyozott grafban keressik a maximalis sulyu kdrmentes
élhalmazt. VagyisFc Eesetén a &(F)=5;C(f) fuggvény
maximumat keressuk. Ennek a problémanak egy masik
valtozata, amikor minimalis koltségl koérmentes részgrafot
keresink. Az eredeti valtozat az 1920-as években merdlt fel
varosok villamositasanal. Ismert modszer a feladat megoldasara
a Kruskal-algoritmus, amely az Ures halmazbdl indulva, moho
bévitéssel keresi meg az optimalis részgrafot.

1. TETEL A Kruskal mohd/javitasos algoritmus optimalis élhalmazt ad.

2. PELDA Legyen G graf, c: E(G) -R,, sulyfliggvény. Az igy kapott
sulyozott grafban keressik a maximalis sulyu parositast. A mohé
algoritmus most is az Ures halmazbdl indul, és a legsulyosabb él
hozzavételével bdviti a mar meglévdé élhalmazt, a parositas
megtartasa mellett. Viszont ez a mddszer nem feltétlenul az
optimumot adja.

1. Abra: A moho algoritmusnak ebben az esetben az{f}élhalmaz lesz a outputja,
viszont az optimalis parositas az {e,g} ¢lhalmaz.
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1. MEGJEGYZES Az el6z6 példabdl latszik, hogy a mohd algoritmus nem

mindig “univerzalis” javitd modszer. Nevét onnan kapta,
hogy korabbi valasztast nem ir felil. Emiatt sokszor
gyenge ez az algoritmus.

3. PELDA Javitasos algoritmussal egy adott G graf egy hosszu utja is
megtalalhato .(BSc)

4. PELDA BSc-n tanult univerzalis javité algoritmus a szimplex mdédszer,
am ez az algoritmus rossz esetben ciklizalhat is.

1. DEFINICIO

Folyamok

G: (V,E, K,B) iranyitott graf, haVeeE3!veV:vKe)
ésVeeEd!ve V:vBe, aholVa csucsok halmaza, E az
élekhalmaz, K és B pedig relacidok a csucsok és az élek
kozott. Azaz egy olyan graf, amelyben minden él pontosan
egy csucsbdl indul ki és pontosan egy csucsba fut be.

2. MEGJEGYZES Iranyitott graffal modellezhetjiik egy olyan varos ut

hal6zatat, amelyben minden utca egyiranyu.

2. DEFINICIO 7 halézatnak nevezziik a kdvetkezd struktirat: (é, s, t, ¢),

3. DEFINICIO

4. DEFINICIO

ahols,ta G graf két kulénbdzé pontja, ésc: E > R,,
kapacitasfuggvény, ahol c(e) az e él kapacitasa. A megadott
s csucsot forrasnak, t-t nyelének nevezzik.

f: E(G) » R, folyam (H halézatban), ha teljesiti a kovetkez6
két feltételt

(F1) VeeEesetén0=f(e)<c(e)

(F2) Megmaradasi / csomoponti torvény:
VveV\s, t}: 36 ge f(€) = Zo.vke f(€)

f folyam értéke &(f) = 3e. ge f(€) — Zeo:tke f(€)

3. MEGJEGYZES Folyammal modellezheté példaul egy lakételep és a

belvaros kozotti reggeli forgalom. Ekkor a lakérelep a
folyam forrasa, a belvaros pedig a nyel6.

5. PELDA Néhany példa folyamra és azok értékeire:
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1. Abra: a folyamok értékei: €(f1)=0,&(f>)= 3, &(f3)=4

Most mar meg tudjuk fogalmazni a folyam problémat. A feladat, hogy egy adott H
héalézatban megalaljuk a maximalis értékli folyamot. A folyam probléma egy folytonos
feladat, igy ha a maximalis folyamértékrdl beszéliink, akor ezt magyarazni kell. Egy
E(G) —»R,, fiiggvényt felfoghatjuk R¥© egy vektoranak. A folyamok REF9 egy
kompakt részhalmazat adjak. ¢ egy folytonos (valdjaban lineéris) fiiggvény. Tehat a

folyamérték fliggvény valdban felveszi a maximumat.

5. DEFINICIO <V vagas HH halézatban, ha V=(S7), ahol S, T<V(G) a
vagas oldalai (seS, te7"), és V kapacitasa (az adott c-tdl
fuggben) C((V)=Ze=7y f(e).
XxeS, yeT~
Bevezetjiik a kovetkezo jeloléseket is:
E*(V)={e=xyeE: xeS8, yeT}
E~(V)={e=xyeE: xeT, yeS}.

1.LEMMA Legyen f folyam és “V vagas. Ekkor e(f)=Ycce+(y)f(e)-
Yece-(v) f(€).

BIZONYITAS
Tekintsiink egy tetszéleges V vagast, amely S és 7 részekre osztjadk a grafot. A folyam
értékének definicidja szerint é(f)=2,. e f(€)- De.ike f(€). 7 maradék |T|-1db
elemére a csomdponti térvény atrendezésébdl adodiik, hogy 0=3,. g f(€)- Db vke f(€).
Ez tehat Osszesen | T'| db feltétel, amelyek abbdl adddnak, hogy f folyam. Az ebbdl
adodo | T'| db egyenletet 6sszegezve az egyenlet baloldala é(f), a jobb oldaldra pedig a
kovetkezOk igazak. Nem szerepel benne S-beli €él. A T-beli élek kétszer szerepelnek,
egyszer kiindulo, egyszer befutd élként, vagyis egyszer pozitiv, egyszer negativ eldjel-
lel, azaz Gsszevonas utan kiesnek. Maradtak még azok az élek, amelyeknek az egyik
végpontja S-beli, a masik pedig 7-beli. E* (V) élei befutd élek lesznek, igy ezek pozitiv
elgjellel szerepelnek, E~(V) kifuto élek lesznek, ezek igy negativ eldjellel szerepelnek.

Tehat 6sszegzés utan az egyenlet jobb oldala éppen a lemma jobboldalat adja.

6. PELDA Ezekkel az ismeretekkel modellezhetjiik a szegedi egyetemistak
mozgasat. Ebben a példaban a forras a Bolyai Intézet épulete, a
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nyelét az egyik ujszegedi kollégium alkotjaa és a vagas a Tisza.
A fenti lemma pedig azt mondja, hogy a folyam értékének
megallapitasahoz nem szukséges a kollégiumnal figyelni a
hallgatokat, hanem a hidakrdl figyelve is megkapjuk a szukséges
informacidkat.

1. KOVETKEZMENY Tetszdleges f folyam és tetszéleges V vagas esetén

&6(F)<c(V).

BIZONYITAS
¢ (N=2eerrv) J(O)-2ecr-(v) [(€) < Tecr+v) €(€)-Yeer-(v) 0 = c(V)

7. PELDA

8. PELDA

Tekintslk a kovetkezd Vy,V,, V5 vagasokat:

Az 5. Példaban szereplé fy,f,f3 folyamokkal a kdvetkez6k
igazak:

é(fr)<é(f)<é(f3)=c(V4)=c(V,)<c(V3)=6, ebbdl pedig kovetkezik,
hogy f; optimalis folyam.

Tekintsik a kdvetkez6 példaban szerepld P iranyitott st utat. A
fekete szamok az adott éleken futd folyammennyiséget jelolik, a

narancsarga szamok pedit az él kapacitasat. Itt a P ut minden
élére teljesll, hogy fo(e)<c(e). Viszont ezt az f, értéket
novelhetjik ugy, hogy az elébbi feltétel még mindig teljesuljon.
0.5-tel novelve az élek fy értékeit, két él elérné a kapacitas
ertékeét, egyedul a nyel6be mutaté él nem. Viszont 0.8-cal nem
novelhetjik az értéket, mert az el6bbi két él kapacitasa is csak 1,
és ezt nem léphetjiik tul. igy az fo-bdl kapott f; folyamot gy
kapjuk, hogy minden élen a folyammennyiséget 0,5-tel ndéveljik.
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6. DEFINICIO Legyen H halézat, f folyam és P Gt egy st Ut iranyitatlan
értelemben. (EkkOI’ E(‘P)=Ee|6re($°)u Ehétra(P), és Ee|6re(¢>)n
Ehsra(P) =9). P utat javitd utnak nevezzuk, ha teljesiti a
kovetkezd ket feltételt:
(J1)  VeeEqse(P): f(e)zc(e)
(J2)  VeeEnaa(P): F(e)zc(e).

2. LEMMA Legyen f folyam, ¥ javito ut. Ekkor 3 g folyam, amelyre
é(g)>é(f) és azt mondjuk, hogy f javithato.

Legyen adott egy f folyam. Ezt a kovetkez6g folyammal javithatjuk:

fle)=06 e € Ena(P)
f(e) kiilénben

Az ebben szerepl6 o-t pedig a kovetkezoképpen definialjuk. Legyen Ocisre az a min-

f(e) +0 ee Eel('ire(?)
gle) = {

imalis érték, amellyel # elére mutatd élein a folyam maximalisan javithato, vagyis
Oelsre = min {c(e) — f(e): e € Ecsre(P)}. Legyen Onawa @ P hétra mutatd €lein a folyam
értékének a minimuma, azaz Onswra = min {f(e): e € Enara(P)}. Ekkor 6 legyen ezek
minimuma, vagyis 0 = min {Jelére, Ohatra}. Vizsgaljuk meg, hogy az igy kapott g flig-
gvény valoban folyam. ¢ definicigjabol adodik, hogy 0 < g(e) < c(e), vagyis (F1)
teljesiil, tovabba o-t uniform modon definidltuk # élein, igy a csomdponti torvény
érvényben marad, vagyis (F2) is teljesiil. Tehat g valoban folyam, és igaz ra, hogy
€(g) = é(f) + 9 > &(f). Ebbdl pedig kovetkezik, hogy P pontosan akkor javitd ut, ha 6>0

teljesiil.

Most mar lathato, hogy probalkozhatunk az optimalis folyam keresésénél a "javitasos

modszerrel".
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2. TETEL A folyamok alaptétele
Legyen f folyam egy 7 halozatban. Ekkor a kdvetkezé allitasok
ekvivalensek:
(i) é(f) maximalis,
(if) 3 °V vagas ugy, hogy é(f)=c(V),
(iii) A javito ut.
BIZONYITAS
Az (1) = (ii1) irény trivialisan igaz a 2. Lemmabol.
Az (ii) = (i) irany is nyilvanvalo6 az 1. Kovetkezménybdl. S6t a harom ekvivalens allitas
koziil ez egy f folyam optimalitasat jol tudja “demonstralni”.
Az (iil) = (il) irdny mdar bonyolultabb. Eldszor vezessiik be a javitout kezdemény
fogalmat. Egy P sx 1t javité Ut kezdemény, ha (J1) és (J2) teljesiil. Legyen S={x: 3 sx
javitd ut kezdemény}, és legyen T=V(G)\S. Ekkos s€eS ¢és teT, st S definicidja és (iii)
miatt t¢S. Az 1. Kovetkezmény bizonyitdsaban lattuk, hogy € (f) = Y,.cg, . v f(€)-
DecEy, v J (@) =c(V). Itt azonban egyenloseg kell alljon, mert ha a baloldal nem érn¢ el
a kapacitas értékét, akkor még folytathatnank a javité utat, am ez S definicidja miatt

nem lehetséges. Ezzel a tételt igazoltuk.

Az alaptétel utan konnyen megfeogalmazhatd egy javitdsos folyam-algoritmus. Ezt a
kovetkezd alkalommal targyaljuk.



