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1. Adatstruktuarak

Adatstrukturadk adatok strukturalt tarolasara szolgalnak. Minden adatnak van egy
numerikus (legtobbszor pozitiv valos) kulesa. A tarolas mellett az adatstruktira
szolgaltatasokat ad az adatok kezelGinek. Ilyen szolgéltasok lehetnek Beszir (a,S),
Torsl (a,S), MinimumTérsl (S), KulcsCsokkent (a, S, 8). Ertelmezésiik nyilvanvalo:
S az adatstruktara, a egy adat. Példaul KulcsCsokkent (a, S, ) szolgaltatas kérésének
teljesitése azt jelenti, hogy S-et modositjuk ugy, hogy az a adat kulcsa d-val csdkken.
A t6bbi adat kdzben valtozatlanul megmarad a struktirdban. A MinimumT6rol(S)
szolgaltatas kérésének teljesitése azt jelenti, hogy S-et modositjuk dgy, hogy a
minimalis kulest adat torlédik a strukturabol. A tobbi adat kdzben valtozatlanul
megmarad a strukturaban. Ezekhez a valtoztatasokhoz/szolgaltatasok teljesitéséhez
nyilvan sok olyan munkara is sziikség van, amely nem kozvetlen a szolgaltatés
kielégitését szolgalja, hanem az adatstruktira szerkezetét szervezi a modositott adat-
sokasag kezelésére.

2. Fa-kupacok

A fa-kupac strukturdban az adatok egy gyokeres fa csticsaiban helyezkednek el ugy,
hogy

(K) minden adat kulcsa legalabb annyi mint gyerekeiben tarolt adatok kulcsai.

Ezt a (K) tulajdonsagot kupac tulajdonsagnak nevezziik. Ennek kévetkezménye,
hogy minden csiics leszamazottjaiban tarolt adatok kulcsai sem lehetnek nagyobbak
mint sajat kulcsa.

Egy F fa-kupac egy pointer, ami a gyokér adathoz mutat. Tehéat a tarolt
szamok (altalanosabban az adat teljes konyvelését tartalmazo rekord) és a fa cstcsai
parba vannak allitva. A fa egy cstucsa és a benne tarolt rekord z; kulcsa egymas
szinonimaja.

Ha a fa binaris/ternaris, estleg lefoka korlatozott, akkor minden cstics/adat /rekord-
ban lehet egy mutato gyerekeihez (ha lefoka legfeljebb ¢, akkor az elsg, masodik, .. .,
t-edik gyerekre mutaté pointer).

Ha azonban a fa lefokai nem korlatozottak, akkor az adatot tartalmazé rekord
— amit szeretnénk konstans méretiinek tartani — mar nem képes az Osszes gyerek
pointerét tarolni. Igy ekkor csak egyetlen gyerekre (,els6sziilott”) mutat pointer,
viszont az Osszes gyerek (akik testvérek) egy duplan, korszertien lancolt listdban
tarolhatok. Igy egy sziils az els6sziilott gyerekéhez menve, a testvér listat kovetve
érheti el 6sszes gyerekét. Tehat minden rekord egy sziild, elsd sziilott, kovetkezd
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testvér, el6z3 testvér pointert tartalmaz, hogy a fastruktira nyilvanvalo legyen.
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Es ott van még a kulcs numerikus értéke és a késébbiekben targyalando tovabbi
informaciok. Tehat a rekord belsé struktiurdja, csak a targyalas legvégére alakul ki
teljességében.
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1. abra. Egy K kupac szerkezete mint adatstruktira és mint egy kombinatorikus
objektum (piros szamok)

Egy p pointernél @p-vel jeloljuk azt az adatot, amire p mutat. Qplkulcs] a
p altal mutatott adat kulcsa, egy numerikus érték. Legyen I egy kupac. Ekkor a
kupac tulajdonsag miatt QK[kulcs] a kupacban tarolt legkisebb kulcs. Azaz a tarolt
értékek minimima O(1) koltséggel , kinyerhetd” a kupachol.

3. Fibonacci-kupac

A Fibonacci-kupacnak egy egyszertsitett valtozatat ismertetjiik. Ebben harom
szolgaltatast tdmogatunk: Beszir, MinT6rol és KulcsCsokkent.

Az adatstruktura fa-kupacok duplan lancolt listaja. Az egyes fa-kupacokban
van informacionk az ott tarolt kulcsokrol: minden csiicsban a kulcs legfeljebb akkora
mint a leszarmazottakban. A kiillonboz6 fakban tarolt adatok azonban ,fliggetlenek”.
Maga a Fibonacci-fa egy pointer a minimalis kulcsot tartalmazé fa-kupac gyokeréhez.
Azaz egy Fibonacci-kupacban tarolt legkisebb kulcs nagyon egyszertien magtalalhato:
a kupac neve egy adatra mutat, amiben a tarolt kulcs az 6sszes tarolt szam minimuma.

Egy fa-kupac rangja a gyokere gyerekeinak szama. Célunk lesz, hogy az r rangu
fa-kupacok altal tarolt adatok szama legalabb a” legyen alkalmas o > 1 konstansra.
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Igy secidlisan a fa-kupacok rangja az egész algoritmus soran O(logn) lesz, ahol n
minden pillanatban feliilr6l becsli a tarolt adatok szamat. Ures kupaccal indulva
n a Beszur szolgaltatasok szama lesz. A rangot nem csak a fa-kupachoz rendeljiik
gyokere alapjan. Minden csiicsnak lesz rangja: gyerekeinek szama.

Jeldlés. Legyen R az adatstrikturank fa-kupacainak legnagyobb rangja az egész
futas soran. Tehat barmelyik pillanatban barmelyik fa-kupacboél barmelyik cstcsot
nézziik, annak rangja legfeljebb R lesz.

Ha a kijelolt célt teljesitjiik, akkor R = O(logn) igaz lesz.

3.1. Beszir(a,F)

Ez egy egyszerd 1épés lesz. Az 1j adatot ugy tekintjiikk mint egy egy cstucsu kupac.
Ezt a kupacok dupléan lancolt listajaba felvessziik. A F Fibonacci-kupac egy gyokérre
mutat. Emellé tessziik az uj kupacot (amely egyetlen egy csticst/adatot tartalmaz:
az 1j adatot, amelyet éppen beszirunk). Egy kis 6vatossag kell. F-nek a legkisebb
kulcst adatra kell mutatni. Szerencsére a korabbi kulesok minimuma adott: @QF [kulcs].
gy @Flkulcs] és Qa[kulcs] dsszehasonlitasa meghatarozza hova mutasson a bévitett
Fibonacci-kupac neve. @F mellé vald besziras és F esetleges atallitasa O(1) mivelet:

p := QF[JobbGyerek]
QF[JobbGyerek] := a
QalJobbGyerek] := p
Qal[BalGYerek] := F
If Qa[Kules] < @QF[Kulcs| then F :=a

Azaz az O(1) becslés igazabol 5 darab elemi utasitas szamat takarja.

3.2. MinimumT6rol(F)

F megmutatja a torlendd elem helyét. Ennek Els§Gyereke pointere az 6sszes gyereket
tartalmazo duplan lancolt lista kezdete. Ezek a gyerekek mindegyike egy fa-kupac
gyokere. Ezen fa-kupacokat és az F fa-kupacainak listajat O(1) lépéssel egy listava
ftizhetsk Ossze.

Most azonban egy furcsa dolgot tesziink. A Fibonacci-kupac kezelése egy lassi
dolgoz6 munkaja. Eddig nem sokat tettiink a bels§ struktira kialakitdsara. Most
azonban egy jelentGs atszabast végziink el: A fa-kupacaink koézott megszabadulunk
az azonos ranguiaktol. Azaz a MinTorol szolgaltatas utan igaz lesz, hogy fa-kupacaink
kiilonb6z6 ranguiak.

Ezt a kovetkezéképpen tessziik: Egy (p[i])f, tombot nyitunk, amely minden
eleme egy pointer lesz. p[r| pointerek a fa-kupacaink azon rendszerérsl adnak
informaciot, ahol a ,rendecsinalas” mar megtortént. Ha p[r] értéke nil, akkor az
azt jelenti, hogy nincs r rangu fa-kupacunk. Ha p[r] értéke nem nil, akkor ez
ramutat az egyetlen r rangi fa-kupacunkra.

A rendcsinalés kezdetén az atfésiilt rész iires, p-ban mindegyik elem a sehova
se mutatdé nil pointer lesz. Ekkor elkezdjiik fa-kupacaink végigpésztazasat. Az
4j, aktualis F fa-kupacnal megnézziik a rangjat. Erdemes az adat rekordjaba
beleolvasztani a rang paramétert. (Ez kihat a Beszur szolgaltatasra: Qa[rang] :=0
utasitas is rész lesz.)
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Ha a rang r, akkor megnézziik p[r|-et.

(i) Ha ez nil, akkor az 1j fa-kupacot a rendberakott részbe tessziik, p[r| értéke
az 1j fa-kupac lesz, tovabb pasztéazunk.

(ii) Ha ez NEM nil, akkor ez a pointer a rendezett rész egyetlen r rangu F' fa-
kupacara mutat. Ezt kivessziik a rendezett részbdél és a F, F' fa-kupacokat
billentjiik. A billentés egy egyszerii operéacio, amely a két fa-kupacbol egyetlen
fa-kupacot alkot: A két fa-kupac koziil az adja az 0j gyOkeret, amelybe a
legkisebb tarolt szam a kisebb. Ennek leszarmazottjai megmaradnak a korabbi
szerkezetben. Uj gyerekként hozzéavessziik a masik fa-kupac gyokerét, amelynek
szintén megmarad a leszdrmazott strukturdja. Természtesen az 10j gyokeér
rangjat 1-gyel megnoveljiilk. A rendberakott rész csokken, még mindig van
egy fa-kupacunk, amit a rendezett részbe szeretnénk tenni.

A billentéssel két r rangu fabol egy r + 1 rangut nyertiink. Most p[r + 1]-t
olvassuk ¢s az (i)/(ii) kozil az érvényes eset szerint 1épiink tovabb. Elébb-utébb a
rendezett rész boviil és a pasztazassal tovabb haladunkhatunk. Ha az 4j fa-kupac
lista pasztazéasa kimeriil, akkor megkaptuk a MinTorsl szolgéltatas végrehajtas utéani
1j fa-kupac listat. Ebben minden fa-kupac rangje kiilonb6z6 lesz.

A fenti leirasban nem torddtiink a Fibonacci-kupac alappointerének update-
elésére. Ez nem trivialis, de nem jelent kihivast az érdekl¢dd hallgatod szamaéra.

Ha a MinTorol szolgéltatas kérése el6tt k fa-kupacunk volt, a gyokér rangja r
volt, tovabbéa a szolgaltatas végrehajtasa utan k&’ kupacunk lett, akkor (k—1)+r—Fk'
billentést végeztiink. Egy billentés és az ehhez sziikséges modositasok koltsége O(1).
A billentési koltség O(k — k' +r—1). A teljes koltségben csak a p lista inicializalasa
nincs elszamolva. Ennek koltsége O(R). A teljes koltség O(R) + O(k — k' +r —1).

3.3. KulcsCsoékkent(a,S, )

Az a adat kulcsanak csokkentése egyetlen aritmetikai mtivelet. A probléma, hogy ez
része egy kupacnak és a kulcsa csokkentése elronthatja a kupac szerkezetét (minden
adat leszamazottjainak kulcsa legalabb akkora mint az adatbeli kules). A kules
csOkkentése utan lehet, hogy adatunk rossz helyen lesz sziilGje alatt.

A naiv megoldas, hogy ,szilGje alol levagjuk” (természetesen csak abban az
esetben, ha 6 nem gyokér, amikor is nem kell semmit sem tenniink): A modositott
kulcsu adatot leszarmazottjaival egy 1j fa-kupacnak tekintjiik, apja rangja 1-gyel
csokken.

Ismét egy rendetlenség jelentkezhet: a fa-kupacok rangjai kozt ismétlédés jelenhet
meg, de ezzel nem torédiink. Majd a legkozelebbi MinTorsdl szolgaltatas soran ez
megjavul. A valodi probléma mélyebb. Sok Beszir operécio és egyetlen MinTdrsl
operaci6 nagy rangu fa-kupacokat hoz létre. Ha ezek utan egy nagy rangu fa-kupac
gyokerének unokainak kulcsait csokkentjiik, akkor a célunk (r rangu fa-kupacban
legalabb 7-ben exponencialis sok szam tarolodjon) nem teljesiil. Igy minden adatnal
vigyazunk, hogy ne vagjuk le sok gyerekét. A rekordokba egy Boole komponenst
rakunk: ,,Vagtuk-e mar le gyerekét?”. Ha igen és nem gyokér cstcsrol van szo, akkor
értéke ‘I, kiilonben ‘.’

Egy kulcs csokkentésnél megnézziik a sziil6 megfelel§ komponensét, azaz elvé-
gezziik a @Qalcsonkitott] 7 ‘I’ tesztet.
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(i) Ha egyenld, azaz nem az els gyereket vagtuk le rola, akkor 6t is levagjuk
sziilgjérsl, akinek szintén megnézziik a megfelels bitjét. Es megfelelen haladunk
tovabb, amig a hatéas le nem all (lasd (ii)). Ezt nevezzik kaszkdd-vdgdsnak.
(A gyokerben ez a informacio nem lényeges.)

(ii) Ha a kaszkad-vagasnal valamikor egy nem gyokeér sziils esetében @Qa[csonkitott] =’
tapasztalunk, akkor csak atirjuk ezt a bitet ‘I-re és leallunk. Ugyancsak
leallunk, ha egy gyokeret ériink el. Ennek csonkitott’ komponense érdektelen,
nem sziikséges iras.

A levagott fa-kupacokat a fa-kupacok duplan lancolt listajaba rakjuk (ami a
Fibonacci-kupac nevének atirasat is kovetelheti, ahogy ezt mar korabban lattuk).
Az operacio koltsége O(f), ahol f a vagasok szama a kaszkad-vagasban.

3.4. Analizis

Definicié. Legyen ¢(r) az a maximalis szam, hogy ami a Fibonacci-kupac kezelése
soran végig teljesiiljon, hogy egy r rangu fa-kupacban legalabb £(r) adat legyen.

Nyilvan £(0) =1 és £(1) = 2 (el6szor 1 rangu fa-kupacot két 0 rangt billentésével
kaphattunk, ami 2 csticst, a lehetséges minimalis méret).

1. Lemma. Har > 3, akkor
Ur)y>l(r—2)+L4(r—3)+...+£(0)+ 2.

Bizonyitas. Vegyiink egy tetszGleges v csicsot, amelynek r gyereke van ebben a
pillanatban: vy, vs, ..., v,.. Az indexelést gy valasztjuk, hogy névekvs sorrendje az
v aldkeriilés id6beliségét kovesse. Egy aprosig, de v; sorsa lehetett bonyolult: v
aldkeriilhetett, majd egy kulcs csokkentésnél megsziint gyerekének lenne, majd egy
kés6bbi minimalis kulcs torlésénél egy billentéssel tjbol v ala keriilt. Mi az utolso
gyerekké valas pillanatat vessziink, ennek idébelisége adja meg az indexelést. Tehat
amikor v; utoljara aldkeriilt v-nek, akkor vy, v, ..., v;_1 mar gyerek volt. Azaz v;
gyerekké valasakor v rangja legaldbb ¢ — 1 volt. Mivel gyerekké vélast csak billentés
okoz az algoritmusban és billentést csak két azonos rangu fa kozott végziink, ezért
a gyerekké vélas pillanataban v; is legalabb ¢ — 1 rangu volt.

Mivel v; most is v alatt van, ezért kaszkdd-vagas nem vagta le sziileje alol. Azaz
legfeljebb egy gyerekét vagtuk le alola. Azaz ebben a pillanatban is rangja legalabb
T — 2.

A csicsok mélysége szerinti indukcioval bizonyitunk (a legmélyebb csucsokkal
kezdiink és a gyokerek felé haladunk).

A legmélyebb csucsok levelek, az allitds semmitmondo, teljesiil.

Az indukci6 1épés nyilvanvald. vy, vs, ... és leszarmazottjai £(0) + ¢(1) + ... +
((r — 2) hozzajarulast adnak v leszarmazottjaihoz. v és v; még két csicsot ad az
Osszeszamolando csicsokhoz. A lemmat belattuk. |

Definicid. Legyen Fy = 1, F} = 2, tovabba F,, = F,_1+ F,_, amennyiben n > 2. Ez
a sorozata a Fibonacci-sorozat egy véltozata (egyes targyalasban az alap Fibonacci-
sorozat egy eltoltja).
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Teljes indukcioval egyszertien lathato, hogy F;,, > ( ) . Hasonl6an egyszert

indukcié adja, hogy

() > F> (”*/5) .

2

A fenti egyenlGtlenség mutatja, hogy célunkat elértiik, specialisan tudjuk, hogy
R = O(logn). Masrészt magyaréazatot is ad arra, hogy egy XX. szazadi adatstruktira
miért kapta nevét egy sok évszazaddal kordabbi matematikusrol.

A hatralevs rész amortizalt analizis: A Beszur operéaciora az O(1) tényleges
koltsége mellett O(1) , billentési letétet” is terheliink. Igy minden fanak, ami Gjonnan
megjelenik lesz egy ,,bilentési tartaléka”. Az operacié amortizacios Osszkoltsége igy
is O(1).

A MinTdr61 operaci6 amortizacios koltsége O(R) = O(logn), hiszen a billentések
koltségét a letétbdl fedezziik. (Az tjonnan megjelent adatoknal mar lattuk, hogy
hozzak billentési tartalékukat. Késébb latjuk azt is, hogy azok a fak, amiket levagunk
és igy keriilnek a fa-kupacok listajara azok is hoznak magukkal egy billentési tartalékot. )

A KulcsCsokkent tényleges aritmetikai (kulesérték csokkentése), vagasi, fa-kupacok
kozé berakas koltsége mellé terheliink egy billentési letét (erre sziiksége lehet egy
esetleges kés6bbi MinT6rdl operacionak). A lépésre terheljiik a sziils vizsgalatat.
Ha itt ‘I’ irdsara keriil sor, akkor vagasi, fa-kupacok kozé berakas és egy billentési
letétet terheliink magunkra. Ha a sziilénél nincs ‘" irdsa, akkor vagy leallunk (egy
gyokerben vagyunk), vagy mar ‘!” jelet latunk. De akkor ott vannak a letétek, amibgl
a kaszkad-vagas esedékes koltsége fedezhets. Az aktualis terhelés/amortizacios koltség

o).

2. Tétel. Egy tres Fibonacci-kupacbdol kiindulva valamilyen sorrendben n darab
Beszir, m darab MinTo6rol és d darab KulcsCsokkent operdciot hajtunk végre.
Ekkor az algoritmusunk lépésszdama

O(n -logn +m+d).

4. Alkalmazasok

A Fibonacci-kupac adatstruktirdnak sok alkalmazésa van. Mi csak a Dijkstra-
algoritmust vizsgaljuk. Feltessziik, hogy input grafunk osszefiiggd.

Emlékeztetd. A Dijkstra-algoritmus inputja egy (G, ¢, s) harmas, ahol G egy egyszert
graf, s € V(G) egy cstucs és £ : E(G) — Ry, egy tavolsagfiiggvény G élein.
Nyilvanvaloan ez a tavolsagfiiggvény minden sétdhoz rendel egy hosszt, mint az
élsorozatanak éleihez rendelt hosszok Gsszege (ha egy élen tobbszorosen athalad a
séta, akkor az athaladas multiplicitasaszor jarul hozza az ¢l hossza a séta hosszahoz.
A feladat minden v € V(G) estére meghatarozni a legrovisebb sv séta/tut hosszat
(esetleg egy minimaélis hosszu ut kiszamolasa is hozzatartozik a feladathoz).

Az algoritmus soran bizonyos S halmazokra (s € S mindig teljesiilni fog) tudni
fogjuk az t € S csiicsokra az st legrovidebb 1t hosszat, tovabba azt az informaciot,
hogy ez a leggrévidebb séta megvalosithato S-en beliil is. Legyen N(S) azon S-en
kiviili csticsok halmaza melyeknek van szomszédja S-ben. Az n € N(S) csticsokra
tudjuk azon utak minimalis hosszat, amelyek s-bél indulnak, S-en beliil haladnak,
majd legutolso cstucsként elérik n-et.
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Az algoritmus kezdetén S = {s} és S cimkéje 0, ami nyilvan helyes: a legrévidebb
ss 1t hossza 0. N(S) tartalmazza s szomszédait. Egy n szomszéd cimkéje £(sn).

Vizsgéljuk az N(S)-ben 1év6 cimkék halmazat. Ezek lesznek egy A adatstruktaraban
tarolva.

Kezdetben A iires és s szomszédait Beszur operacioval A-ba rakjuk (az n szomszéd
kulcsa £(sn)).

Most kovetkezik az update-lépés, amikor is S-t noveljiilk A minimalis kulcsi
elemével. A szempontjabol egy MinTorsl szolgaltatas jon. Tegyiik fel, hogy az n
grafesics adatat toroltiik. n S-en kiviili m szomszédainal torténik lényeges valtozas:

(i) Ha m az adatstruktiraban volt, akkor cimkéjét/kulcsat atirhatjuk. Az 1j
(vagy nem is 4j) min{c(m), c(n) 4+ €(nm)} értékre. Ez bizonyos esetben egy
KulcsCsokkent szolgaltatast jelent.

(ii) Ha m nem volt az adatstruktaraban, akkor c¢(n) + ¢(nm) kulccsal Beszir
operécioval bekeriil A-ba.

Ezt az update-1épést ismételjiikk addig, amig S a teljes cstcshalmaz nem lesz,
amikor is meglesz a kiszamolando informacionk. A teljes futéas soran |V| — 1 darab
Beszur (az Osszes s-t6l eltérd csics latokorbe keriil) és MinTérsl (az Osszes s-td6l
eltérs csucs kikerul az aktualis N(S5)-bol) szolgaltatast végziink. A KulcsCsokkent
operaciok szama legfeljebb |E|.

Ha A-t egy Fibonacci-kupacként valositjuk meg, akkor kapjuk a kovetkezs tételt:

3. Tétel. A Dijkstra-algoritmus meguvaldsithatd
O(|V]log|V| +|E])
lépéssel.

A fenti alkalmazas igazabol egy motivacio volt a Fibonacci-kupac kitaldlasdhoz.
Ha grafunk nem ritka, azaz |E| > |V, akkor a MinT6rd1 szolgaltatasok a ritkak. Az
algoritmusunk ekkor végez el nagy ,rendrakasi” 1épéseket. Az Gsszes tobbi esetben
lustan dolgozik: az éppen sziikséges atirdasok mellett potencidlt épit a sziikségszert
ismételgetett miiveletekhez (lasd billentések, kaszkad-vagas). Igy a leggyakoribb
lépések olcsok lesznek.

Adatstrukturak, Fibonacci-kupac-7





