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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Grafelmélet: A pdrositasok definicidja

Definicié

Egy G grafban egy M élhalmaz pdrositds, ha 2| M| darab csticsra
illeszkedik M-beli él.

e Ha egy grafban vesziink egy élt, akkor annak egy darab vagy két
darab végpontja van/egy vagy két csticsra illeszkedik. k darab él
legfeljebb 2k csiicsra illeszkedik.

e Egy M élhalmaz egy parositds, ha éppen annyi csticsra illeszkedik,
mint amennyi a fenti gondolatmenet alapjan egy fels6 becslés.

o Masképpen: M élhalmaz egy parositas, ha nem tartalmaz
hurokélet és semelyik két élének nincs kozos végpontja.

e Szemléletesen: M élei parokat alakitanak ki a V' csiicshalmaz
bizonyos elemei kozott. Azaz M elemei/élei a pérositds parjai.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Felsé becslés parositdasok méretére

e Ha egy M pérositasra |[M| = k, akkor k parunk van. Az M-beli
élekre illeszkedd cstcsok szama 2k.

Definicié: Parositott cstcsok

Legyen M egy parositds. Az M elemeire illeszked6 — az M altal
lefedett — csiicsokat pdrositott pontoknak nevezziik.

Ha M egy parositas, akkor az M altal parositott csticsok szama
2|M|. Azaz 2|M| < |V(G)|. Azaz belattuk, hogy

Ha M egy parositas, akkor

V(6)

|M| <
2
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Teljes pérositasok

Definicié

Egy n pontl grafban M teljes parositds, ha parositas és elemszama
n/2. Azaz az M paérositas teljes pérositas, ha az sszes cslics
parositott cstics.

e Nyilvan csak péaros pontszamu grafban lehet teljes parositas.
e A paratlan pontszdm kizdrja a teljes parositas létezését.

e A paros pontszdm nem garantdlja a teljes parositas létezését.
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Bemelegito példak

() mindig parositds. Ekkor a pdrositott csticsok szdma 0.

Ha e egy nem-hurokél, akkor {e} parositds. Elszdma 1, a
parositott csticsok szama 2 (éppen e két végpontja).
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 BEEIn

e A zold élek pérositast alkotnak (3 él/par, 6 parositott csics) az
elsé grafban.

e A piros élek NEM alkotnak parositast (3 él/pér, 5 illeszked®
cstics, 1 cstcsra két piros él is illeszkedik).

e A zold élek (3 él) pdrositast alkottak, de NEM teljes parositast
(IVI/2=4).

o A kék élek parositast alkotnak, elemszdmuk 4 = |V|/2, azaz a
kék élek teljes parositast adnak.

e Az utolsé elo6tti grafnak paratlan sok csticsa van. Nem lehet
benne teljes parositas.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Optimalizalas

o L attuk, hogy konnyli egy l-elemii parositdst taldlni. Ami
nehezebb: minél nagyobb parositast taldlni egy adott grafban.

e A parositasok alapfeladata: Adott grafban keressiink egy
parositast, amely mérete/elemszdma a lehetd legnagyobb.

Definicié

v(G) = max{|M|| M parositas G-ben}.

e Azaz az alapfeladat egy j megfogalmazasa: Adott G graf esetén
hatdrozzuk meg/szamitsuk ki v(G)-t.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Példak

Példa: Teljes grafok.

v(Kn) = [n/2].

e Kivehetiink tetszélegesen 2| n/2|(< n) csicsot, parokba

rakhatjuk 6ket. A parok kozott vezetd élek (egy teljes grafban
sziikségszerlien léteznek) egy [n/2] élii parositast adnak.

Példa: n+ 1 pontd/n éli csillag.

Legyen S,+1 az az n+ 1 ponti fa, amely egy specidlis csticsot
(kozéppont) és ezt az Osszes tobbi (n darab) csticcsal dsszekotd n
élet tartalmaz.

V(Sn+1) = 1,

e Barmelyik éle egy 1 elemii parositast alkot.

e Viszont barmely két éle osszefut, azaz egyik élparja sem lesz
parositds.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Silyozott optimalizalas

e Egy kicsit nehezitjuk a problémat.

e Tegyiik fel, hogy G egy élsilyozott graf: (G, w), ahol
w: E(G) — Ry. Egy e él esetén w(e) az e él silya.

e Egy F élhalmaz w(F) az F-beli élek silyainak Gsszege. Azaz

W(F) = Ze:eEF W(e)'

e A parositasok stlyozott alapfeladata: Adott élstlyozott grafban
keresslink egy parositdst, amely sllya a lehet6 legnagyobb.

Definicié

vw(G) = max{w(M)| M pérositds G-ben}.

e Ha w =1 € RE, akkor a stlyozott probléma az eredeti kérdést
adja vissza.
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Emlékezteto: paros grafok

Definicié: Paros grafok.

G grafot paros grafnak neveziink, ha csicsai két osztalyba vannak
osztva/oszthatdk lgy, hogy barmely él egyik végpontja egyik
osztalyhoz, a masik végpont pedig a masik osztalyhoz tartozzon.

e A két osztalyra sokfélképpen hivatkozhatunk. Lehetnek piros/kék
cstcsok (a péros grafok pontosan a két szinnel jél szinezhetd
grafok). Lehetnek gydrak/raktdrok. Lehetnek

felhaszndldk /szolgédltatdk. Lehetnek felvételizk /szakok. Lehetnek
didkok /kollégiumok. Lehetnek bal/jobb oldali csticsok. Lehetnek
als6/fels6 csticsok.

e Mi ez utdbbi terminoldgiat alkalmazzuk. Ezt a paros grafok
lerajzolasanal is tiikrozziik: a csticsok egy vizszintes egyenes ald és
f61é keriilnek. Osszekotések csak az egyenesre vontakozélag

., keresztbe" lesznek.
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Paros grafok II.

Tétel
Legyen G egy graf. Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:

(i) G paros,
(i)' G jol kétszinezhetd,
(i) G minden kore paros hosszt,

(i)’ G-nek nincs paratlan hosszu kore.

e Alkalmazdsokban altaldban olyan paros grafokkal foglalkozunk,
ahol a két osztdly adott. llyenkor azt irjuk, hogy (G; A, F).
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Hozzarendelési probléma

Legyen adott egy (G; A, F) péros graf és egy w : E(G) — Ry
sulyfuggvény.

Hozzarendelési probléma

A fenti input mellett keressiink egy maximalis stlyd parositdst.

Egyszerlsito feltételek:

e Feltehetd, hogy |A| = |F|. Valdban: A kisebb szinosztalyt
kiegészithetjiik 4j csicsokkal, hogy a két szinosztaly azonos
elemi legyen.

e Feltehetd, hogy grifunk teljes. Valéban: A nem Gsszekotott
csticsokat osszekothetjiik 0 sulyd éllel.

e Feltehetd, hogy a teljes parositasok kozott keressiik az
optimumot

Mi ezekkel a feltevésekkel nem élink.
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Matrix nyelvezet

e Legyen (G; A, F) egy péros graf és w : E(G) — Ry egy
élstilyozas. Ekkor ezt egy A x F tipust matrixszal kédolhatjuk. Az
a € Asor és f € F oszlop taldlkozdsaban alljon w(af), ha af € E
és alljon —oo, ha af € E.

e Egy M parositas a fenti matrixban néhany R-beli elem.
Gondoljunk ezekre az elemekre mint karikdzott elemek.

e M parositds mivolta azt jelenti, hogy minden sorban legfeljebb
egy karikazott elem lehet és minden oszlopban is legfeljebb egy
karikazott elem lehet. Sakk terminoldgidval: a karikazott elemekre
helyezett bastydk nem (tik egymast.

e A feladat tgy karikdzni R-beli szdmokat (a fenti fajta
konfiguraciéban), hogy a karikdzott szdmok Gsszege maximalis
legyen.
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Példa

Egy paros graf-sily-matrix, a —oo elemek él hidnyat/tiltasokat
kédolnak. A tobbi elem(e Ry ) élt sullyal kédol:

2 5 1 25 3

1 —o0 32 11 —o0
—oo 1.8 1.2 24 29
32 32 2 2 13

Az el6z6 paros graf-sily-matrix a hozzarendelési probléma egy
lehetséges megoldasaval:

1 25 (3)
—00 @ 1.1 —o0
—00 1.2 24 29

32 32 2 (2) 13
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Hozzarendelési probléma Silyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Cél: Adott grafban minél nagyobb parositds keresése

Els6 otlet: Egy M parositads kiszamitdsat elemi dontésekre
bontjuk: minden élre el kell donteniink, hogy bevalasztjuk-e a
parositdsba vagy nem.

Moho parositasi algoritmus

(1) // Inicializalds
Legyen M = ().

(B) // Mohé bévités
AMIG létezik e € E(G) — M él dgy, hogy M U {e} is parositds
M-et lecseréljik M U {e}-re.

e Amikor az AMIG ciklus lell, akkor az algoritmus is leall. Az
aktudlis M élhalmaz az output.

e Ledllaskor minden M-en kiviili él osszefut valamelyik M-beli éllel.

o A ledllds sziikségszerli: barmely javitas garantaltan noveli a
parositads élszamat.
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Miért mohd?

e Az algoritmus mohd jelzdje egy negativ jelzo.

e Onnan ered, hogy nem vonjuk vissza soha a korabbi dontésiinket,
vagyis ha egy élt egyszer bevalasztottunk a parositdsba, mar nem
vessziik ki késobb.

e Azzal, hogy kordbbi dontésiinket nem birdljuk felil egy nagyon
hatékony, egyszer(i eljarast kapunk.

e Sajnos nincs garancia, hogy az output optimalis. Elakadds esetén
tudjuk, hogy pérositasunk egy specidlis médon, a mohé mdédon
nem javithaté. Ez nem jelenti azt, hogy ettdl eltér6 médon nem
tudunk nagyobb parositdshoz jutni.
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Példa

1

P

NS

e Grafunknak négy ugyanannyi csicsot (legyen ez n, az abran

n = 4) tartalmazé , emelete” van.

e Két szomszédos emelet kozott minden élt behiztunk, tovabbi
élek nincsenek.

e A sirga élek egy teljes parositast alkotnak a két kozépsd szint
kozott.

e Ha a mohé algoritmus ezeket valasztja ki el6szor, akkor elakad:
n élt tartalmaz outputja.

e A zold élek egy teljes parositast alkotnak (2n darab él).
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Lefogd ponthalmazok definicidja

Definicié

Egy G grafban egy L csiicshalmaz lefogd, ha minden élnek legalabb
az egyik végpontja L-beli.

e V(G) mindig lefogé ponthalmaz.

e Ha grafunkban nincs hurokél, akkor minden v csiicsra
V(G) — {v} is lefogd.

e Nyilvan minél kisebb lefogd ponthalmaz keresése az érdekes. Ez
egy optimalizalasi feladat.

7(G) = min{|L| : L lefogd csticshalmaz}
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Lefogd ponthalmazok ,, mesével”

e A fogalmat a kovetkezé ,, mesével” vildgithatjuk meg.

e Adott egy mizem. Ennek térképét egy graf irja le. Az élek
egyenes folyosdk, a csicsok a folyosdk taldkozasi pontjai. Orokkel
szeretnénk védeni a mizeumot.

e Az 6rok csticsokba iiltethetSk/allithatdk, ahol az ott Osszefutd
osszes folyosét ellendrzésiik alatt tarthatjak.

e Ha célunk ugy elhelyezni az 6roket, hogy minden folyosé védve
legyen, akkor egy lefogdé ponthalmazt kell keresniink.
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Példak

Példa: Teljes grafok

7(Kp) =n—1.

e Tetszblegesen vélasztott n — 1 csiics lefogja a grafot (ahogy
minden n pontu egyszerii grafot).

e Tetszlleges n — 2 elemii csticshalmaz kihagy két csticot, amelyek
a teljes grafban sziikségszeriien 0sszekotottek. Azaz nincs n — 2
elemi lefogd ponthalmaz.

Példa: Csillaggrafok.

T(5n+1) =1.

o A kozéppont altal dlkotott egyelemii csticshalmaz az Osszes élt
lefogja.

e Az lireshalmaz csak az lresgrafban lefogd csticshalmaz.
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Lefogdsok /pérositasok: a kapcsolat

Az utdbbi érvelés mar az altalanos osszefiiggésre is ravilagit:

Legyen G egy tetszbleges graf. Benne M C E egy parositas és
L C V egy lefogd csticshalmaz. Ekkor

|M] <[L|.

Valéban: a parositas éleinek legalabb egyik végpontja L-beli. A
parositas mivolt miatt bamelyik végponttal ,, oldjuk meg” egy
parositasbeli él lefogdsat kiilonboz6 csticsokhoz kell jutnunk. Azaz
tetsz6leges lefogashoz legalabb | M| csics kell.

Kovetkezmény

Tetszbleges G grafra
v(G) < 7(G).
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A séma

e Tehdt annak megmutasdra, hogy nincs k + 1 élii parositds egy
lehetdség: k darab lefogd pontot felmutatni. Ez egy séméat ad a v
paraméter felsé becslésére.

e Sajnos ez a séma nem , teljes”: Vegylik az otpontd kort, Cs-t.

(i) Ekkor a legnagyobb parositas 2-elemii (5 pont nem is ad
lehetSséget harom élii parositasra).

(ii) Lefogd ponthalmazzal viszont nem érvelhetiink: A legkisebb
lefogd ponthalmaz mérete 3, mdsképpen nincs 2-elemii lefogd
ponthalmaz.
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A mohd parositas kereso algoritmus alaptétele

Legyen vmons(G) a mohd algoritmus egy tetszéleges futdsanak
mérete.

< Vmoho’(G) < V(G)

e A masodik egyenl6tlenség nyilvanvalé abbdl, hogy a mohd
algoritmus egy parositast szamol ki.

e Legyen Mons @ mohé algoritmus outputja, L = V(Mpyons) @
mohé algoritmus otputja altal parositott pontok halmaza.

e Nyilvanvald, hogy L lefogd ponthalmaz és |L| = 2vmmons(G).

. fgy L mérete minden parositas méretét fellilrél becsli, specidlisan
v(G) < |L| = 2vmons(G).
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Cél: Adott grafban minél nagyobb parositds keresése

Tovabbi otlet: Javitsunk lgyesebben.

Definicié: Javité ut.

Legyen G graf M parositds G-ben, P : vy, €1, vi,..., €k, Vi egy Ut.
P Ut javitd ut M-re nézve, ha vy és v, nem pdrositottak, k
paratlan és a paros sokadik élek elemei M-nek.

e A P javité ut segitségével kapott

M = (M\E(P))U (E(P)\M) = MAE(P) élhalmaz parositss.
e Azaz M’-be P mentén pontosan azon P-beli éleket rakjuk,
melyek eredetileg nem voltak M-ben, P-n kiviil a parositdas nem
valtozik. Konnyen lathatd, hogy igy mindig eggyel nagyobb
élszamu pérositast kapunk.

Definicié: Javité utas javitas.

M < (M\E(P)) U (E(P)\M) = MAE(P) valtast az M parositas
javité utas javitdasanak nevezzik
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Példa

A sarga parositasra nézve a zold ut javitd (t.

A masodik dbran a javitott parositas lathatd.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus

Javité utas pérositdsi algoritmusok sémaja

Magyar médszer Magyar/LP

Ezzel sémat kaptunk nagy pdrositdsokat keresé algoritmusokra,
amiket javitd utas algoritmusoknak neveziink. Ezek altaldnos
vazlata:

Javité utas parositdsi algoritmusok sémdja

// Adott egy G graf és benne egy M pérosités.
(J) // Javitd utas novelés

AMIG taldlunk M-re vonatkozé javité utat M-et lecseréljiuk
MAE(P)-re.

e J6 megvaldsitds esetén elakadaskor lesz egy parositdsunk, ami
nem novelhet6 javitd utakkal.

e Itt sincs ciklizdldsi veszély, mert barmely javitas garantaltan
noveli a parositds élszamat, ezért az algoritmus

e Az 1 hosszi javitd Gt menti javitds a mohd javitas.
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Berge-tétel

e Azaz a javité utas algoritmusok a mohd algoritmus kiterjesztései.
A mohé algoritmus elkaddsara kordbban lattunk példat. Konnyi
ellendrizni, hogy azon futva a javité utas algoritmusok megtalaljak
a teljes pdrositast. Ez nem véletlen.

Berge-tétel

G graf, M parositds. Ha M nem optimalis, akkor létezik ra javité
at.

o A tétel masképpen: Ha a javité utas pérositd algoritmus elakad,
akkor az aktudlis parositds optimalis.

e A javité utak hatékony keresése nem egyszerii! Keresésiinknek
olyanak kell lenni, ha sikertelen, akkor ne is legyen javité ut. Egy
grafban az utak teljes sokasiga hatalmas lehet. igy ennek
végignézése dltaldban tdl sokdig tart.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Javitd ut keresése: az otlet

Definicié: Javité it kezdemény

P javité at kezdemény, ha P : vy, €1, vi, . .., €k, vk Ut, és
vo € V(M), valamint a péros indexii élek elemei M-nek.

e Javitd Ut kezdeményeket keresiink és ezeket parhuzamosan
noveljuk annak reményében, hogy javitd Utta terjesztjik ki Oket.
o Keresésiink megvaldsitasa egy cimkézés lesz: A csticsokra
cimkéket helyeziink, aminek jelentése: oda vezetd javité it
kezdeményt talaltunk.

e Ezen cimkék egy kicsit tobb informaciét tartalmaznak mint az
odavezets javitd Ut kezdemény megtaldldsanak ténye. Ha a
megtalalt javité Ut kezdeménye paros hosszi akkor a csiics |, kiils6”
cimkét kap, ha pedig paratlan hosszt, akkor ,, belsé” cimkét kap.
e Legyen C a cimkézett cslicsok halmaza és K a kuls6, B a bels6
cimkézett pontok halmaza. Nyilvdn C = KUB.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Javitd ut keresése: az otlet Il

e A mohdsdg abban nyilvanul meg, hogy a cimkehalmaz
folyamatosan béviil, és nincs feliilirds. Azaz, ha azt tapasztaljuk,
hogy mar cimkézett pontba egy eddig nem latott javitd ut
kezdemény halad, akkor ezt elvetjiik (, késdn vettiik észre”). Az
eredeti javité Ut kezdemény (amire a cimkézést kordbban
alapitottuk) lesz az amit folytatni prébalunk.

e Kiindulé cimkehalmazt valasztunk (ezek pontok lesznek, amikbe
egy 0 hosszli javité Gt kezdeményt taldltunk, azaz V(M) egy
részhalmaza) és a cimkézést kiilsé pontokbdl mohé médon
bovitjlik.

e Kiils6 pontok barmely cimkézetlen szomszédja bels6é cimkét
kaphat.

e Ha parositatlan cstics cimkét kap, akkor javitd utat talaltunk.
e Belso parositott cslics parositott szomszédja kiilsé cimkét kap.
(Biztos, hogy cimkézetlen? Igen. Miért?)
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

A paros grafok esete

Megallapodds paros grafokra

A keresést alsé (parositatlan) csticsokbdl inditjuk. // A kiilsé
pontok mind alsé pontok lesznek. A belsé pontok mind fels6
pontok lesznek.

v
Jelolés

Ca= K, Cr = B.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak

LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Moh¢ javité at kereso algoritmus paros grafokban

Az algoritmus

(1) // Inicializalas
A Ca=A— V(M), Cr = 0 halmazokkal indulunk.

// Az alsé parositatlan csticsokat gy tekintjiik, hogy 0 hossz
javité utak végpontjai.

(K) // Keresés

AMIG taldlunk k € C4 csicsot és s cimkézetlen szomszédjat

(S) Ha s € F nem pérositott cslics, akkor a k € A-ba vezetd

javité Ut kezdeményt s € F-be meghosszabbitva egy
javité utat kapunk.

// Sikeres keresés
(N) Ha s € F pérositott cstics, akkor legyen s’ € A az M-beli
parja. Ca + CaU{s'}, Cx < Cx U{s},
C+ CU{s,s'}.
// Cimke bdvités

Hajnal Péter
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Eszrevételek

A cimke kiosztds az inicializdlds utan paronként torténik. Egy alsé
és egy felso cslics kap cimkét, amelyek parositott csticsok.

Ha nem tudunk tovabbi (cimkézetlen) csticsot megcimkézni, akkor
az alsé cimkézett csticsokbdl nem vezet fels6 cimkézetlen csicshoz
él.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

A keresés vége

Kétféle ledllas:
o Sikeres keresés. // Tiszta. Javité utat taldltunk.
e Kifullad a cimkézés. // Sikertelen keresés

Sikertelen keresés esetén:
(i) L:= (V(M) N Ce) U ((V(M) N A) = Ca)
// A cimkézett parositott élek felsé végpontja és a
cimkézetlen pdrositott élek alsé végpontjai
egy lefogé ponthalmaz.

(ii)

L] = [M],

(iii) L és M is optimdlis,

(iv) nem létezik javité 4t M-re.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Osszefoglalas

A javitd utas parosité algoritmus a paros grafokban leirt javitd Ut

kereséssel:
(i) Legfeljebb min{|A|, |F|} javitds utdn sikertelen kereséssel leall,
amikor is az aktudlis parositas optimalis.
// Azaz algoritmusunk megoldja a silyozatlan hozzdrendelési
eljarast.
(i) Minden keresési lépés legfeljebb |V/| cimke kiosztas utan taldl
javité utat, vagy kifullad.

Konig Dénes tétele

Ha G paros, akkor
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Szlnet
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Algebraizdlds: az otlet

Adott (G; A, F) paros graf. Keresiink egy M teljes parositast.
Arrdl szeretnénk donteni, melyik él keriiljun bele.

1, haeeM

0, kulonben.

Feltételek:
e Minden e € E esetén x. nemnegativ egész.

e Az a € A-ban 6sszefutd élek valtozdi legfeljebb egy élt
azonositanak, az a-t esetleg pérosité élt.

e Az f € F-ban osszefutd élek valtozdi legfeljebb 1 élt
azonositanak, az f-et esetleg parosité élt.

A lehetséges megoldasok: parositasok karakterisztikus vektorai.
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Feltételek:

(Fa)
Z Xe <1, minden a € A cslicsra,

e:ale

(Fr)
er <1, minden f € F cslcsra,

e:fle

(E+1)



Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Algebraizalds: matrix alak

Definicid

m |

1 havle
100 = |0 kiilbnben | eRVXE p= [ T | :=1eRV

= =

— ..

° /M? minden oszlopaban két darab 1-es szerepel. Ebbdl egy az A-beli
csticsoknak megfelelé sorokban, egy az F-beli csticsoknak megfeleld
sorokban.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Algebraizalas: egészértékii LP/IP

Ezek utdn készen dllunk arra, hogy felirjuk a probléma formalis

alakjat:
Maximalizaljuk wx-t
Feltéve, hogy 10ex <1
x>0
xezV,

ahol w € RE az élhosszakat tartalmazé vektor.

e Az utolsé sor a keresett x vektor koordindtdinak értékeirdl
koveteli meg, hogy egészek legyenek. Az utolsé sortdl/feltételtdl
eltekintve egy LP feladatot latunk. Egy IP feladatként kddoltuk
problémankat.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Az IP feladatunk LP relaxacidja

A hozzérendelési probléma relaxacidja

Maximalizaljuk wl x-t
Feltéve, hogy 1llcx <1
x=0

Legyen R egy tetszOleges négyzetes részmatrixa az [/fc matrixnak,
ahol G egy paros graf. Ekkor det R € {—1,0,1}

Azaz:

Ha G paros, akkor 1¢¢¢ TU tulajdonsdgu.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

A fotétel kovetkezménye

Kovetkezmény

Ha a korabbi

Maximalizaljuk wlx-t
Feltéve, hogy 10ex =<1
x>0

LP relaxacidt szimplex mdédszerrel megoldjuk, akkor a kapott
optimalis bazismegoldds automatikusan egész lesz.

Bizonyitasa lasd a legrovidebb (it problémajanak targyaldsaban
szerepl6 analdg tétel targyalasat.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

A fotétel bizonyitasa

e Legyen R egy tetszOleges négyzetes részmatrix. Legyen R egy
k x k méretll matrix. k-ra vonatkozé teljes indukcidt végziink.

e k =1 esetben az allitas nyilvénvalé.

e k> 1 eset:

1. eset: R egyik oszlopaban minden elem 0.
Linedris algebra alapjan det R = 0.

2. eset: R egyik oszlopaban pontosan egy 1-es elem van (a tobbi
0).
Eszerint az oszlop szerint kifejtve det R-et és alkalmazva az
indukcids feltevést adédik az allitas.

3. eset: R mindegyik oszlopaban két 1-es van (a tébbi 0).
Az R-beli sorok koziil az A-beli csicsoknak megfelelé sorok
osszege kiadja az R-beli sorok koziil az F-beli csticsoknak
megfeleld sorok 0sszegét. Linedris algebrai ismereteink alapjan
det R = 0.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Az LP algoritmus

LP algoritmus a hozzarendelési problémara

(1) irjuk fel a hozzarendelési probléma IP formalizaldsanak LP
relaxacidjat.

(2) Futassuk a szimplex médszert (kezdetben a feltételrendszer
matrixat teljes sorranguiva ritkitjuk). Sziikségszerii, hogy a
szimplex mddszer NE |, feltlrél nem korlatos” outputot adjon
és legyen lehetséges megoldas. Az optimalis bazismegoldas
garantdltan egész koordinatdju lesz (f6tétel kovetkezménye).
A bazismegoldas sziikségszerlien 0-1 koordindtdju. Azaz a
szimplex mddszer outputja egy teljes parositas karakterisztikus
vektora.

(4) A szimplex médszer outputja altal leirt élhalmazbdl
. kiolvassuk” az optimalis hozzarendelést.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Miért is magyar a magyar mddszer?

e A magyar médszert H.W. Kuhn dolgozta ki 1955-ben, az LP
elmélet, a szimplex mddszer ismeretében.

e HW. Kuhn volt a keresztapa is.

e Koénig Dénes és Egervary Jend 1931-es magyar nyelven publikalt
kutatdsai miatt dontott a név mellett.

e HW. Kuhn Konig Dénes grafelmélet monografidjat olvasta, mig
az operdcidkutdsbeli hozzdrendelési problémdan dolgozott. Konig
Dénes sajat eredményeit hasznosnak taldlta. Labjegyzet
hivatkozott Egervary Jend rokon eredményeire.

e Jéval az operdcidkutatas alapjainak kidolgozdsa el6tt a két
magyar matematikus kidolgozta a paros grafokban 1évé parositasok
elméletének alaptételeit.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Miért is magyar a magyar médszer? |l

e 1931-ben az algoritmikus szemlélet még nem volt jellemzsé. A
magyar nyelvii munkdk matrix nyelvezetben targyalta a kérdést
(annak ellenére, hogy Kénig Dénes j6l ismerte a graf nyelvezetet

is).

e Konig Dénes a slilyozatlan esetet targyalta. Egervary Jend a
sulyozott esetre terjesztette ki Konig Dénes eredményeit.

e H.W. Kuhn az otvenes években teljesen mds szemlélettel allt a
hozzarendelési problémahoz. Jelentds otleteket adott a 30-as
években igazolt elméleti eredményekhez. Névaddsa tisztelet a korai
(és j6 ideig ismeretlen) magyar kutatdsoknak.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

A fOszereplok: Konig Dénes, Egervary Jend, Harold W.
Kuhn
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

A magyar médszer feltevései

e Adott (G; A, F) kiegyensilyozott paros graf: |A| = |F]|.

e Tovabba adott w élsilyozas, amit egy ]R'iXF négyzetes
matrixszal irhatunk le. Feltettiik, hogy grafunk teljes hiszen a
tiltasokat , kédold" —oo értékeket nem engedtiik meg.

e Maximalis sulyu teljes parositast keresiink.

Példa: Egy lehetséges input és egy lehetséges megoldas

18 1.2 24 29

32 32 2 (2) 13
(1) 16 22 19 22
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Az alapészrevétel

Egervary észrevétele

W € RA¥F egy négyzetes siilymatrixa egy (G; A, F) paros grafnak
(1A = [FI).

e Legyen M egy teljes parositdas G-ben.

o Legyen (avz)aca € RA és (of)rer € RF csiicssiilyozds, amelyre
teljestl, hogy

war < az+pr, haacAésfeF (E)

Ekkor

w(M) <> aa+ Y er.

acA feF
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

A kisajtolas

A szokdsos kisajtoldsa az otletnek:

Kovetkezmény

Legyen G kiegyensiilyozott paros graf, W négyzetes sulymatrix.
Ekkor

max{w(M) : M teljes parositas} < min{z s+ Zsof .
acA feEF
az («, ¢) csiicssiilyozas (E) tulajdonsagii}.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

A kovetkezmény

Egervary észrevétele
W € RA¥F egy siilymatrixa egy (G; A, F) paros grafnak.
o Legyen M egy teljes parositas G-ben.

o Legyen (ata)aea € RY és (¢f)rer € RF csticssiilyozas (E)
tulajdonsaggal.

Ha

M4A4)::§::aa+'§::¢ﬁ

acA feF

akkor M legnagyobb stilyd parositds. (Mellesleg a csticssilyozas a
minimalis osszegli (E) tulajdonsagu silyozas.)
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Az egyenlOség elemzése

Elnevezés

Egy (E) tulajdonsagu csticsstlyozasra nézve egy élstly/él éles, ha

w(af) = a, + ¢f.

| \

Egervary észrevétele
W € RA*F egy siilymatrixa egy (G; A, F) paros grafnak.
e Legyen M egy teljes parositdas G-ben.

o Legyen ()aca € RY és (¢r)rer € RF csicssilyozas (E)
tulajdonsaggal.

w(M) = Zaa—i- Zgo,c,

aceA feF

akkor és csak akkor teljesiil, ha M élei élesek.

4
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

A cél

Az eddigiek Osszefoglaldsa

Ha taldlunk egy M teljes pérositdst és egy ((aa), (¢r)) (E)
tulajdonsdgu élstlyozast tgy, hogy M élei élesek, akkor M egy
optimalis (maximalis slyd) teljes parositas.

e Azt mondjuk, hogy M, ((as), (¢r)) egy bizonyitd par (teljes
parositas és cstcssilyozas parja).

Az algoritmusunk célja

Bizonyitd pdr keresése.

e Kiindulunk egy M parositasbdl és egy ((«a), (¢f))
csucsstlyozasbdél. Példaul:

M=10, as=max{ws:fe€F}acA), ¢r=0(fcF).
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

A Konig-alternativa

S jeldlje az éles élek részgrafjat a G paros grifban.

igéret: Algoritmusunk folyaman M végig éles éleket tartalmaz.

A stlyozatlan eset vizsgélatabdl tudjuk, hogy a kovetkezo
lehetdségeink vannak:

(i) Talalhatunk M-re vonatkozé javité utat S-ben, M < M;,,
javitast végezhetlink.

(ii) Taldlhatunk egy |M| < |A| = |F| elemszamu lefogé
ponthalmazt S-ben.

(iii) Van egy M teljes pérositasunk S-ben (minden éle éles).

Célunk a (iii) alternativa (bizonyit6 par megtalaldsa) elérése. Az

(i) és (ii) alternativa targyaldsa az érdekes.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

(i): Pérositast javitd lépés

e A javité Ut (ezt a stlyozatlan eset megkonstrudlja) mentén
végezziik el M javitdsat.

e S-ben dolgozunk, tehat a javitott M is éles éleket tartalmaz.

o Megigérjiik, hogy M elemszama sose csokken. Pontosabban: az
algoritmus nem parositast javité részében M nem viltozik.

e Tehat |A| = |F| javitas utan teljes pdrositashoz jutunk, ami
optimélis lesz (bizonyité pért alkot az aktudlis csticssilyozassal).
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

(ii): Csucsstlyozas médositdsa

e Legyen L (|L]| < |A| = |F]) egy optimdlis lefogd ponthalmaz az S
grafban. A silyozatlan eset targyalasa alapjan ezt algoritmikusan
megtaldljuk.

e [ minden M-beli élnek pontosan egy végpontjat tartalmazza.
(Ezt az algoritmus ismerete alapjdn lathatjuk. De kordbbi logikai
kovetkeztetéseink alapjan tudjuk is, hogy ennek igy kell lenni.) A
tobbi élnek (ezeket nevessiik lazanak) legaldbb az egyik végpontja
L-beli.

o [ lehetOséget ad a cslcsstlyok megvaltoztatasira: Az L-beli
csuicsok sulyat emeljiik fel, az L-beliekét csokkentsiik valamely
0 > 0 értékkel.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus

(ii): Csucssulyozas médositdsa

Magyar médszer Magyar/LP

Eszrevétel

(i) Az M-beli élek élesek maradnak.

(i) A csucsstlyozas (E) tulajdonsdgii marad, ha ¢ elegendéen
kicsi.

(iii) Ha d-t a szlikkeresztmetszetnek vélasztjuk, akkor legaldbb egy
laza él — melynek egyik végpontja sem L-beli — élessé valik.
(iv) A csticsslilyozds Gsszege csokken.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Magyar mddszer

Magyar médszer/Kuhn-algoritmus

(1) // Inicializalds
M=10, a=max{wy:feFHacA), ¢r=0(f€F).
A cslicsslilyokat irjuk a matrix mellé. Tegyiik fel, hogy a sorok
az alsé csticsoknak felelnek meg, ezek silyai legyenek bal
oldalon egy els6 oszlopban. Tegyiik fel, hogy az oszlopok a
fels6 csicsoknak felelnek meg, ezek stlyai legyenek fent egy
extra elsé sorban.
// M elemei tablazatunk bekarikazott elemei. Most nincs
karikazott elem.

(S) // S segédgraf felépitése
Minden wyr = a5 + @f esetén a w,r elem mellé rakjunk egy
W1 jelet.
// A ! elemek megfelelnek az S graf éleinek.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Magyar médszer |l.

Magyar médszer (folytatas)

(J) // Javitd at keresése S-ben

A javité Ut kezdeménnyel elért cstcsok sulyait pipaljuk ki. A

javité Gt kezdeménnyel elért parositott élek karikazott stlyait

is pipaljuk ki.

(J+) Ha taldlunk javité utat, akkor javitunk:
M < Mijayitott, csticssiilyozas marad. Vissza (J)-hez.

(J—) Ha nem taldlunk javité utat, akkor legyen L a siilyozatlan
algoritmus altal kiszamolt lefogé ponthalmaz.
// L cstcsai a pipazott, karikdzott elemek oszlopainak és
a NEM pipazott, karikazott elemek sorainak felelnek
meg. Ezek silyaihoz tegyiink egy ,,+" jelet. A tobbi
csucsstlyhoz tegyiink egy ,, —" jelet.

Ha |L| = |A| = |F|, akkor M éles élekbdl all6 teljes
parositas. STOP. Ha |L| = |A| = |F|, akkor tovabb.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Magyar médszer ll.

Mgyar médszer (folytatas)

(6) // A szlik keresztmetszet J-ra.
Minden olyan elemre amely sora és oszlopa is — jelet kapott
szamoljuk ki (s + pf — war)/2-t. // Az ilyen elemek/élek
sziikségszerlien lazdk, a kiszamolt értékek pozitivok.
Legyen § a legkisebb kiszdmolt érték. // § > 0.

(C) // A csticssilyozds médositdsa A + jelii cstcssilyokhpz
adjunk hozza 4-t. A — jelli csicssilyokbdl vonjunk le §-t.

Vissza (S)-hez.

// Az dj hatdrszamokkal, a régi karikdkkal (M marad) djra
kiosztjuk a ! jeleket.

// A karikdzott elemek garantdltan djbdl ! jelliek lesznek.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Az algoritmus elemzése

e Nyilvan legfeljebb |A| = |F|-szer végziink el javitast az aktudlis
parositasunkon.

e A cslcssulyozas atirdsa utan a javitd ut keresés a régi
megcimkézett cslcsokat Gjra megcimkézi. S6t egy alsd cimkézett
cslicsbdl egy felsé cimkézett cslicsba vezetd él az éles élek grafjaba
keriill. Azaz cimkézés bovil. Azaz vagy () parositd él cimkézetté
valik vagy sikeres lesz a keresés. Azaz M , stagndlasa” , limitalt”
hosszu ideig lehetséges.

e Az algoritmus
O(IA] - |A]).

csucs Ujrasulyozast végez és garantaltan kiszamol egy bizonyitd
part.

e Ha az algoritmus ,, mélyére néziink”, akkor tudunk , tigyeskedni”.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

LP értelmezése a magyar modszernek

A hozzarendelési probléma (|A| = |F|, teljes grafban teljes
parositds) LP értelmezése:

Maximalizaljukw " x-t

Feltéve, hogy [0lcx =1 ||Minimalizaljuk 17 -t
x=0 Feltéve, hogy ,uTI%G > w

ahol w € RE, x = (xe)ecke, 1,0 € RY = RAYF (1 = (a, ), ahol
a € RA, p € RF)

e Mind a primal, mind a dudl feladatnak konnyen taldlhaté
lehetséges megolddsa. Az optimalis megoldasok is megtaldlhaték

szimplex maddszerrel.

e Mi a kordbban vézol primal-dudl megkozelitést vazoljuk.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Emlékezteto: Primal-dudl séma

(o)

(i)
(ii)
(iii)

A hozzérendelési problémat megfogalmaztunk, mint egy LP
feladat: (P).

Dualizdlunk(— (D)).

Keresiink egy dudlis lehetséges megoldast (— ).

A primal oldalon , elfelejtjiilk” az eredeti stlyozott
optimalizalasi feladatot. A primal feltételek mellé felvessziik a
(u-re alapozva) lazén teljesiild dudl feltételek valtozéink 0
mivoltat.

Ezzel egy kielégithetségi problémahoz jutunk. Ezt
megfogalmazzuk mint egy LP feladat(— (ﬁu))

Ez dualizaljuk(— (D,)).

Keresiink egy dudlis lehetséges megoldast(— fimsdosit). Ez
sokszor egy sulyozatlan kombinatorikus feladat.

-t médositjuk imedosit Segitségével, hogy egy ,, jobb" -t
kapjunk. VISSZA (iii)-hez.

Hajnal Péter P3arositasok, paros grafok, magyar médszer SzTE, 2021



Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

A primal-duadl séma: p

e A dualizilt feladat egy Egervary szamozas keresése, és a
csucsstlyok osszegének minimalizélasa.

e Egy (tu)uev = (@, ) € RY dudlis lehetséges megoldashoz
komplementaris lazasagi tulajdonsaggal biré primal lehetséges
megoldas keresése vezet el a kovetkez6 jeloléshez.

Jelolés: Laza és éles élek (p dudlis megoldasra)

Ly={e=af 1o, +9r>we}, Sy ={e=af : aa+ ¢r = we}.

e Ha e € L, akkor x. = 0-t szeretnénk, ha e € S, akkor x. > 0-t
megengedjlik. Persze ilyen primalis megoldas keresése nem
sziikségszerlien sikeres (nem optimalis p-nél sziikségszeriien
sikertelen).
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

A primal-dudl séma: p-bél (P,)

e Amit tehetiink, felirjuk a keresést mint egy LP feladat. Ez a primal feladat
egy kombinatorikus valtozata és persze dualizalunk (P,)/(D,):

Minimalizaljuk > Xe Maximalizaljuk1Tor 4+ 1T -t
Feltéve, hogy [lllcx =1 Feltéve, hogy a,+¢r <1 af el
x=0 a;+pr <0 af €$§

° (ﬁﬂ) egy teljes parositas keresése, amelyben a lehetd legkevesebb laza él
szerepel. Azaz egy maximalis parositas keresése az éles élek grafjaban
(!sdlyozatlan feladat!).

e Ha az optimadlis pérositds teljes az éles élek grifjaban, akkor akkor (Igu)
esetén p* = 0. Azaz mint (P) megolddsa teljesiti komplementéris lazasigi
feltételt p-vel. A teljes pérositas (és p Egervary szdmozas is) optimalis.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

A priméal-dul séma: (P,)/(Q,) optimalis értéke nem 0

e Terviink kovetkezd része, ha (ﬁu)/(éu) optimuma nem 0, akkor

(6M)—nek

Maximalizaljuk 1Ta+1Tp-t
Feltéve, hogy as+er <1 afel
a;+9r <0 afes

keresuink egy ,, ligyes’ megolddsat, amit u mddositasira
hasznalunk.
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

Mit |atunk a sulyozatlan esetben? — fimedosit

_%\/ \/1
2

[
N [—=

N[ N[ —=

N[
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Hozzarendelési probléma Sdlyozatlan eset, mohé Javité utak LP algoritmus Magyar médszer Magyar/LP

(1t modositasa

o A megkonstrudlt pmsdosit hasznadlhaté p javitdsdra. Ekkor mar a
stlyokat figyelembe kell venni. A sziik keresztmetszet alapjan
dolgozunk.

e A primél-dudl médszer kidolgozasa a hozzarendelési feladat
esetén a magyar mddszert adja vissza:

e Az Egervary-szdmozas a dudlis feladat egy lehetséges
megoldasa.
A parositas javitdsa a primal megoldds mddositasa.

e Az Egervary-szamozas mddositdsa a dudl megoldas
modositésa.

e Minden médositds a komplementaris lazasdg teljesiilése felé
vezet.

e A komplementadris lazasag teljesiilése a bizonyitd par
fogalmaval egyezik.
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Koszonom a figyelmet! |
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