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e Az optimalizdlds a matematika, fizika, gazdasag (és sok mas
emberi cselekvés) természetes alapproblémija.
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Optimalizélas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Az eredet

e Az optimalizalds a matematika, fizika, gazdasdg (és sok mds
emberi cselekvés) természetes alapproblémdja.

e A klasszikus Fermat-elv azt mondja, hogy a , fény mozgdsa soran
optimalizal /minimdlis idejli utat védlasztva mozog".
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Optimalizélas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai
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e Az optimalizalds a matematika, fizika, gazdasdg (és sok mds
emberi cselekvés) természetes alapproblémdja.

e A klasszikus Fermat-elv azt mondja, hogy a , fény mozgdsa soran
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Oridsi osszegek takarithatok meg.

e Az optimalizalas a kozépiskolai szélséérték feladatok jobban

hangzd neve. Kétféle szélsGérték létezik: minimum, illetve
maximum.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



Optimalizélas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai
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hangzd neve. Kétféle szélsGérték létezik: minimum, illetve
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és bevezetjiik az alapvet6 fogalmakat, elnevezéseket.
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Optimalizélas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Az eredet

e Az optimalizalds a matematika, fizika, gazdasdg (és sok mds
emberi cselekvés) természetes alapproblémdja.

e A klasszikus Fermat-elv azt mondja, hogy a , fény mozgdsa soran
optimalizal /minimdlis idejli utat védlasztva mozog".

e A modern logisztikai, pénzugyi problémdk sordn optimalizaldssal
Oridsi osszegek takarithatok meg.

"z

e Az optimalizalas a kozépiskolai szélséérték feladatok jobban

hangzd neve. Kétféle szélsGérték létezik: minimum, illetve
maximum.

e Ebben a pontban megfogalmazzuk az optimalizalds alapfeladatat
és bevezetjik az alapvet6 fogalmakat, elnevezéseket. Most az
alapfogalmakat minimalizalasi feladatra alapozva mondjuk el.
Maximalizaldsi kérdések teljesen hasonléan kezelheték (ha van
kiillonbség az természetes, jézan ésszel kitaldlhatd).
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Optimalizélas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normélform3i

Alapfogalmak: Az alapfeladat

e Legyen c: dom (c) C R" — R egy adott n-valtozds valds
fuggvény (n € N), melyet célfiiggvénynek neveziink.
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e Legyen c: dom (c) C R" — R egy adott n-valtozds valds
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e Az optimalizalas alapfeladata a ¢ célfiiggvény minimalizélasa,
elore kiszabott feltételek mellett. Erre a tovabbiakban az alabbi
roviditett irdsmddot hasznaljuk:

Minimalizaljuk c(x)-et-t

Feltéve, hogy x € FNdom (c),

ahol F C R" a feltételek altal meghatdrozott tartomany.
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Alapfogalmak: Az alapfeladat

e Legyen c: dom (c) C R" — R egy adott n-valtozds valds
fuggvény (n € N), melyet célfiiggvénynek neveziink. A dom (¢
értelmezési tartomany egy &ltaldnos elemére az x = (x1,...,Xs
jelolést hasznaljuk.
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e Az optimalizalas alapfeladata a ¢ célfiiggvény minimalizélasa,
elore kiszabott feltételek mellett. Erre a tovabbiakban az alabbi
roviditett irdsmddot hasznaljuk:

Minimalizaljuk c(x)-et-t

Feltéve, hogy x € FNdom (c),

ahol F C R" a feltételek altal meghatdrozott tartomany.

o Megjegyzés: A feltételek eltérd eredetliek lehetnek.
Formalizdlhatnak matematikai feltételeket vagy szarmazhatnak
fizikai, gazdasdgi kényszerekbdl.

Hajnal Péter Optimalizélas, SzTE, 2020
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e A feltételek elGirdsara is tobbféle lehetéség létezik.
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Optimalizélas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa

Alapfogalmak: A feltételek

LP normalformai

o A feltételek elGiraséra is tobbféle lehetOség létezik.

e Itt mi egy esetet vizsgdlunk: Véges sok egyenlet és/vagy
egyenldtlenség irja le a feltételrendszert.

{f,-(x)go, e[kl :={1,2,... k},
gi(x)=0, jeld,

ahol tehat f; (i € [k]) és gj (j € [¢]) szintén n-vdltozds valds
figgvények.
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Optimalizélas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Alapfogalmak: A feltételek

o A feltételek elGiraséra is tobbféle lehetOség létezik.

e Itt mi egy esetet vizsgdlunk: Véges sok egyenlet és/vagy
egyenlStlenség irja le a feltételrendszert.

gi(x) =0, jel[d,
ahol tehat f; (i € [k]) és gj (j € [¢]) szintén n-vdltozds valds
fuggvények. Ekkor F a fenti rendszer megoldashalmaza.

e Az alapfeladat djra leirva a véges sok, explicit formuldkkal leirt
feltétel esetére:

Minimalizéljuk c(x)-t
Feltéve, hogy fi(x) <0, ielkl:=11,2,...,k},
gi(x)=0, ie[f:={12,...,¢}.
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Optimalizélas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Alapfogalmak: Az értelmezési tartomany, lehetséges
megolddsaok halmaza

e Az optimalizalasi feladat értelmezési tartomanya a
célfuggvény és a feltételek értelmezési tartomanyanak metszete:

D :=dom (c)N <iéldom (f,-)> N <édom (&))

halmaz, amely tehat azon x-eket tartalmazza, amelyekre mind a
célfiiggvény, mind pedig a feltételek értelmezettek.

e Lehetséges/megengedett megoldasoknak azon x € D
vektorokat nevezziik, amelyek eleget tesznek a kritériumoknak is,
azaz x € F. Ezen x-ek halmazat L jeloli. Tehat

L:=DnNF,
azaz
L={xeD:fi(x) <0, gj(x)=0, ie[k],je [}

Hajnal Péter Optimalizélds, SzTE, 2020
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Optimalizélas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Alapfogalmak: Optimalis érték, optimalis hely

e A feladathoz tartozé optimalis érték

p" = inf c(x) € RU{~o0} U {oo},

ahol az infimum oo, ha a lehetséges megoldasok halmaza iires és
—00, ha a ¢ célfiggvény a lehetséges megoldasokon tetszdlegesen
kicsi értéket is felvesz.
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Optimalizélas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Alapfogalmak: Optimalis érték, optimalis hely

e A feladathoz tartozé optimalis érték

p* = inf ¢c(x) e RU{—00} U{o0},
x€eL
ahol az infimum oo, ha a lehetséges megoldasok halmaza lres és
—00, ha a ¢ célfiggvény a lehetséges megoldasokon tetszdlegesen
kicsi értéket is felvesz.

e Egy x* € L vektor optimadlis hely, ha ott a célfiiggvény felveszi
az optimalis értéket
c(x*) = p*.
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Optimalizélas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Alapfogalmak: Optimalis érték, optimalis hely

e A feladathoz tartozé optimalis érték

p* = inf ¢c(x) e RU{—00} U{o0},
x€eL
ahol az infimum oo, ha a lehetséges megoldasok halmaza lres és
—00, ha a ¢ célfiggvény a lehetséges megoldasokon tetszdlegesen
kicsi értéket is felvesz.

e Egy x* € L vektor optimadlis hely, ha ott a célfiiggvény felveszi
az optimalis értéket
c(x*) = p*.

e Megjegyezziik, hogy a fenti formalizmus alapjan p* mindig
definidlt. x* nem mindig definidlt és amikor x* létezik akkor sem
biztos, hogy egyértelmii.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020
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Optimalizélas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Alapfogalmak: Relaxdlt optimumok

e Az x; vektor lokalis optimum/minimum, ha annak egy
kornyezetének minden pontjaban c legalabb akkora, mint az x,
helyen:

de >0, Vx:||x —xll2 <e esetén c(x) < c(x),

ahol || ||2 az R"-en értelmezett euklidészi norma,

[ [l2: R" = [0,00), y = |lyll:=/y2+ - +y2
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Alapfogalmak: Relaxdlt optimumok

e Az x; vektor lokalis optimum/minimum, ha annak egy
kornyezetének minden pontjaban c legalabb akkora, mint az x,
helyen:

de >0, Vx:||x —xll2 <e esetén c(x) < c(x),

ahol || ||2 az R"-en értelmezett euklidészi norma,

[ [l2: R" = [0,00), y = |lyll:=/y2+ - +y2

e Azt mondjuk, hogy xo € L egy e-kozelité megoldas (¢ > 0), ha

(p" <) c(x) < p* +e.
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Optimalizélas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Alapfogalmak: Relaxdlt optimumok

e Az x; vektor lokalis optimum/minimum, ha annak egy
kornyezetének minden pontjaban c legalabb akkora, mint az x,
helyen:

de >0, Vx:||x —xll2 <e esetén c(x) < c(x),

ahol || ||2 az R"-en értelmezett euklidészi norma,
Ill2: R" = [0,00),  y = llyll2:=y/yf + -+ 2.
e Azt mondjuk, hogy xo € L egy e-kozelité megoldas (¢ > 0), ha
(p" <) clxo) < p* +e.
e Egy xo € L vektor e-approximaciés megoldas (¢ > 0), ha

(p" <) clxo) < (1 +e)p™

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020
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Optimalizélas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normélform3i

Alapfogalmak: Relaxalt optimumok (folytatas)

e Az c-approximaciés megoldds fenti definicidjaba beleértjiik, hogy
az optimalis érték pozitiv, p* > 0.
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Alapfogalmak: Relaxalt optimumok (folytatas)

e Az c-approximaciés megoldds fenti definicidjaba beleértjiik, hogy
az optimalis érték pozitiv, p* > 0.

e A negativ optimalis értékii feladatokban az c(xp) < (1 — ¢)p*
feltételt kell tenniink.
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Optimalizélas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Alapfogalmak: Relaxalt optimumok (folytatas)

e Az c-approximaciés megoldds fenti definicidjaba beleértjiik, hogy
az optimalis érték pozitiv, p* > 0.

e A negativ optimalis értékii feladatokban az c(xp) < (1 —¢)p*
feltételt kell tenniink.

o Azt is megjegyezziik, hogy a fenti fogalmak bevezetését egy
minimalizalasi feladatra alapoztuk.
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Optimalizélas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Alapfogalmak: Relaxalt optimumok (folytatas)

e Az c-approximaciés megoldds fenti definicidjaba beleértjiik, hogy
az optimalis érték pozitiv, p* > 0.

e A negativ optimalis értékii feladatokban az c(xp) < (1 —¢)p*
feltételt kell tenniink.

o Azt is megjegyezziik, hogy a fenti fogalmak bevezetését egy
minimalizalasi feladatra alapoztuk. Minden definicidonk
(természetes médon megvaltoztatva) elmondhaté maximalizélasi
feladatra is.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normélform3i

Példa optimalizalasi feladatra: A linedris programozas

e A linedris programozas az optimalizalasi feladatok egyik (talan a)
legfontosabb osztélya.
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Példa optimalizalasi feladatra: A linedris programozas

e A linedris programozas az optimalizalasi feladatok egyik (talan a)
legfontosabb osztalya. Természetesen itt is két lehetoségiink van:
minimalizlhatunk/maximalizalhatunk.
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Példa optimalizalasi feladatra: A linedris programozas

e A linedris programozas az optimalizalasi feladatok egyik (talan a)
legfontosabb osztalya. Természetesen itt is két lehetoségiink van:
minimalizdlhatunk/maximalizdlhatunk. Mi most a maximalizdlast
vessziik alapértelmezett célként.
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Példa optimalizalasi feladatra: A linedris programozas

e A linedris programozas az optimalizalasi feladatok egyik (talan a)
legfontosabb osztalya. Természetesen itt is két lehetoségiink van:
minimalizdlhatunk/maximalizdlhatunk. Mi most a maximalizdlast
vessziik alapértelmezett célként.

e Ekkor a célfliggvény egy linedris fliggvény. A feltételek pedig
linedris egyenletek és egyenl6tlenégek:

Maximalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax < b
Dx = e,

ahol x = (X]_,XQ,...,X,,)T, ceR" AecRk<n pecRK D e RN,
e € RL.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020
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e A maximalizdlandé célfiiggvény egy (homogén) linedris fiiggvény.
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normélform3i

Linedris programozds szavakkal

e A maximalizdlandé célfiggvény egy (homogén) linearis fiiggvény.

e Két fajta feltételiink van. Szamuk k + ¢.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Linedris programozds szavakkal

e A maximalizdlandé célfiggvény egy (homogén) linearis fiiggvény.
e Két fajta feltételiink van. Szamuk k + ¢.

o Az elsé k darab feltétel egyenlétlenség. Mindegyik gy van
rendezve, hogy a konstansok a jobb oldali, nagyobb oldalon
legyenek, a homogén linedris fiiggvények (,, betiis rész") pedig a bal
oldai, kisebb oldalon.
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Linedris programozds szavakkal

e A maximalizdlandé célfiggvény egy (homogén) linearis fiiggvény.
e Két fajta feltételiink van. Szamuk k + ¢.

o Az elsé k darab feltétel egyenlétlenség. Mindegyik gy van
rendezve, hogy a konstansok a jobb oldali, nagyobb oldalon
legyenek, a homogén linedris fiiggvények (,, betiis rész") pedig a bal
oldai, kisebb oldalon.

e A tovabbi ¢ darab feltétel egyenléség. Mindegyik (gy van
rendezve, hogy a konstansok a jobb oldalon legyenek, a homogén
linedris fliggvények (,, betiis rész") pedig a bal oldalon.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020
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o D =R". F egy poliéder és egy affin altér metszete,
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normélform3i

LP: Ertelmezési tartomany, lehetséges megoldasok

e D =R". F egy poliéder és egy affin altér metszete, ami egy
poliéder.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normélform3i

LP: Ertelmezési tartomany, lehetséges megoldasok

e D =R". F egy poliéder és egy affin altér metszete, ami egy
poliéder.

e Tudjuk, hogy L (= F) felirhaté

(U1, U2, ... UK)conv + (V1, V2, ... VL )kip

alakban.
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

LP: Ertelmezési tartomany, lehetséges megoldasok

e D =R". F egy poliéder és egy affin altér metszete, ami egy
poliéder.

e Tudjuk, hogy L (= F) felirhaté

(U1, U2, ... UK)conv + (V1, V2, ... VL )kip

alakban.

e Ha x = x' + x”, akkor c¢"x =c"x' + cTx".

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

LP: Ertelmezési tartomany, lehetséges megoldasok

e D =R". F egy poliéder és egy affin altér metszete, ami egy
poliéder.

e Tudjuk, hogy L (= F) felirhaté

(U1, U2, ... UK)conv + (V1, V2, ... VL )kip

alakban.

e Ha x = x’ 4+ x”, akkor ¢Tx = c¢Tx' + cTx". Igy kénnyli l4tni,
hogy a fenti felirds miatt a kovetkezd két optimalizdldsi problémat

kell megoldanunk:

Maximalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy x € (U1, U2, ... UK)conv
Maximalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy X € (v1, Vo, ... VL )kip

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020
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o A politdp feletti linearis fliggvény optimalizaldsa egyszeriinek
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normélform3i

Megjegyzések

e A politdp feletti linedris fliggvény optimalizaldsa egyszeriinek
tlinik. Konnyii ellendrizni, hogy az egyik uj-ben felvevodik az
optimum.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normélform3i

Megjegyzések

e A politdp feletti linedris fliggvény optimalizaldsa egyszeriinek
tlinik. Konnyii ellendrizni, hogy az egyik uj-ben felvevodik az

optimum.

o A kép csaldka.
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Megjegyzések

e A politdp feletti linedris fliggvény optimalizaldsa egyszeriinek
tlinik. Konnyii ellendrizni, hogy az egyik uj-ben felvevodik az
optimum.

o A kép csaldka. Az hogy , csak véges sok” érték koziil kell
kivalasztani az optimalisat, az nem jelenti azt hogy egyszerii a
feladat.
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Megjegyzések

e A politdp feletti linedris fliggvény optimalizaldsa egyszeriinek
tlinik. Konnyii ellendrizni, hogy az egyik uj-ben felvevodik az
optimum.

o A kép csaldka. Az hogy , csak véges sok” érték koziil kell
kivalasztani az optimalisat, az nem jelenti azt hogy egyszerii a
feladat. Nagyon nagy halmaz lehet a generdtor elemek halmaza.
Végignézni mindet nem egy hatékony eljaras.
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Megjegyzések

e A politdp feletti linedris fliggvény optimalizaldsa egyszeriinek
tlinik. Konnyii ellendrizni, hogy az egyik uj-ben felvevodik az
optimum.

o A kép csaldka. Az hogy , csak véges sok” érték koziil kell
kivalasztani az optimalisat, az nem jelenti azt hogy egyszerii a
feladat. Nagyon nagy halmaz lehet a generdtor elemek halmaza.
Végignézni mindet nem egy hatékony eljaras.

e A kip feletti optimalizascié is egyszeriinek tiinik.
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Megjegyzések

e A politdp feletti linedris fliggvény optimalizaldsa egyszeriinek
tlinik. Konnyii ellendrizni, hogy az egyik uj-ben felvevodik az
optimum.

o A kép csaldka. Az hogy , csak véges sok” érték koziil kell
kivalasztani az optimalisat, az nem jelenti azt hogy egyszerii a
feladat. Nagyon nagy halmaz lehet a generdtor elemek halmaza.
Végignézni mindet nem egy hatékony eljaras.

e A kiip feletti optimalizdscié is egyszeriinek tiinik. Ha c¢”v;
pozitiv valamely i-re akkor a célfiiggvény tetszOleges nagy lehet.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Megjegyzések

e A politdp feletti linedris fliggvény optimalizaldsa egyszeriinek
tlinik. Konnyii ellendrizni, hogy az egyik uj-ben felvevodik az
optimum.

o A kép csaldka. Az hogy , csak véges sok” érték koziil kell
kivalasztani az optimalisat, az nem jelenti azt hogy egyszerii a
feladat. Nagyon nagy halmaz lehet a generdtor elemek halmaza.
Végignézni mindet nem egy hatékony eljaras.

e A kiip feletti optimalizascié is egyszeriinek tiinik. Ha c'v;
pozitiv valamely i-re akkor a célfiiggvény tetszOleges nagy lehet.
Ha mindegyik ¢ v; nempozitiv, akkor a célfiiggvény nem vesz fel
pozitiv értéket.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Megjegyzések

e A politdp feletti linedris fliggvény optimalizaldsa egyszeriinek
tlinik. Konnyii ellendrizni, hogy az egyik uj-ben felvevodik az
optimum.

o A kép csaldka. Az hogy , csak véges sok” érték koziil kell
kivalasztani az optimalisat, az nem jelenti azt hogy egyszerii a
feladat. Nagyon nagy halmaz lehet a generdtor elemek halmaza.
Végignézni mindet nem egy hatékony eljaras.

e A kiip feletti optimalizascié is egyszeriinek tiinik. Ha c'v;
pozitiv valamely i-re akkor a célfiiggvény tetszOleges nagy lehet.
Ha mindegyik ¢ v; nempozitiv, akkor a célfiiggvény nem vesz fel
pozitiv értéket. A maximalis érték O lesz, ami az origéban
felvevodik.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai
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annak formalizalasara.

o Egy megértett optimalizaldsi probléma esetén tobb lehetdség van
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Atfogalmazésok

e Egy megértett optimalizdldsi probléma esetén tobb lehetdség van
annak formalizéaldsara.

e Masképpen fogalmazva egy formalizalt optimalizaldsi probléma
gyakran atfogalmazhaté gy, hogy ugyanazt a problémat irja le.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Atfogalmazésok

e Egy megértett optimalizdldsi probléma esetén tobb lehetdség van
annak formalizéaldsara.

e Masképpen fogalmazva egy formalizalt optimalizaldsi probléma
gyakran atfogalmazhaté gy, hogy ugyanazt a problémat irja le.

e Ezek az atirdsok az eredetivel ekvivalensek. Mégis ugyaznazon
probléma kissé eltér6 alakjai kozt Iényeges kilonbség lehet.
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Atfogalmazésok

e Egy megértett optimalizdldsi probléma esetén tobb lehetdség van
annak formalizéaldsara.

e Masképpen fogalmazva egy formalizalt optimalizaldsi probléma
gyakran atfogalmazhaté gy, hogy ugyanazt a problémat irja le.

e Ezek az atirdsok az eredetivel ekvivalensek. Mégis ugyaznazon
probléma kissé eltér6 alakjai kozt Iényeges kilonbség lehet.

e Ekvivalens atalakitds alatt olyan formalis dtalakitdst értiink, hogy
barmelyik feladat optimélis értéke/helye a masik feladat optimalis
értéke/helye alapjan konnyen megadhatd.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

Atfogalmazésok

e Egy megértett optimalizdldsi probléma esetén tobb lehetdség van
annak formalizéaldsara.

e Masképpen fogalmazva egy formalizalt optimalizaldsi probléma
gyakran atfogalmazhaté gy, hogy ugyanazt a problémat irja le.

e Ezek az atirdsok az eredetivel ekvivalensek. Mégis ugyaznazon
probléma kissé eltér6 alakjai kozt Iényeges kilonbség lehet.

e Ekvivalens atalakitds alatt olyan formalis dtalakitdst értiink, hogy
barmelyik feladat optimélis értéke/helye a masik feladat optimalis
értéke/helye alapjan konnyen megadhatd.

e Most (a teljesség igénye nélkiil) néhdny lehet8ségét megemlitiink.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020
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Maximalizaljuk c(x)-et
feltéve, hogy xeF =
Minimalizaljuk —c(x)-et
feltéve, hogy xeF
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizlasi problémdk dtfogalmazdsa

Min/max csere

LP normalformai

Maximalizaljuk c(x)-et

feltéve, hogy xeF =
Minimalizéljuk —c(x)-et
feltéve, hogy x e F

A minimalizaldsi probléma egy optimalis pontja egyben a
maximalizalasi problémanak is optimalis pontja. Ha a
mimimalizalasi probléma optimalis értékét ismerjik, akkor annak
ellentettje lesz a maximalizalasi probléma optimdlis értéke.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

A feltételek ekvivalens atirasa

A kozépiskoldban mar lattunk
formulak/egyenlétlenségek /egyenlségek ekvivalens dtalakitasait.
A feltételeinknél ezeket természetesen felhasznalhatjuk.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normélform3i

A feltételek ekvivalens atirasa

A kozépiskoldban mar lattunk
formulak/egyenlétlenségek /egyenlségek ekvivalens dtalakitasait.
A feltételeinknél ezeket természetesen felhasznalhatjuk.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normélform3i

A feltételek ekvivalens atirasa

A kozépiskoldban mar lattunk
formulak/egyenlétlenségek /egyenlségek ekvivalens dtalakitasait.
A feltételeinknél ezeket természetesen felhasznalhatjuk.

Példa

X1
x22+1

(X1 -|-X2)2§0<:>(X1+X2)2:0<:,>X1+X2:0.

<0< x1 <0.

A

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

A feltételek ekvivalens atirasa

A kozépiskoldban mar lattunk
formulak/egyenlétlenségek /egyenlségek ekvivalens dtalakitasait.
A feltételeinknél ezeket természetesen felhasznalhatjuk.

Példa

X1
x22+1

<0< x1 <0.

| A

Példa

(X1 +X2)2§0<:>(X1+X2)2:0<:,>X1+X2:0.

| A

Példa

—x1+ x»=1 —x1+x =1 —X1 =
—

<~
x1—2xp =3 —xp =4 —xp =4

A\

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020
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tananyag.

e Az Ax = b lineéris egyenl6ségrendszer megoldasa alap algebra
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

A linearis egyenloségek kikliszobolése

o Az Ax = b linedris egyenl6ségrendszer megolddsa alap algebra
tananyag. Az altaldnos megoldds x = xg + Fy alakban irhatd, ahol
Xp egy tetszbleges megoldds, mig F oszlopai az Ax =0
egyenletrendszer altal leirt altér egy generdld rendszere.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

A linearis egyenloségek kikliszobolése

o Az Ax = b linedris egyenl6ségrendszer megolddsa alap algebra
tananyag. Az altaldnos megoldds x = xg + Fy alakban irhatd, ahol
Xp egy tetszbleges megoldds, mig F oszlopai az Ax =0
egyenletrendszer altal leirt altér egy generdld rendszere. Ha F-nek
s oszlopa van, akkor y € R®. xg és F meghatdrozasa hatékonyan

megtehetd.
Minimalizéljuk c(x)-et
feltéve, hogy fi(x) <0
Ax=b =
Minimalizaljuk c(xo + Fy)-et
feltéve, hogy filxo+ Fy) <0

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai
Slack véltozdk, egyenlotlenségek helyettesitése
elojelfeltételekkel

Minimalizaljuk c(x)-et
feltéve, hogy filx) <0
gi(x)=0
Minimalizaljuk c(x)-et
feltéve, hogy fi(x)+si=0
gi(x)=0
s55>0

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normalformai

A célfuggvény helyettesitése egy monoton fuggvénybe

Legyen m: R — R egy szigortian monoton novo fliggvény
range c-n (a célfiiggvény &ltal felvett értékek halmazan). Ekkor

Minimalizaljuk c(x)-et

feltéve, hogy xeF =
Minimalizaljuk m(c(x))-et
feltéve, hogy xeF

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normélform3i

A célfuggvény helyettesitése egy monoton fuggvénybe

Legyen m: R — R egy szigortian monoton novo fliggvény
range c-n (a célfiiggvény &ltal felvett értékek halmazan). Ekkor

Minimalizaljuk c(x)-et

feltéve, hogy xeF =
Minimalizaljuk m(c(x))-et
feltéve, hogy xeF

Minimalizéljuk || x]|2-et

feltéve, hogy xeF =
Minimalizaljuk [|x|5-et
feltéve, hogy xeF

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020
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e Az els6 normalformaban nem engediink meg egyenl6ségeket:
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normaélformai

LP: Poliedrikus normalforma

e Az elsé normdlformdban nem engediink meg egyenl6ségeket:

Maximalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax < b

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normilform3i

LP: Poliedrikus normalforma

e Az elsé normdlformdban nem engediink meg egyenl6ségeket:

Maximalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax < b

e Azaz a lehetséges megoldasok halmaza egy poliéder. Ezen
halmaz felett maximalizalunk egy linearis fliggvényt. Ezt a
normalformat poliedrikus normalformanak nevezem.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP)

LP: Poliedrikus normalforma: Példa

Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa

LP normalformai

Maximalizaljuk

Feltéve, hogy

X1+ X0 — 7x3 — X4 + 2x5-t

—X1 + X2 — x4+ 3x5 <1
X1 — 5x3 + 7x5 < 3

X2+ X3+ Xa

<2

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



fHac



Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normaélformai

LP: Eldjeles poliedrikus normalforma

e A miasodik normélforma esetén az egyenloség feltételek mell6zése
mellett minden valtozérdl feltessziik, hogy nemnegativ:

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normilform3i

LP: Eldjeles poliedrikus normalforma

e A miasodik normélforma esetén az egyenloség feltételek mell6zése
mellett minden valtozérdl feltessziik, hogy nemnegativ:

Maximalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax = b
x>0

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normilform3i

LP: Eldjeles poliedrikus normalforma

e A miasodik normélforma esetén az egyenloség feltételek mell6zése
mellett minden valtozérdl feltessziik, hogy nemnegativ:

Maximalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax = b
x>0

e Tehat ez is egy specidlis poliedrikus forma, ahol n valtozé esetén
sziikségszeriien n el6jelfeltétel szerepel. Geometriailag a lehetséges
megoldasok poliédere a nemnegativ koordinataji pontok tér 2"-ed
részében van. Ezt a normalformat eldjeles poliedrikus
normalformanak nevezem.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normaélformai

LP: Eldjeles poliedrikus normalforma: Példa

Maximalizaljuk X1 + Xxo-t
—x1+x <1
Feltéve, hogy X1 <3
xo < 2

x1,x2 > 0

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normilform3i

Szimplex normalforma

e A harmadik normiélforma a szimplex algoritmushoz legjobban
»il16" normalforma. A valtozdékrdl feltessziik, hogy nemnegativak,
de most linearis egyenloségek a tovabbi feltételek:

Maximalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax=b
x>=0

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normilform3i

Szimplex normalforma

e A harmadik normiélforma a szimplex algoritmushoz legjobban
»il16" normalforma. A valtozdkrdl feltessziik, hogy nemnegativak,
de most linearis egyenloségek a tovabbi feltételek:

Maximalizaljuk cTx-t
Feltéve, hogy Ax=b
x>=0

Ezt a format szimplex normalformanak vagy egyszeriien
szimplexalaknak nevezem.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normaélformai

LP: Szimplexalak: Példa

Maximalizaljuk X1 + xo-t
—X1+ X2+ X3 =1
Feltéve, hogy X1 + x4 =3
X2 + x5 =2
X1, X2, X3, Xa, X5 > 0

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020
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vektorok.

e Feltessziik, hogy A sorai (k darab vektor) linedrisan fliggetlen
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Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normaélformai

Megjegyzések a szimplexalakhoz

e Feltessziik, hogy A sorai (k darab vektor) linedrisan fiiggetlen
vektorok.

e Ez nem megszorité feltétel:

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normilform3i

Megjegyzések a szimplexalakhoz

e Feltessziik, hogy A sorai (k darab vektor) linedrisan fiiggetlen
vektorok.

e Ez nem megszorité feltétel: Az Ax = b egyenletrendszer
Gauss-eliminacidval ekvivelens médon atalakithato.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normilform3i

Megjegyzések a szimplexalakhoz

e Feltessziik, hogy A sorai (k darab vektor) linedrisan fiiggetlen
vektorok.

e Ez nem megszorité feltétel: Az Ax = b egyenletrendszer
Gauss-eliminacidval ekvivelens médon atalakithaté. Ha A sorai
nem linedrisan fuggetlenek, akkor az eliminacié soran valamelyik
egyenlet bal oldala lenullazédik.

Hajnal Péter Optimalizalds, SzTE, 2020



Optimalizalas alapfogalmai Linedris programozas (LP) Optimalizdlasi problémdk dtfogalmazdsa LP normilform3i

Megjegyzések a szimplexalakhoz

e Feltessziik, hogy A sorai (k darab vektor) linedrisan fiiggetlen
vektorok.

e Ez nem megszorité feltétel: Az Ax = b egyenletrendszer
Gauss-eliminacidéval ekvivelens médon atalakithaté. Ha A sorai
nem linedrisan fuggetlenek, akkor az eliminacié soran valamelyik
egyenlet bal oldala lenullazédik. Egyenletrendszeriink vagy
ellentmondasos, vagy valamelyik egyenlet elhagyhaté.
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e A sorok fiiggetlensége azt jelenti, hogy A € R¥*"-nak van olyan
k x k méretll részmatrixa, ami invertalhato.
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megszorité feltételezés.
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k x k méretll részmatrixa, ami invertalhato.

e SG6t, azt is feltessziik, hogy A-nak [, részmatrixa. Ez sem
megszorité feltételezés.

e Ha a masodik poliedrikus formaban 1év6 LP feladatot szimplex
formdara hozzuk (slack valtozdk segitségével), akkor feltevésiink
automatikusan teljesiil.
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Koszonom a figyelmet!

J




	Optimalizálás alapfogalmai
	Lineáris programozás (LP)
	Optimalizálási problémák átfogalmazása
	LP normálformái

