KOMBINATORIKA ES VALOSZINUSEG GYAKORLAT
matematika BSc hallgatok szaméra

Feladatsor

Gyakorlatvezetd: Hajnal Péter 2025

1. Kombinatorikus fliggvények becslése
1. Tétel (Kombinatorika). Egy n elemi véges halmaz sorbadllitdsainak szima
n!.

n! az elsé n pozitiv egész szorzata, azaz1-2-...-(n—1)-n =111 i. (Ebbe beleértjiik,
hogy 0! az tres szorzat, amely értéke 1. Tovabbd 1! értéke is 1, eqy eqy tényezds
szorzat, ahol az egy tényezd értéke 1.)

(1) Bitonyitsuk be, hogy minden n-re

(”)”/2< P
5 < n! <n™

(2) Bizonyitsuk be, hogy minden n-re
1\" e
< (DEL) L S
n™* <nl < ( 5 T

1

2. Tétel (Analizis). Az ((1 + ﬁ)n)zozl egy szigoruan monoton novd, korldtos so-

rozat. Ebbl a két tulajdonsdgbol kévetkezik, hogy a sorozat konvergens. A sorozat
hatarértéke az e szam.

(3) Bizonyitsuk be, hogy minden n-re

n n
(—) <nl.
(&

3. Tétel (Kombinatorika). Egy n elemid véges halmaz k elemd részhalmazainak
szdma

n

L)

n\ n! ~nn—1)...(n—k+2)n—-k+1) nn-1)...(n—k+2)(n—k+1)
(£) =5

(Z) kiszamolhato, mint

(n—k) k(k—1)...-2-1 k! '

(4) Igazoljuk, hogy
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4. Tétel (Stirling-formula (analizis/valésziniiségszamitas)).

1
n"tz

nl ~\/m

en ’

an

ahol a,, ~ f(n) azt jelenti, hogy 7l — 00 amennyiben n — 00. ay ~ f(n) olvasata:

a, aszimptotikusan eqyenld f(n)-nel.

(5) Adjunk aszimptotikus formulat a kovetkezs binomialis egytitthatokra:

W 2n
()

(i)

(iii)
ahol 0 < a < 1 adott konstans.

2. Valobszintliség szamitasi alapok
(6) Igazoljuk, hogy
(i) P(AU B) < P(A) + P(B),
(i) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B),
(iii) P(UA) =P(A;UAU. . .UA,) < P(A)+P(As)+...+P(A4,) = >0 P(4).

Jelblés. Legyen Ry, Rs, ..., R, részhalmazai egy S véges alaphalmaznak. Legyen
J=8\U} =5—-U7.

Legyen I C {1,2,...,n} = [n]. Ekkor legyen R; = U,.;crA;. Ry =S

Legyen oy, = >y oy [ Ba| (i =0,1,2,...,n).

5. Tétel (Szita formula (kombinatorika)).
|J|=00—01+0y— ...+ (=1)"0,.
(7) (Bonferroni) Igazoljuk, hogy k € N esetén
og— 01+ 03— ... —0yy1 < |J| <og—014+ 03— ...+ 0.

(8) Altalanositsuk a szita formula egyenléségét és a Bonferroni egyenlStlenségeket

P(Q — U™, R;)-re vonatkozo egyenlGségre és egyenl6tlenségekre.

(9) (i) Valasszunk ki egy véletlen f : [n] — [n] fiiggvényt uniform eloszlassal. Mi a

valészintisége, hogy nincs fixpontja? Hogyan valtozik ez a valészintiség, ha n — 0o?
(ii) Valasszunk ki egy véletlen f : [n] — [n] permutaciot uniform eloszlassal.

Mi a val6szintisége, hogy nincs fixpontja? Hogyan valtozik ez a valoszintiség, ha

n — oo?
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3. Kozepek

Definicié. Legyenek a : aq,as, ..., a, nem-negativ valos szamok. Az a; szamok
(i) szamtani/aritmetikai kozepe
a,+as+...4+a
A(CL) — 1 2 Tl,

n

(i) négyzetes kozepe

a+a3+...+a?
Q) = 4 ,

n
(i) mértani/geometriai kozepe

G(a) = {fay -ay- ... - ap,

(i) harmonikus kozepe
n
H(a) = n,
(@) i SR

an

6. Tétel. Tetszdleges a : ay,as,...,a, nem-negativ valds szamokra
H(a) < G(a) < A(a) < Q(a).
(10) Igazoljuk, hogy

mina; < H(a) < G(a) < A(a) < Q(a) < maxa;.

Definicié. a : ay, as, ..., a, nem-negativ valos szamokra rendeljiink hozzé egy K(a)
értéket. Azt mondjuk, hogy K egy kdzép, ha

mina; < K(a) < maxa;.
1 (A

(11) Legyenek p : p1, pa, ..., pn € Ry szamok, amelyek 6sszege 1. Legyen
Ky(a)=p1-a1+p2-as+ ...+ py-ay.
Igazoljuk, hogy K, egy kozép.

Definicié. p : p1,ps,...,pn € R, szamokat, amelyek 6sszege 1 valoszintiségi elosz-
lasnak nevezziik a H = {hq, hy, ..., h,} C R halmazon.

(12) Legyen X egy p eloszlasa H-értéki valoszintiségi valtozo. Igazoljuk, hogy
min H < E(X) < max H.
(13) Legyen X egy p eloszlasa H-értéki valoszintiségi valtozo. Igazoljuk, hogy

E*(X) < E(X?).
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