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Feladatsor: Turnamentek

Gyakorlatvezetd: Hajnal Péter 2025

Definicié. Egy T iranyitott graf turnament, ha egy teljes graf egy irdnyitésa.
Masképpen egy hurokél-mentes iranyitott T akkor és csak akkor turnament, ha
barmely két kiillonbo6zd csticsa kézott pontosan egy él halad (valamelyik irdnyban).

JelGlés. Legyen 7, azon turnamentek altal alkotott halmaz, amelyek csticshalmaza
V=A{12,...,n}.

1) Hatérozzuk meg 7, elemszamat.

Definicié. Egy G iranyitott grafban egy P irdnyitott it Hamilton-tut, ha P minden
cstcsot tartalmaz. (Persze pontosan egyszer, hiszen 1t.)

Egy T turnamentben egy H Hamilton-tit azonosithato V' egy 7 sorbarendezésé-
vel: ahol a feltétel az, hogy minden ¢ € {1,2,...,n—1} esetén 7(i)m(i + 1) él legyen
T-ben.

2) Legyen T' € 7,1 egy turnament egy m Hamilton-uttal. Adjunk 7-hez hozza egy
1j 'n’ csticsot és kossiik Ossze a régi csucsokkal, majd ezeket az éleket tetszdlegesen
irdnyitsuk.

Igazoljuk, hogy a kapott T € T, turnamentben 7-bdl nyerhet6 egy Hamilton-tt
az 'n’ csucs beszurasaval.

3) Igazoljuk, hogy minden turnamentben van van Hamilton-t.

4) Legyen 7 a csucsok egy sorbaallitéasa egy hurokél-mentes iranyitott grafban. Ek-
kor minden él természetes moédon balrél-jobbra vagy jobbrol-balra kategoridba so-
rolhato.

Hogyan véltozik a balrol-jobbra élek szma, ha két szomszédos csticsot feleseréliink
a sorbaallitasban?

5) Igazoljuk, hogy minden turnamentben van van Hamilton-t.
Jelblés. Legyen G egy iranyitott graf. h(G) jelolje a Hamilton-utak szamat G-ben.

A korabbi feladat alapjan minden 7" turnamentre 1 < h(7). Nyilvan 1 < A(T') <
nl.
JelGlés.
H(n) = h(T).
(n) = max h(T)

6) Legyen T € 7T, egy tetsz6leges turnament. Tegyiik fel, hogy n paros.

(i) Hany olyan m Hamilton-ut van, amely els6 két eleme 1,2 (a sorrendrsl nem
nyilatkoztam), harmadik és negyedik eleme 3,4, ... (azaz a 2i — l-edik és
2i-edik eleme 2i — 1 és 2¢ valamilyen sorrendben (i =1,2,...,n/2))?
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(ii) Adjunk javitott becslést H(n)-re. (n! az alap fels§ becslés.)

(iii) Hogyan kell "egész-részezni", hogy a becslés minden n-re teljesiiljon?
7) Egy adott 7 esetén, hany olyan 7" € 7, van, amelynek © Hamilton-utja?
8) Mi az atlagon a h(T') szamoknak (7" € 7,)? Mi kovetkezik ebbsl H (n)-re?

Definicié. Legyen (a;)5°, egy valos sorozat. (a;)$2, szubadditiv, ha tetszéleges k, ¢ €
N, esetén
Apyp < ag + ay.

9)
(i) Legyen k, ¢ € Ny = {1,2,3,...}. Igazoljuk, hogy H(k +¢) < ("I*)H(k)H(¢).
(i) Igazoljuk, hogy

H(n
log, TE')

egy szubadditiv fiiggvény.

10)

(i) |[Fekete Mihaly Lemmaéja] Legyen (a;)32, egy szubadditiv sorozat. Igazoljuk,
hogy az %* sorozatnak van hatérértéke, ha n — oo.

(ii) Igazoljuk, hogy

o H
lim ()

n—o0 n!

létezik.

Definicié. Egy T € 7T, turnament k-zavaros, minden k-elemd K csicshalmazra van
olyan vy csucs, amelybdl vezet él K Gsszes csticsdhoz

11) Tetszbleges n, k € N, esetén amennyiben

<Z> (1—2%)"" <1,

akkor van n csucsa k-zavaros turnament.

12) Igazoljuk, hogy minden k € N, esetén elég nagy n-re van T' € 7, turnament,
amely k-zavaros.

Definicié. Legyen T egy turnament és v egy csucsa.
(i) v teljes-nyerd, ha minden v-re illeszkedd él v-t6l elfelé iranyitott.
(ii) v sorozta-nyerd, ha v-bdl indul ki Hamilton-ut.

(iii) v pszeudd-nyerd, ha minden v-t6l kiilonb6z6 csicshoz vezet v-bsl indulo 1 vagy
2 hosszu iranyitott tut.
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13) Igazoljuk, hogy minden 7" € 7,, turnamentre

(i) T-ben nem biztos, hogy van total-nyeré cstcs. De ha van total-nyerd cstcs,
akkor az egyértelmii.

(ii) T-ben biztos, hogy van sorozat-nyerd cstucs. Tovabba dltalaban ez nem egyér-
telmd. S&t van olyan turnament, amelyben minden cstcs sorozat-nyerd csucs.

(iii) T-ben biztos, hogy van pszeudd-nyerd csics. Tovabba altalaban ez nem egyér-
telmd. S&t van olyan turnament, amelyben minden cstics pszeud6-nyers csucs.

Definicié. Egy egyszerii irdnyitott graf olyan irdnyitott graf, amelyben nincs hurokél
és minden u és v cstcsra legfeljebb egy él halad u-bol v-be (vegyiik észre, hogy
minden kiilonb6z6 csticsokat tartalmazo csucsparra két feltételiink van).

Definicié. A V csticshalmazu teljes iranyitott grafban minden u és v kiilonbozé
cstcsra pontosan egy ub ¢l van (u és v szerepének felcserélésével ez azt is jelenti,
hogy pontosan egy vl és is van).

Minden egyszerd V csticshalmazt iranyitott graf a V' cstcshalmazu teljes iranyi-
tott graf részgrafija. Igy definialhato a komplementer graf fogalma egyszert iranyi-
tott grafokra.

14) Ellendrizziik, hogy minden ? turnamentre ? = ?, ahol ? ugy kaphato ?—bél,
hogy minden él iranyitasat megforditjuk.
Igazoljuk, hogy h(?) = h(?)

15)* Igazoljuk, hogy minden egyszert irdnyitott grafra h(G) = h(G) (mod 2).

16) Igazoljuk, hogy T turnamentre

WT)+h(T — ¢ +°€)=nT—-7)+ T + ),

+
‘Caz @

ahol @ a T turnament egy éle és megforditottja.

17)* Igazoljuk, hogy T turnamentre h(7') paratlan.
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