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Egy fejtoro

Egy ismert kozépiskolai feladattal, fejtorével kezdiink.

Igazoljuk, hogy tetszbleges hatfds tarsasagban taldlhatd harom
ember, akik paronként ismerik vagy paronként nem ismerik
egymdst. (Az ismeretséget kolcsonds viszonynak tekintjiik.)

e A feladat zardjelbeli megjegyzése arra utal, hogy a tarsasag
emberei kozott az ismeretséget egy egyszerl gréffal irhatjuk le.
e Az ismeretséget leiré grafban a csiicsok az emberek.

e Két ember/csiics pontosan akkor szomszédos/dsszekotott ha
ismerik egymast.
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A feladat grafelméleti megfogalmazasa

Harom ember, akik padronként ismerik egymdst, azok az
ismeretséget leird grafban egy harom elemi klikket alkotnak.

Definicio: Klikk

Egy grafban egy K C V/(G) csicshalmaz klikk, ha K tetszéleges
két kiilonbozo csticsa 0sszekotott.

Harom ember, akik paronként nem ismerik egymast, azok az
ismeretséget leiré grafban egy hdrom elemii fliggetlen csicshalmazt
alkotnak.

Definicié: Fuggetlen csticshalmaz

Egy grafban egy F C V/(G) csticshalmaz fiiggetlen, ha nincs olyan
él, amely mindkét végpontja F-beli.
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A feladat grafelméleti megfogalmazasa (folytatas)

Egy csicshalmaz akkor és csak akkor klikk, ha ugyanezen
cstcshalmaz fliggetlen a koplementer grafban.

Definicié: Homogén halmaz

Egy H cstcshalmazt nevezziink homogénnek, ha barmely két
kilonbozo eleme az osszekotottség szempontjabdl ugyanolyan.

Feladat (grafelmélet nyelvezet)

Minden hatponti egyszerii grafban van harom elemii homogén
halmaz.
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A feladat grafelméleti megfogalmazasa szinezésekkel

e A feladat , grafelméleti leforditasdra " van mas lehetOség is.

e A tdrsasigot alkoté emberek most is grafunk csticshalmazat
alkotjak. Azonban barmely két csticsot oszekotlink. Ezzel egy
teljes grafot kapunk. (Mondhatjuk azt is, hogy V(G), a teljes
cstcshalmaz egy klikk lesz.)

e Az ismeretség/nem ismer&s viszonyt most szinekkel ,, kédoljuk”.
o x-et és y-t 0sszekoto élt kékre szinezziik ha az x csiics altal
reprezentdlt személy ismeri az y cslcs altal reprezentdlt személyt.
e Kiilonben az 0sszekotd él piros lesz. A tarsasdg ismeretségi
viszonyat egy piros/kék élszinezett teljes graffal ,, kédoltuk”.

Feladat (masodik grafelmélet nyelvezet)

Kp tetszbleges piros/kék élszinezésében garantéltan talalhatd
harom olyan cstics, amelyek kozott mindhdarom él ugyanolyan szini
(monokormatikus).
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A feladat megoldasa

e Vegylik a hatpontd teljes grafunk egy tetszéleges v csicsat.

e A tovabbi ot csticsot két csoportba oszthatjuk aszerint, hogy a
hozza vezet6 él piros vagy kék.

o A két szin szimmetridja miatt feltehetjik, hogy a kék éllel
elérhet6 csticsok vannak tobben.

o Azaz legaldbb harom csiicshoz vezet kék él v-bol. Harom ilyen
cslics alkossa a J halmazt.

o Két esetet kiillonboztetiink meg.

1. eset: J-n beliil halad kék él.
Legyen egy ilyen él az xy él. Ekkor {v,x, y} egy kék
monokromatikus halmaz.

2. eset: J-n belil nem halad kék él. Ekkor J egy piros
monokromatikus halmaz.

o Készen vagyunk.
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Ramsey-tétel

e Frank Plumpton Ramsey (1903—1930) brit matematikus
(jelentés filozdfiai és kozgazdasagtani munkdassdggal) bizonyitotta
be az aldbbi tételt:

Ramsey-tétel 1929, tdrsasdgos nyelvezet

Tetszéleges 4K f6s tarsasdgban taldlhaté k ember, akik paronként
ismerik vagy paronként nem ismerik egymast. (Az ismeretséget
kolcsonos viszonynak tekintjiik.)

Ramsey tétele 1929, szinezéses nyelvezet

| A\

Ky éleit tetszOlegesen szinezve piros/kékkel garantéltan taldlhatd
k csiics, amelyek kozo6tt haladdé dsszes ((g) darab) él ugyanolyan
szind.

Azaz a 4% ponti teljes graf minden piros/kék élszinezésében van
k-elem{i monokromatikus halmaz.
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Ramsey-tétel bizonyitasa

e Rendezziik sorba a csticsokat.
e Vilasszuk ki az elsé v csiicsot.
e A tobbi cstcsot osszuk két csoportba aszerint, hogy hozzajuk
v-bol piros vagy kék él megy.
e A tobbségi szomszédokat tartsuk meg (ezeket tilélé csiicsoknak
nevezziik), a kisebbségi csicsokat dobjuk el. Konnyii Itni, hogy a
csticsok legalabb fele tulél6 csiics.
e A tulél6 csticsokkal ismételjiik meg a fentieket:

o Az elsé tilélé u csicsot kivalasztjuk (a mar kivélasztott v
mellé).

o A tobbi tilél6 csicsot a hozzavezetd él szinétdl fliggden két
csoportba osztjuk.

o A tobbségi szomszédokat meghagyjuk, a tobbit eldobjuk.
e Ezt ismételjiik addig amig a tdlél6 csicsok elfogynak.
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Bizonyitds (folytatas)

. fgy kivalasztunk cslicsok egy halmazdt. Minden [épésben a
csticsok legalabb fele tilélé marad. A kiinduld csticsszam 4k = 22k,
Tehat legalabb 2k felezésre lehetoség van. Legaldbb 2k csticsot
kivalasztunk.

e Ez a cslicshalmaz nem sziikségszerlien monokromatikus. Az
elsének kivalasztott v csticsbdl ugyanolyan szinii élek haladnak ki,
mondjuk piros. De a masodiknak kivalasztott u esetén a ra
illeszked6 tobbségi szin lehet kék.

e Azt tudjuk, hogy a sorrendben minden kivalasztott csticsbdl a
késbbbi cstcsok felé haladé éle egyszinliek (vagy piros vagy kék).
e A bizonyitas vége egyszerli. Minden kivalasztott csticsra nézziik
meg, hogy hatrafelé piros vagy kék él halad.

e Vegylik a tobbséget a két csticskategdria koziil. Ezek legalabb
k-an lesznek és nyilvdnvaléan monokromatikus halmazt alkotnak.

Hajnal Péter Ramsey-szdmok, SzTE, 2024



Ramsey-szamok

Definicid

Legyen R(k) az a minimalis S szam, hogy az S pontd teljes graf
tetszbleges piros/kék élszinezése esetén garantaltan legyen k elemi
monokormatikus csicshalmaz. Az R(k) szamokat nevezziik
Ramsey-szamoknak.

e Ez egy nehéz definicid.
e Megismétlem képlettel:

R(k) = min{S € N : Ks éleit tetszélegesen piros/kék szinekkel szinezve
garantaltan lesz k cslcs, amelyek kozt minden él

ugyanolyan szinii}.

e A kiindulé feladat szerint R(3) < 6.
e Ramsey tétele szerint R(k) < 4.
e Hidnyoznak az alsé becslések.
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Alsd becslések?

e R(k) > ¢, azt jelenti, hogy a K; teljes graf élei kiszinezhet&k
piros/kék szinekkel lgy, hogy ne legyen k darab cstics, amelyek
kozott minden él ugyanolyan szind.

e Egy ilyen allitas legegyszerlibb médja: adjunk meg egy konkrét
szinezését egy ¢ cslcsu teljes grafnak és ellenGrizziik a megigért
tulajdonsigokat.

e Az ilyen bizonyitdsokat konstruktivnak nevezziik.

e Az aldbbiakban elészor két konstruktiv bizonyitdst mutatok.
Tényleg mutatok, nem irok semmit csak ,, lattatom” a konkrét
szinezéseket /konstrukcidkat.

Hajnal Péter Ramsey-szdmok, SzTE, 2024



R(3) alsé becslése, konstrukcié

R(3) > 5.
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R(4) als6 becslése, konstrukcié

A csicsok halmaza Z17 = {0,1,2,3,...,16}. ij pontosan akkor
piros, ha i —j € {—8,—4,—-2,—1,1,2,4,8}, ahol a ,, szdmtan” a
modulo 17 (Z17-beli aritmetika).
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e Vannak mas féle, alsd becslést igazolé bizonyitasok?
IGEN!

El tudunk ilyet képzelni?
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Melyik Ramsey-szamokat ismerjuk?

Tétel: R(3) értéke.

R(3) = 6.

A bevezet6 feladat szerint R(3) < 6. , Lattuk” az alsé becslést is.
Tétel: R(3) értéke.

R(4) = 18.

, Lattuk” az alsé becslést. A felsd becslés (egy feladat egy 18 fés
tarsasagrél) nem nehéz. Elbtte azonban oldjuk meg az aldbbi
feladatot.

Egy 10 f6s tarsasagban mindig taldlhatunk négy embert, akik
paronkdnt ismerik egymast vagy harmat, akik paronként nem
ismerik egymast. Igazoljuk, hogy 9 fGs tarsasdgra is igaz ugyanez.
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Melyik Ramsey-szamokat ismerjuk? II.

e R(5) értéke mind a mai napig nem ismert.
e Csak a 43 < R(5) < 49 becsléseket tudjuk.

e Erdss ,, meséje”: |, Ha az idegenek megtdmadnanak minket, és a
Fold elpusztitdsaval fenyegetézve R(5) értékét kovetelnénk téliink,
még érdemes lenne minden erénkkel, a szamitégépeket is bevetve
nekiesniink a megoldasnak. R(6)-ot kiszdmolni azonban mar
annyira reménytelen, hogy ha azt kérnék szamon rajtunk, nem
lenne mas vélasztasunk, mint fegyverrel harcolni elleniik.”
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Erdos Pal alsé becslés modszere

e Erdés Pél az R(k) > ¢ allitas egy Uj fajta bizonyitasat vezette
be. Ugy bizonyitja a megfeleld szinezés [étezését, hogy nem mutat
fel egy konkrét szinezést.

e Erdos Pal indoklasa a kovetkezOképpen megy: Vegylink egy ¢
elem(i csticshalmazt. Minden cslicspérra djra és djra (fiiggetleniil)
dobjunk fel egy ,, szdmold korongot”. Ha a piros oldaldra esik,
akkor fessiik az 0sszekoto élt pirosra, ha a kék oldaldra esik, akkor
fessiik kékre. Ha a véletlen szinezésnél van esély arra, hogy ne
legyen k elemi monokromatikus halmaz, akkor belattuk az alsé
becslést. o Egy példdn mutatjuk be médszerét.

R(20) > 1000.

o Az egyszerliség kedvéért j6/rossz eseteket szamolunk,
kikiiszoboljik a valdszinliségszamitds nyelvezetét.
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A bizonyitas

e Vegyiink fel egy 1000 elem(i csticshalmazt, mondjuk

V =1{1,2,3,...,1000}. Legyen K a V csiicshalmazon definidlt
teljes graf.

e Latnunk kellene, hogy az élek kiszinezheték piros/kék szinekkel,
hogy ne legyen olyan 20 elemii csiicshalmaz, amelyen beliil minden
él ugyanolyan szinii.

e A K teljes graf piros/kék élszinezéseibdl készitiink egy
tdblazatot. A tdblazat sorai az Osszes lehetséges 20 elem(i
csucshalmaznak felelnek meg. Egy R részhalmaz soraban
élszinezések lesznek. Pontosan azok, amelyek R-en beliil minden
élt ugyanarra a szinre szineznek.

e Mekkora lesz tablazatunk?
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A tablazat

A tablazatunknak

(i) (1(2)80) sora van.
(ii) Minden sorban 2 - 2(2°)=(2) élszinezés szerepel.

e Az R részhalmaz sordban kialakulé élszinezések listajanak (csak

egy feltétel van: R-en beliil ugyanaz a szin) egy eleméhez el kell

donteniink, hogy

(1) az R-en kiviili élek (ebbdl (*%°) — (%) darab van) szinezését
hogyan végezziik el. A szinezést ezeken az éleken kiilon-kiilon
egymastol fuggetlendl végezhetjiik. A lehetdségek szama
2(99)-(3).

(2) Masrészt el kell donteniink, hogy az R-en beliili élek kozos
szine mi legyen. Erre két lehetdségiink van.
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A bizonyitas terve

e A tabldzatunkban 1évé szinezések szama legfeljebb
<1280) 2. 20%)-(®),

e A szinezések szdma szigoriian kisebb a fenti szamnal, hiszen a
kiilonbozo sorokban a szinezések ismétlédnek.
e Ha belatjuk, hogy van olyan szinezés, ami tdblazatunkban nem
szerepel, akkor tétellinket belattuk.
e Ez nyilvanvalé lesz, ha

<1000> . 2(10200)7(220) - 2(10200).

20

Azaz tablazatunk listdja nem tartalmaz annyi elemet mint kiindulé
teljes grafunk Osszes élszinezése.
e Biztosak lehetiink a tablazatban nem szerepl6 szinezés
létezésében, annak ellenére hogy ilyet nem latunk (maga a tdblazat
is felrajzolhatatlan, attekinthetetleniil hatalmas).
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A szamolas

o A sziikséges egyenl6tlenség ellendrzése egyszerii.
e A mindkét oldalon szerepld 2-es tényezbkkel egyszerisitsiink. Igy
a bizonyitandé egy ekvivalens formajat kapjuk:

1000 (3)-1 _ 5189
(29 <2

e A bal oldalon szereplé binomidlis egytitthatd becslése egyszeri:

(1000) ~1000-999-...-981

20)- 2019 .1 °

16-16-16-16-16-1-...-1  (2%)° ’

ahol a szamlalé Osszes tényezdjét (a legkézenfekvébb kettd
hatvannyal) feliilrél becsiiltiik, mig a nevezd els6 &t tényezdjét
aldlrdl becsiiltiik 16-tal, a tobbit pedig 1-gyel.

o A tétel adddik.
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A bizonyitas valdszinliségszamitdsi nyelvén

e Legyen v egy Vvéletlen piros/kék élszinezése K-nak uniform
eloszldssal (mindegyik lehetséges szinezés ugyanolyan
valészinliségii).

e Legyen Mg az az esemény, hogy egy R 20-elemii csticshalmazt
monokormatikusan szinez.

e Legyen M az az esemény, hogy ~ valamelyik 20-elemii
csticshalmazt monokromatikusan szinezi. Azaz

M = Ug.rcv,|Rj=20Mr-
. fgy nyilvan

PriMl < > Pr[Mgl.
R:RCV,|R|=20
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A bizonyitas valésziniiségszamitasi nyelvén (folytatds)

e A fenti szamolas alapjan
Pr[M] < 1,

azaz M bekovetkezése nem biztos, M komplementere pozitiv
valdszintiségii.

e Ez csak ugy lehet, ha v valamely értékére M nem kovetkezik be:
Ebben a szinezésben nincs monokromatikus 20-elemii csticshalmaz.
e Ezt kellett igazolnunk.

*

e A nyelv véltoztatdsa nem tilinik jelentésnek. Elso dtasra idegen
is lehet.

e Az (j nyelv azonban a kombinatorika egyik legfontosabb
modszerét alapozta meg: a valdszinliségszamitasi modszerét.
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Valdészinliségszamitdsi médszer: Erdés Pal oroksége

e A késobbi alkalmazasokban a nyelv mar nem egy
oncéli dolog az 0sszeszdmolasi kérdések eltakardsara.
A valészinliségszamitas fontos, kikerulhetetlen
eszkozzé valt. Ebben Erdés Palnak kozponti szerepe
volt.

e Végiil (a szdmolasok mellékelése nélkiil)
megemlitjik, hogy a mddszer altaldban milyen
becslést ad:

Erdds Pal tétele 1947

Ha k > 2, akkor
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Osszegzés

e Ramsey és Erdos tétele osszegezve

(V2)k < R(k) < 4*.

o A becslések kozel 70 éve ismertek és élesitésiik kozponti
probléma.
o Egy élesitést megemlitek:

2k — 2
R(k) < .
CHI G
e Ez a becslés k = 3 esetén mar a 6-ot adja fels6 becslésként

(ahogy a kiindulé feladat). Azonban nagy k esetén sem éri el a
3,9999999%-tipust javitast.

Erdés—Szekeres-tétel
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Uj 4ttorések

Tétel (Marcelo Campos, Simon Griffiths, Robert Morris, Julian

Sahasrabudhe 2023)
R(k) < (4 = e)",

alkalmas € > 0 szamra.

Tétel (Parth Gupta, Ndiame Ndiaye, Sergey Norin, Louis Wei 2024)

R(k) < 3,8k+o(k),
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Koszonom a figyelmet! |




