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Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korlat hatarai

Az alapkérdés

Definicié (halmazrendszer)

Egy halmazrendszer egy V alaphalmaz és bizonyos
részhalmazainak 7 halmazabdl/élekbél all.

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024



Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korlat hatarai

Az alapkérdés

Definicié (halmazrendszer)

Egy halmazrendszer egy V alaphalmaz és bizonyos
részhalmazainak 7 halmazabdl/élekbél all.

Definicié (j6 szinezés)

Egy halmazrendszer csticshalmazanak szinezése j6 szinezés, ha nem
lesz monokromatikus él, azaz minden él tartalmaz két kuilonbozo
szinl cslcsot.

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024



Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korlat hatarai

Az alapkérdés

Definicié (halmazrendszer)

Egy halmazrendszer egy V alaphalmaz és bizonyos
részhalmazainak 7 halmazabdl/élekbél all.

Definicié (j6 szinezés)

Egy halmazrendszer csticshalmazanak szinezése j6 szinezés, ha nem
lesz monokromatikus él, azaz minden él tartalmaz két kuilonbozo
szinl cslcsot.

X(H) a H halmazrendszer jé szinezéséhez sziikséges szinek
minimalis szama.
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Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korldt hatarai

Az alapkérdés

Definicié (halmazrendszer)

Egy halmazrendszer egy V alaphalmaz és bizonyos
részhalmazainak 7 halmazabdl/élekbél all.

Definicié (j6 szinezés)

Egy halmazrendszer csiicshalmazanak szinezése j6 szinezés, ha nem
lesz monokromatikus él, azaz minden él tartalmaz két kuilonbozo
szinl cslcsot.

X(H) a H halmazrendszer jé szinezéséhez sziikséges szinek
minimalis szdma.

A szinezések kérdését éppen csak érintjik. A 2-szinezhetOségre
vonatkozé alaptételeket ismertetjiik (ekkor piros-kék szinekkel
dolgozunk).

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024
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Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korlat hatarai

Torténeti megjegyzések

A 2-szinezhet6ség fogalmat végtelen halmazrendszerekre mar
Bernstein vizsgélta a XX. szdzad elején.

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024



Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele

Torténeti megjegyzések

Az élszam korlat hatarai

A 2-szinezhet6ség fogalmat végtelen halmazrendszerekre mar
Bernstein vizsgélta a XX. szdzad elején.

Kombinatorikus vizsgalatukat Erdés Pal kezdte meg, aki Berstein

tiszteletére B-tulajdonsdguaknak nevezte azon H
halmazrendsereket, amelyekre y(H) < 2.
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Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korlat hatdrai

Torténeti megjegyzések

A 2-szinezhet6ség fogalmat végtelen halmazrendszerekre mar
Bernstein vizsgélta a XX. szdzad elején.

Kombinatorikus vizsgalatukat Erdés Pal kezdte meg, aki Berstein
tiszteletére B-tulajdonsdguaknak nevezte azon H

halmazrendsereket, amelyekre y(H) < 2.

Fontos specialis eset, amikor (V/,H) uniform.
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Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korldt hatarai

Torténeti megjegyzések

A 2-szinezhet6ség fogalmat végtelen halmazrendszerekre mar
Bernstein vizsgélta a XX. szdzad elején.

Kombinatorikus vizsgalatukat Erdés Pal kezdte meg, aki Berstein
tiszteletére B-tulajdonsdguaknak nevezte azon H

halmazrendsereket, amelyekre y(H) < 2.

Fontos specialis eset, amikor (V/,H) uniform.

Definicié (uniform halmazrendszer)

(V,H) halmazrendszer uniform, ha minden éle ugyanolyan méretii.
Ha a kozos k méretet hangsuilyozni akarjuk, akkor k-uniform
esetrél beszéliink.

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024
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Az

A kovetkezs tétel a Ramsey-szamok alsé becslése mellett az egyik
bevezetd példdja a valdszinliségszamitdsi médszernek.
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Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele

Az alaptétel

Az élszam korlat hatarai

A kovetkez0 tétel a Ramsey-szdmok alsé becslése mellett az egyik
bevezet6 példadja a valdszinliségszamitasi mddszernek.

Tétel (Erdés P3l 1963)

Legyen H egy k-uniform halmazrendszer (k > 2 egész). Ha
|H| < 2K, akkor x(H) < 2.

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024



Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korlat hatarai

Az alaptétel

A kovetkez0 tétel a Ramsey-szdmok alsé becslése mellett az egyik
bevezet6 példadja a valdszinliségszamitasi mddszernek.

Tétel (Erdés P3l 1963)

Legyen H egy k-uniform halmazrendszer (k > 2 egész). Ha
|H| < 2K, akkor x(H) < 2.

Legyen c egy véletlen piros-kék szinezése V-nek (az
alaphalmaznak).

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024



Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korldt hatarai

Az alaptétel

A kovetkez0 tétel a Ramsey-szdmok alsé becslése mellett az egyik
bevezet6 példadja a valdszinliségszamitasi mddszernek.

Tétel (Erdés P3l 1963)

Legyen H egy k-uniform halmazrendszer (k > 2 egész). Ha
|H| < 2K, akkor x(H) < 2.

Legyen c egy véletlen piros-kék szinezése V-nek (az
alaphalmaznak).

Erre tekinthetiink tgy, mint a 2!V| elemii 6sszes szinezést
tartalmazé halmazbdl uniform eloszlassal valasztott elem.

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024



Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korldt hatarai

Az alaptétel

A kovetkez0 tétel a Ramsey-szdmok alsé becslése mellett az egyik
bevezet6 példadja a valdszinliségszamitasi mddszernek.

Tétel (Erdés P3l 1963)

Legyen H egy k-uniform halmazrendszer (k > 2 egész). Ha
|H| < 2K, akkor x(H) < 2.

Legyen c egy véletlen piros-kék szinezése V-nek (az
alaphalmaznak).

Erre tekinthetiink tgy, mint a 2!V| elemii 6sszes szinezést
tartalmazé halmazbdl uniform eloszlassal valasztott elem.

Vagy tekinthetiink dgy, hogy minden csiics fiiggetleniil 1/2-1/2
valészinliséggel piros, illetve kék szint kap. (Egy fair érmét dobunk
fel, az érmedobas kimenetele donti el a szinezést.)

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024
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Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korldt hatarai

A bizonyitas

o Legyen Pg, Kg illetve Mg az az esemény, hogy az E él minden
csticsa piros, minden cslicsa kék illetve minden csilicsa ugyanazt a
szint kapja (ez utdbbi esetben mondjuk azt, hogy E
monokromatikus).

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024



Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korldt hatarai

A bizonyitas

o Legyen Pg, Kg illetve Mg az az esemény, hogy az E él minden
csticsa piros, minden cslicsa kék illetve minden csilicsa ugyanazt a
szint kapja (ez utdbbi esetben mondjuk azt, hogy E
monokromatikus).
e Nyilvan P[Kg] = P[Pg] = 1/2, és igy

1 2

. 1 1
IP)[ME] = P[PEURE] = ? + 27 = 27 = F
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Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korlat hatdrai

A bizonyitas

o Legyen Pg, Kg illetve Mg az az esemény, hogy az E él minden
csticsa piros, minden cslicsa kék illetve minden csilicsa ugyanazt a
szint kapja (ez utdbbi esetben mondjuk azt, hogy E
monokromatikus).
e Nyilvan P[Kg] = P[Pg] = 1/2, és igy
. 1 1 2 1

IP)[ME] = P[PEURE] = oK + ok = ok = kT
e Legyen R az az esemény, hogy ¢ nem jé szinezés. Azaz
R =UgeyMEg.

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024
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A bizonyitas

o Legyen Pg, Kg illetve Mg az az esemény, hogy az E él minden
csticsa piros, minden cslicsa kék illetve minden csilicsa ugyanazt a
szint kapja (ez utdbbi esetben mondjuk azt, hogy E
monokromatikus).
e Nyilvan P[Kg] = P[Pg] = 1/2, és igy

1 2

. 1 1
IP)[ME] = P[PEURE] = ? + 27 = 27 = F

e Legyen R az az esemény, hogy ¢ nem jé szinezés. Azaz

R = UEG’HME-
e Ekkor
1
P[R] = P[UeenMe] < > P[Mg] = [H] - ST <L

EcH

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024
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Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korldt hatarai

A bizonyitds vége

o Az egyetlen szigorl egyenl6tlenség szorul csak magyarazatra. Ez
viszont nyilvanvald az aldbbiakbdl: Az Mg események persze nem
diszjunktak, a ,, minden piros szint kap" esemény egy pozitiv
valdszinliségli esemény az 0sszes Mg esemény metszetében.

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024



Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korlat hatdrai

A bizonyitds vége

o Az egyetlen szigorl egyenl6tlenség szorul csak magyarazatra. Ez
viszont nyilvanvald az aldbbiakbdl: Az Mg események persze nem
diszjunktak, a ,, minden piros szint kap" esemény egy pozitiv
valdszinliségli esemény az 0sszes Mg esemény metszetében.

e A nem 6 szinezés valdszinlisége 1-nél kisebb. Igy sziikségszerii,

hogy legyen H-nak j6 szinezése. (Tudjuk, hogy van ilyen, anélkiil
hogy lattunk volna egyet.)

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024
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Technikailag igen igényes mddszerekkel (15 évvel az Erdés

eredmény utdn) Beck J6zsef javitotta az eredményt:
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Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korlat hatarai

Javitasok

Technikailag igen igényes médszerekkel (15 évvel az Erdés
eredmény utan) Beck Jézsef javitotta az eredményt:

Tétel (Beck Jézsef 1978)

Legyen H egy k-uniform halmazrendszer (k > 2 egész). Ha
|H| < k1/3=<2k=1 (ahol € < 1/3 alkalmas pozitiv szam), akkor
x(H) <2.

Ha k-t noveljik, s6t tartatjuk oo-be, akkor € tart 0-ba.

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024
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Javitasok

Technikailag igen igényes médszerekkel (15 évvel az Erdés
eredmény utan) Beck Jézsef javitotta az eredményt:

Tétel (Beck Jézsef 1978)

Legyen H egy k-uniform halmazrendszer (k > 2 egész). Ha
|H| < k1/3=<2k=1 (ahol € < 1/3 alkalmas pozitiv szam), akkor
x(H) <2

Ha k-t noveljik, s6t tartatjuk oo-be, akkor € tart 0-ba.

Tétel (Radhakrishnan, Srinivasan 2000)

Legyen H egy k-uniform halmazrendszer (k > 2 egész). Ha

[H| < B/ 1ong - 2571, akkor x(H) < 2.

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024



Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korldt hatarai

Javitasok

Technikailag igen igényes médszerekkel (15 évvel az Erdés
eredmény utan) Beck Jézsef javitotta az eredményt:

Tétel (Beck Jézsef 1978)

Legyen H egy k-uniform halmazrendszer (k > 2 egész). Ha
|H| < k1/3=<2k=1 (ahol € < 1/3 alkalmas pozitiv szam), akkor
x(H) <2

Ha k-t noveljik, s6t tartatjuk oo-be, akkor € tart 0-ba.

Tétel (Radhakrishnan, Srinivasan 2000)

Legyen H egy k-uniform halmazrendszer (k > 2 egész). Ha

[H| < B/ 1ong - 2571, akkor x(H) < 2.

Mi egy késbbbi, gyengébb becslés esetén (de Erdés tételénél jéval
tobb él jelenléte mellett) bizonyitjuk a 2-szinezhetéséget.

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024
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Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korlat hatarai

Pluhar tétele

Tétel (Pluhdr Andrés tétele 2009)

Legyen H egy k-uniform halmazrendszer, o alkalmas pozitiv szdm.
Ha [H| < avk - 2k=1 akkor x(H) < 2.

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024



Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korlat hatarai

Pluhar tétele

Tétel (Pluhdr Andrés tétele 2009)

Legyen H egy k-uniform halmazrendszer, o alkalmas pozitiv szdm.
Ha [H| < avk - 2k=1 akkor x(H) < 2.

Legyen 7 a V alaphalmaz egy véletlen sorrendje (a |V|! darab
osszes sorbadllitdsanak halmazan egy uniform eloszlasd
valdsziniiségszamitdsi valtozd).

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024



Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korldt hatarai

Pluhar tétele

Tétel (Pluhdr Andrés tétele 2009)

Legyen H egy k-uniform halmazrendszer, o alkalmas pozitiv szdm.
Ha |H| < avk - 2k=1, akkor x(H) < 2.

Legyen 7 a V alaphalmaz egy véletlen sorrendje (a |V|! darab
osszes sorbadllitdsanak halmazan egy uniform eloszlasd
valdsziniiségszamitdsi valtozd).

Legyen c a kovetkezd szinezés: Minden E él els6 cslicsa kapja a
piros szint. Az ezekutdn még szinezetlen csiicsok lesznek a kék
szinti pontok.

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024



Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korldt hatarai

Pluhar tétele

Tétel (Pluhdr Andrés tétele 2009)

Legyen H egy k-uniform halmazrendszer, o alkalmas pozitiv szdm.
Ha |H| < avk - 2k=1, akkor x(H) < 2.

Legyen 7 a V alaphalmaz egy véletlen sorrendje (a |V|! darab
osszes sorbadllitdsanak halmazan egy uniform eloszlasd
valdsziniiségszamitdsi valtozd).

Legyen c a kovetkezd szinezés: Minden E él els6 cslicsa kapja a
piros szint. Az ezekutdn még szinezetlen csiicsok lesznek a kék
szinti pontok.

Tehat c alapjdban egy véletlen szinezés, de 7 valasztdsa utan mar
determinisztikusan meghatarozott.

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024
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e [smét legyen R az az esemény, hogy ¢ nem j6 szinezés.
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o |smét legyen R az az esemény, hogy ¢ nem 6 szinezés.

e Ekkor van egy olyan E él, aminek elemei ugyanazt a szint kapjak.
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Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korldt hatarai

Bizonyitas

o Ismét legyen R az az esemény, hogy ¢ nem 6 szinezés.
e Ekkor van egy olyan E él, aminek elemei ugyanazt a szint kapjak.

e Természetesen ez csak a piros szin lehet. Ekkor az E él 7 szerinti
utolsé z csticsa is piros.

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024



Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korlat hatdrai

Bizonyitas

o Ismét legyen R az az esemény, hogy ¢ nem 6 szinezés.
e Ekkor van egy olyan E él, aminek elemei ugyanazt a szint kapjak.

e Természetesen ez csak a piros szin lehet. Ekkor az E él 7 szerinti
utolsé z csticsa is piros.

° fgy lennie kell F élnek, ami 7 szerinti elsé cstcsa z. Tehat lennie
kell olyan E és F élparnak, hogy egyetlen kozos csticsuk legyen
(|JEU F| =2k — 1) és 7 szerint E — F minden cslicsa megel6zze
F — E minden cstcsat.

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024



Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korlat hatdrai

Bizonyitas

o Ismét legyen R az az esemény, hogy ¢ nem 6 szinezés.
e Ekkor van egy olyan E él, aminek elemei ugyanazt a szint kapjak.

e Természetesen ez csak a piros szin lehet. Ekkor az E él 7 szerinti
utolsé z csticsa is piros.

° fgy lennie kell F élnek, ami 7 szerinti elsé cstcsa z. Tehat lennie
kell olyan E és F élparnak, hogy egyetlen kozos csticsuk legyen
(|JEU F| =2k — 1) és 7 szerint E — F minden cslicsa megel6zze
F — E minden csiicsdt. Legyen Sg F ez az esemény.

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024



Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korlat hatdrai

Bizonyitas

o Ismét legyen R az az esemény, hogy ¢ nem 6 szinezés.
e Ekkor van egy olyan E él, aminek elemei ugyanazt a szint kapjak.

e Természetesen ez csak a piros szin lehet. Ekkor az E él 7 szerinti
utolsé z csticsa is piros.

° fgy lennie kell F élnek, ami 7 szerinti elsé cstcsa z. Tehat lennie
kell olyan E és F élparnak, hogy egyetlen kozos csticsuk legyen
(|JEU F| =2k — 1) és 7 szerint E — F minden cslicsa megel6zze
F — E minden csiicsdt. Legyen Sg F ez az esemény.

o A fentiek osszefoglaldsa, hogy R C Ug Fenx#SEF-

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024



Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korlat hatdrai

Bizonyitas

o Ismét legyen R az az esemény, hogy ¢ nem 6 szinezés.
e Ekkor van egy olyan E él, aminek elemei ugyanazt a szint kapjak.

e Természetesen ez csak a piros szin lehet. Ekkor az E él 7 szerinti
utolsé z csticsa is piros.

° fgy lennie kell F élnek, ami 7 szerinti elsé cstcsa z. Tehat lennie
kell olyan E és F élparnak, hogy egyetlen kozos csticsuk legyen
(|JEU F| =2k — 1) és 7 szerint E — F minden cslicsa megel6zze
F — E minden csiicsdt. Legyen Sg F ez az esemény.

o A fentiek osszefoglaldsa, hogy R C Ug Fenx#SEF-

e A hatralév6 részben az Sg F esemény valdsziniiségét becsiiljiik.

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024



Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korlat hatdrai

Bizonyitas

o Ismét legyen R az az esemény, hogy ¢ nem 6 szinezés.
e Ekkor van egy olyan E él, aminek elemei ugyanazt a szint kapjak.

e Természetesen ez csak a piros szin lehet. Ekkor az E él 7 szerinti
utolsé z csticsa is piros.

° fgy lennie kell F élnek, ami 7 szerinti elsé cstcsa z. Tehat lennie
kell olyan E és F élparnak, hogy egyetlen kozos csticsuk legyen
(|JEU F| =2k — 1) és 7 szerint E — F minden cslicsa megel6zze
F — E minden csiicsdt. Legyen Sg F ez az esemény.

o A fentiek osszefoglaldsa, hogy R C Ug Fenx#SEF-
e A hatralév6 részben az Sg F esemény valdsziniiségét becsiiljiik.

e Ha |EN F| # 1, akkor 0 valésziniiségii eseményrél van szé.

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024



Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korlat hatdrai

Bizonyitas

o Ismét legyen R az az esemény, hogy ¢ nem 6 szinezés.
e Ekkor van egy olyan E él, aminek elemei ugyanazt a szint kapjak.

e Természetesen ez csak a piros szin lehet. Ekkor az E él 7 szerinti
utolsé z csticsa is piros.

° fgy lennie kell F élnek, ami 7 szerinti elsé cstcsa z. Tehat lennie
kell olyan E és F élparnak, hogy egyetlen kozos csticsuk legyen
(|JEU F| =2k — 1) és 7 szerint E — F minden cslicsa megel6zze
F — E minden csiicsdt. Legyen Sg F ez az esemény.

o A fentiek osszefoglaldsa, hogy R C Ug Fenx#SEF-
e A hatralév6 részben az Sg F esemény valdsziniiségét becsiiljiik.
e Ha |EN F| # 1, akkor 0 valésziniiségii eseményrél van szé.

e Ha EN F = {x}, akkor vegyiik észre, hogy a 7 véletlen
sorrendbél kiemelve E U F elemeit, ezek (2k — 1)!-féle sorbadllitasa
egyforman valdszini.
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Bizonyitds (folytatas)

e Ezek utdn Sg F azt jelenti, hogy az E U F-beli elemek
sorrendjében az elsé k — 1 darab elem E — {x} elemei valahogy
sorbaillitva, az utolsé k — 1 darab elem F — {x} elemei valahogy

sorbaillitva.
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Bizonyitds (folytatas)

e Ezek utdn Sg F azt jelenti, hogy az E U F-beli elemek
sorrendjében az elsé k — 1 darab elem E — {x} elemei valahogy
sorbaillitva, az utolsé k — 1 darab elem F — {x} elemei valahogy
sorbadllitva.

o lgy

(k—1)I(k —1)!

Ploer] = (2k — 1)!
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Bizonyitds (folytatas)

e Ezek utdn Sg F azt jelenti, hogy az E U F-beli elemek
sorrendjében az elsé k — 1 darab elem E — {x} elemei valahogy
sorbaillitva, az utolsé k — 1 darab elem F — {x} elemei valahogy
sorbadllitva.
o lgy
(k—1)I(k —1)!

(2k — 1)!

P[Ser] =

e Osszefoglalva

(k —1)!(k — 1)!
(2k — 1)!

P[R] < PlUE FenxuSEF] < [H|?-
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Bizonyitds (folytatas)

e Ezek utdn Sg F azt jelenti, hogy az E U F-beli elemek
sorrendjében az elsé k — 1 darab elem E — {x} elemei valahogy
sorbaillitva, az utolsé k — 1 darab elem F — {x} elemei valahogy
sorbadllitva.

o lgy

(k—1)I(k —1)!

Ploer] = (2k — 1)!

e Osszefoglalva

(k —1)!(k — 1)!
(2k — 1)!

P[R] < PlUE FenxuSEF] < [H|?-

e Az illitds abbdl adddik, hogy feltételiink mellett R valdsziniisége
1-nél kisebbnek addédik.
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Bizonyitds (folytatas)

e Ezek utdn Sg F azt jelenti, hogy az E U F-beli elemek
sorrendjében az elsé k — 1 darab elem E — {x} elemei valahogy
sorbaillitva, az utolsé k — 1 darab elem F — {x} elemei valahogy
sorbadllitva.
o lgy
(k—1)I(k —1)!

(2k — 1)!

P[Ser] =

e Osszefoglalva

(k —1)!(k — 1)!
(2k — 1)!

P[R] < PlUE FenxuSEF] < [H|?-

e Az illitds abbdl adddik, hogy feltételiink mellett R valdsziniisége
1-nél kisebbnek addédik.

e Ez a Stirling-formula alkalmazéasaval konnyen ellendrizhetd.
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Szunet
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e L attuk, hogy a kiindulé tétel élesithetd. A kovetkezdkben az
élesitések hatdrat szeretnénk kitapogatni.
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Az alapkérdés

e Lattuk, hogy a kiindulé tétel élesithetd. A kovetkezbkben az
élesitések hatdrat szeretnénk kitapogatni.

e Milyen kevés k-elemi élbdl rakhatunk ossze egy halmazrendszert
gy, hogy ne legyen 2-szinezhetd?
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Az alapkérdés

e Lattuk, hogy a kiindulé tétel élesithetd. A kovetkezbkben az
élesitések hatdrat szeretnénk kitapogatni.

e Milyen kevés k-elemi élbdl rakhatunk ossze egy halmazrendszert
gy, hogy ne legyen 2-szinezhetd?

e Egy j6 konstrukcid, ha egy legaldbb 2k — 1 elem{i V' halmaz
Osszes k-asat vessziik. Tetszbleges piros-kék szinezés esetén a
nagyobb szinosztdly legaldbb k cslicsot tartalmaz, amelyben minde
k-as él is egyben.
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Az alapkérdés

e Lattuk, hogy a kiindulé tétel élesithetd. A kovetkezbkben az
élesitések hatdrat szeretnénk kitapogatni.

e Milyen kevés k-elemi élbdl rakhatunk ossze egy halmazrendszert
gy, hogy ne legyen 2-szinezhetd?

e Egy j6 konstrukcid, ha egy legaldbb 2k — 1 elem{i V' halmaz
Osszes k-asat vessziik. Tetszbleges piros-kék szinezés esetén a

nagyobb szinosztdly legaldbb k cslicsot tartalmaz, amelyben minde
k-as él is egyben.

e Az élszdm nagysdgrendje "nagy” [~ 4% (ha |V| =2k — 1)].
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e Ennél jobb konstrukcié is adhatd, ha egy kicsit nagyobb V' esetén
a fenti példat tigyesen |, kiritkitjuk”.

it
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A javitas otlete

e Ennél jobb konstrukcié is adhatd, ha egy kicsit nagyobb V esetén
a fenti példat tigyesen |, kiritkitjuk”.

o Legyen Ho = (‘:)

Definicié (S segéd-halmazrendszer)

Ho ELEI alkotjak az alaphalmazat. V minden piros-kék
szinezéséhez tartozik egy él: a monokromatikusan szinezett
Ho-beli halmazok.
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A javitas otlete

e Ennél jobb konstrukcié is adhatd, ha egy kicsit nagyobb V esetén
a fenti példat tigyesen |, kiritkitjuk”.

o Legyen Ho = (‘:)

Definicié (S segéd-halmazrendszer)

Ho ELEI alkotjdk az alaphalmazit. V minden piros-kék
szinezéséhez tartozik egy él: a monokromatikusan szinezett
Ho-beli halmazok.

o S-et azért definidltuk, hogy ldssuk ha Hg éleit elkezdjiik
eldobalni/ritkitani, akkor meddig mehetiink el, hogy a
nem-2-szinezhetésége megmaradjon.
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Halmazrendszerek lefogé ponthalmazai

Definicié (halmazrendszerek lefogdé ppnthalmaza)

L C V a (V,H) halmazrenszer egy lefogd ponthalmaza, ha minden
He H élre HN L # 0.
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Halmazrendszerek lefogé ponthalmazai

Definicié (halmazrendszerek lefogdé ppnthalmaza)

L C V a (V,H) halmazrenszer egy lefogd ponthalmaza, ha minden
He H élre HN L # 0.

e Nyilvan egy lefogd halmaznak mindig meg kell maradni: V
barmelyik 2-szinezésénél legyen olyan k-as, ami egyszin(.
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Halmazrendszerek lefogé ponthalmazai

Definicié (halmazrendszerek lefogdé ppnthalmaza)

L C V a (V,H) halmazrenszer egy lefogd ponthalmaza, ha minden
He H élre HN L # 0.

e Nyilvan egy lefogd halmaznak mindig meg kell maradni: V
barmelyik 2-szinezésénél legyen olyan k-as, ami egyszinli. Mas
feltétel nincs is.
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Halmazrendszerek lefogé ponthalmazai

Definicié (halmazrendszerek lefogdé ppnthalmaza)

L C V a (V,H) halmazrenszer egy lefogd ponthalmaza, ha minden
He H élre HN L # 0.

e Nyilvan egy lefogd halmaznak mindig meg kell maradni: V
barmelyik 2-szinezésénél legyen olyan k-as, ami egyszinli. Mas
feltétel nincs is.

Legyen 7(H) a ‘H halmazrendszer legkisebb lefogé ponthalmazanak
mérete.
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Halmazrendszerek lefogé ponthalmazai

Definicié (halmazrendszerek lefogdé ppnthalmaza)

L C V a (V,H) halmazrenszer egy lefogd ponthalmaza, ha minden
He H élre HN L # 0.

e Nyilvan egy lefogd halmaznak mindig meg kell maradni: V
barmelyik 2-szinezésénél legyen olyan k-as, ami egyszinli. Mas
feltétel nincs is.

Legyen 7(H) a ‘H halmazrendszer legkisebb lefogé ponthalmazanak
mérete.

e Milyen kicsi lehet S egy lefogé halmaza? , 7(S) =7",
pontosabban ,, 7(S) <7".
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Tort lefogdsok

Definicié

Legyen A : V — R, sllyozdsa az alaphalmaznak. Ezt tort
lefogasnak nevezziik, ha minden él elemeire a fliggvényértékek
Osszege legaldbb 1.
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Tort lefogdsok

Definicié

Legyen A : V — R, sllyozdsa az alaphalmaznak. Ezt tort
lefogasnak nevezziik, ha minden él elemeire a fliggvényértékek
Osszege legaldbb 1.

Egy tort lefogds mérete > .\, A(v).
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Tort lefogdsok

Definicié

Legyen A : V — R, sllyozdsa az alaphalmaznak. Ezt tort
lefogasnak nevezziik, ha minden él elemeire a fliggvényértékek
Osszege legaldbb 1.

Egy tort lefogds mérete > .\, A(v).

Legyen 7%(H) a H halmazrendszer legkisebb tort lefogd
ponthalmazanak mérete.
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Tort lefogdsok

Definicié

Legyen A : V — R, sllyozdsa az alaphalmaznak. Ezt tort
lefogasnak nevezziik, ha minden él elemeire a fliggvényértékek
Osszege legaldbb 1.

Egy tort lefogds mérete > .\, A(v).

Legyen 7%(H) a H halmazrendszer legkisebb tort lefogd
ponthalmazanak mérete.

Igazdbdl 7*(S) felsd becslése lesz egyszerti.
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7* becslése

e A szokdsos uniform siilyozassal vesziink egy tort-lefogast. Ennek
mérete felilrdl becsli a 7#(S) paramétert. A kozos sily persze
1/s(S), ahol s a legkisebb élméret-paraméter.
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7* becslése

e A szokdsos uniform siilyozassal vesziink egy tort-lefogast. Ennek
mérete felilrdl becsli a 7#(S) paramétert. A kozos sily persze
1/s(S), ahol s a legkisebb élméret-paraméter.

e Konnyii igazolni, hogy a legkisebb él (V piros-kék szinezésének)
mérete (dltala monokromatikusan szinezett k-asok szama) akkor
lesz a legkisebb, amikor annyira egyenletes a szinelosztas,
amennyire lehetséges (a piros és kék csticsok szdma is [|V|/2] és
[|V|/2] koziil kerdl ki).
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7* becslése

e A szokdsos uniform siilyozassal vesziink egy tort-lefogast. Ennek
mérete felilrdl becsli a 7#(S) paramétert. A kozos sily persze
1/s(S), ahol s a legkisebb élméret-paraméter.

e Konnyii igazolni, hogy a legkisebb él (V piros-kék szinezésének)
mérete (dltala monokromatikusan szinezett k-asok szama) akkor
lesz a legkisebb, amikor annyira egyenletes a szinelosztas,
amennyire lehetséges (a piros és kék csticsok szdma is [|V|/2] és
[V]/2] kézil keriil ki). Azaz s(S) >2(1V)/?).

Hajnal Péter Halmazrendszerek 2-szinezése, SzTE, 2024



Halmazrendszerek szinezése, Erdds Pal médszere Pluhdr Andras tétele Az élszam korldt hatarai

7* becslése

e A szokdsos uniform siilyozassal vesziink egy tort-lefogast. Ennek
mérete felilrdl becsli a 7#(S) paramétert. A kozos sily persze
1/s(S), ahol s a legkisebb élméret-paraméter.

e Konnyii igazolni, hogy a legkisebb él (V piros-kék szinezésének)
mérete (dltala monokromatikusan szinezett k-asok szama) akkor
lesz a legkisebb, amikor annyira egyenletes a szinelosztas,
amennyire lehetséges (a piros és kék csticsok szdma is [|V|/2] és
[V]/2] kézil keriil ki). Azaz s(S) >2(1V)/?).

) ) vy 1
T (S)S(k>'2(|vl|</2).
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o Ugy tiinik a szerzett informacidk nem illenek Gssze: 7(S)-t
szeretnénk kicsinek tudni, de 7(S)-r8l (< 7(S)) deriilt ez ki.
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Hol tartunk?

e Ugy tiinik a szerzett informacidk nem illenek ssze: 7(S)-t
szeretnénk kicsinek tudni, de 7(S)-r8l (< 7(S)) deriilt ez ki.

e Egy fontos tételt kell ,, elévenni”, hogy eddigi bizonyitasrészeink
osszedlljanak.
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Hol tartunk?

e Ugy tiinik a szerzett informacidk nem illenek ssze: 7(S)-t
szeretnénk kicsinek tudni, de 7%(S)-rél (< 7(S)) deriilt ez ki.

e Egy fontos tételt kell ,, elévenni”, hogy eddigi bizonyitasrészeink
osszedlljanak.
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Hol tartunk?

e Ugy tiinik a szerzett informacidk nem illenek ssze: 7(S)-t
szeretnénk kicsinek tudni, de 7%(S)-rél (< 7(S)) deriilt ez ki.

e Egy fontos tételt kell ,, elévenni”, hogy eddigi bizonyitasrészeink
osszedlljanak.

Tétel

N
| |

el 1 1 1
<14 =+= ——<1+InA
1) = +2+3+4+ +A(’H) + In A(H).

N
| A\

Kovetlezmény

T(?{) Tmohé
(H) < (M) <1+ InA(H),

azaz

T(H) < (1+InA(H)) 7" (H).

N
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e Az altaldnos tételt S-re alkalazva specidlisan kapjuk, hogy

7(S) < (1+ In A(S))T(S).
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B —

e Az altaldnos tételt S-re alkalazva specidlisan kapjuk, hogy

7(8) < (14 In A(S))7*(S).

o A(S) kiszdmolasa egyszerli feladat.
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Osszegzés

e Az 3ltalanos tételt S-re alkalazva specidlisan kapjuk, hogy
7(S) < (1 + In A(S))T*(S).

e A(S) kiszdmoldsa egyszerii feladat. Egy E csicson azon élek
haladnak, amik E-t egysziniivé tevo szinezésekhez tartoznak. Az
ilyenek felsorolasdhoz az E-n kivili |V| — k darab cstics esetén kell
eldontentink, hogy szinik E kozos szinével megegyezd vagy tole
kiilonbdzd legyen. Specislisan S reguldris és A(S) = 2 - 2IVI=k,
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Osszegzés

e Az 3ltalanos tételt S-re alkalazva specidlisan kapjuk, hogy
7(S) < (1 + In A(S))T*(S).

e A(S) kiszdmoldsa egyszerii feladat. Egy E csicson azon élek
haladnak, amik E-t egysziniivé tevo szinezésekhez tartoznak. Az
ilyenek felsorolasdhoz az E-n kivili |V| — k darab cstics esetén kell
eldontentink, hogy szinik E kozos szinével megegyezd vagy tole
kiilonbdzd legyen. Specislisan S reguldris és A(S) = 2 - 2IVI=k,

e Osszegezve

7(S) < (1 +1In(2- 2|V|*k)) : (";') Q(Wl/z)
k
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o A |V| = k? vélasztassal élve kapjuk, hogy 7(S) < 10k? -2k~ (a
szamolast mell8zziik).
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_
o A |V| = k? vélasztassal élve kapjuk, hogy 7(S) < 10k? -2k~ (a
szamolast mell8zziik).

e A kovetkezo tétel Osszefoglalja eredményeinket.
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A tétel

e A |V| = k? vélasztassal élve kapjuk, hogy 7(S) < 10k? -2k (a
szamolast mell8zziik).

o A kovetkezo tétel 6sszefoglalja eredményeinket.

Van olyan 10k? - 2k1-n4l nem tbb élii k-uniform halmazrendszer,
ami nem 2-szinezheto.
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