Halmazelmélet és matematikai logika

Azonos méretd halmazok

2017 Elsad6: Hajnal Péter

1. Halmazok parbaallithatésaga

Definicié. H és H' halmazok parbaallithatok, ha létezik f : H — H' bijekcio.
Jelolésben

H~ H'
Nyilvan
() H~ .
(ii) H ~ H' akkor és csak akkor, ha H' ~ H,
(iii) ha H ~ H', H' ~ H" akkor H ~ H" is.

Csabit6 azt mondani, hogy ~ egy ekvivalenciarelacié. Ez azonban nem lenne kor-
rekt. Egy ekvivalenciarelaciohoz sziikséges egy alaphalmaz. Itt az 6sszes halmazrol
beszéliink, amelyek nem olvaszthatok egy halmazba.

A H ~ H' viszony jelentése, hogy H és H' azonos nagysaguak.

2. A szamossag fogalma

Definicié. Egy H halmaz véges, ha valamely n € N esetén H ~ n.
Egy H halmaz végtelen, ha nem véges.

Definicié. Azt mondjuk, hogy |H| =n € N, ha H ~ n.

Ez a definicié egy kissé veszélyes. Ha n # m € N esetén el6fordulhatna, hogy
H ~n és H ~ m egyszerre teljesiiljon, akkor a fenti definicié nem lenne értelmes.
Szerencsére a skatulya-elv alapjan ez nem fordul el6: ha H véges, akkor egyetlen
egy n € N esetén teljesiil, hogy H ~ n.

Szerencsénk van. A véges halmazok kozt egy-egy jol definialt standard véges
halmazt ki tudtunk jelolni, hogy azok egymassal nem allithatok parba, de mindegyik
véges halmaz valamelyikkel parba allithat6. Jo lenne ezt az Gsszes halmaz esetén
elvégezni.

Az ekvivalenciarelaciok esetén van egy alaptételiink. Egy halmazon értelmezett
ekvivalenciarelacio estén a halmazt osztalyokra oszthatjuk tugy, hogy két elem ak-
kor és csak akkor tartozik egy osztilyba, ha relacioban allnak. A ~ mdgott nincs
alaphalmaz, a fenti alaptétel nem alkalmazhato. Mégis igaz, amit sejtiink, amit
szeretnénk.

1. Tétel. Van egy olyan O operdcio, ami minden H halmazhoz hozzdrendel egy
O(H) halmazt, amelyre
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(i) H~ H' esetén O(H) = O(H'),
(ii) mig H o+ H' esetén O(H) # O(H'),

A fenti tétel nem egyszert, technikailag igényes, hosszi. Nem bizonyitjuk. El-
fogadjuk és hasznaljuk. A H halmazhoz rendelt O(H) halmazt H szamossagénak
nevezziik. Jelolése |H| vagy tH.

3. A megszamlalhatéan végtelen szamossag

Definicié. Egy H halmaz megszamlalhatoan végtelen ha H ~ N. Jelolése |H| = Ny.

Megszamlalhatoan végtelen halmazok példaul: Z, Q, az algebrai szamok halma-
za.

4. Kontinuum szamossag

Definicié. Egy H halmaz kontinuum szamossagi ha H ~ R. Jelolése |H| = c.

Kontinuum szdmosségi halmazok példaul [0,1], ]0,1[, R? a stk egyeneseinek
halmaza, C, a folytonos valos fiigvények halmaz.

5. Szamossagok rendezése

Definicié. Legyen k és A szamossagok (k = |K| és A = |L|). & < X ha létezik
[+ K — L egy-egy leképzés.

A szamossagok rendezése jol definialt, azaz a fenti viszony nem fiigg a szamos-
sagokhoz valasztott K és L halmazoktol (amik egyaltalan nem egyértelmiek).

Definicié. Legyen k és A szamossagok. (k = |K| és A = |L|). k < X har < X és

K # A

Nyilvan
0<l<2<3<...<¥<ec

2. Tétel (Cantor).
NO <c.

Bizonyitas. Csak N o& R problémés. Indirekten tegyiik fel, hogy R elemei sor-
barendezhetSk: 1ry,79,73,.... Mindegyik szamra mint végtelen tizedestort gon-
dolunk. Legyen d; az r; szam i-edik szdmjegye a tizedesvessz6 utan. Legyen
d; €{0,1,2,...,8,9} \ {d;}, egy d;-t6l kiilénb6z8 szamjegy.

Legyen r = O,CEJQCE,CL ... 7 mint szamjegysorozat kiilonbozik az Osszes r;-t6l (az
ri-t61 valo kiillonbozdség a tizedesvesszé utani i-edik jegy miatt nyilvanvalo).

Ha mint valos szam is kiilonbozik r az Gsszes r;-t6l akkor meg van az ellent-
mondasunk. Ez nem trivialis, hiszen két kiilonb6z6 szémjegysorozat adhat azonos

értéket. Példaul: 0,500000... = 0,49999999.... r felirdsaban sok a szabadsagunk.
Ha nem hasznalunk 0 és 9 szamjegyeket (ezt konnyen megtehetjiik), akkor r felirasa
egyértelmi és az ellentmondéas adodik. |
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3. Tétel. Tetszdleges H halmazra
|H| < [P(H)|

Bizonyitas. Csak H » P(H) a problémas. Indirekten bizonyitunk. Tegyiik fel,
f: H— P(H) parbaallito leképezés.

Vegyiik a fenti képzeletbeli tablazatot: Sorai H elemei, oszlopai ugyanebben a
nsorrendben” H elemeinek pérja f-nél. Azaz az oszlopok a részhalmazokkal azonosi-
tottak. Beszélhetiink a tablazat diagonalis elemeirsl, amik egy h € H-nak megfelels
sor f(h) C H-nak megfelels oszlop taldlkozasaiban allnak.

A téblazat minden poziciojaba (h € H és R C H talalkozéasnal) irjuk be, hogy
€ vagy ¢ (ahogy h és R viszonyul). A diagonalis elemeket vegyiik és forditsuk meg
6ket: € helyett vegylink €-t és ¢ helyett vegylink €-t. Az igy kapott sor jelei rendre
H elemeinek felelnek meg, igy lefrnak egy F részhalmazat H-nek.

Allitolag ez tablazatunk egyik oszlopa, ami nem lehetséges a megfelels diagonalis
elem megforditasa miatt. [ |

A fenti két bizonyitas nagyion hasonlé gondolatmenetd. A Cantor nevézhez
fizott otletet atlos modszernek nevezik.

Az utolso tétel egy fontos kovetkeménye: végtelen sok végtelen szamossag van.
Ezek kozil Rj a legkisebb:

4. Tétel. Ha k végtelen szamossdg, akkor
NO S K.

A szamosségok esetén < rendelkezik a rendezési relacié tulajdonségaival (habar
nem relacio, hiszen nincs alaphalmaza):

5. Tétel. (i) k <k,
(ii) (Berstein ekvivalencia-tétele) kK < X és A < k esetén k = .
(117) K < X és A < p esetén k < pu.
(iv) Tetszdleges k, A szdmossdgok esetén vagy k < A\, vagy kK = A, vagy K > A.

Bizonyitas. (i) és (iii) lényegében trivialis. (iv) nehéz, ebben a kurzusban nem
fogjuk bizonyitani.

(ii) viszont egy nem-trivialis, a kurzusban is bebizonyithato allitas. Kifejtve:
Tegyiik fel, hogy léteznek f : K — L és g : L — K 1-1 leképzések. Ekkor létezik
h : K — L parbaallito leképzés is.

Mi egy Kénig Dénestél ereds bizonyitast vazolunk. Ehhez definidlunk egy diagra-
mot /iranyitott grafot: Csucshalmaza K U L (feltehetjiik, hogy K és L diszjunktak).
Minden k € K esetén behtzunk egy W nyilat /élt és Minden ¢ € L esetén behu-

zunk egy (g(¢ ) nyilat/élt. A kapott grafban minden csticsbol pontosan egy él vezet
ki és legfeljebb egy él vezet be. Ebbdl adodik, hogy a graf komponensei a kovetkezs
héarom kategoriaba esnek:

(i) véges iranyitott kor,

(ii) mindkét iranyban végtelen iranyitott tt,
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(iii) egy a kezdSponttal rendelkezs végtelen iranyitott tt.

A (iii) esetben a € K, illetve a € L eseteknek megfelelGen (iii)x és (iii); alti-
pusokat vezetiink be. Minden £ € K pontosan egy komponenshez tartozik. Ha ez
a komponens (i), (ii) vagy (iii)x tipusa, akkor legyen h(k) = f(k). Ha ez a kom-
ponens (74);, tipust, akkor legyen h(k) = g1 (k). Ezzel egy parbaallité leképezést
definidltunk, ami az allitast igazolja. [ |
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