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1. Naiv halmazelmélet és problémai

Az a felfogés, hogy a halmaz elemek egy Osszessége és minden probléma nélkiil
,yosszepakolhatunk” elemeket egy halmazba, az veszélyekkel jar.
Lassuk a naiv felfogas hogy vezet ellentmondésra:

Definicié. H halmaz tartalmazkodo, ha H € H. Ha H ¢ H, akkor azt mondjuk
hogy a H halmaz nem tartalmazkodo.

Példaul () nem tartalmazkodo ((-nek nem eleme énmaga, hiszen egyéltalan nincs
eleme). Az Osszes halmazt tartalmazoé halmaz tartalmazkodé hiszen mint halmaz
eleme 6nmaganak.

Legyen

N :={H : H nem tartalmazkodo}.

N tartalmazkodo-e?

1. eset: Ha igen, akkor N kielégiti azt a tulajdonsagot, amire épitettiik N leirasat,
azaz N nem tartalmazkodo.

2. eset: Ha nem, akkor A/ nem elégiti azt a tulajdonsagot, amire épitettiik N lefrasat,
azaz N tartalmazkodo.

Az ellentmondas feloldasa: Nem létezik az 0sszes halmaz halmaza. Nem létezik
a tartalmazkodo halmazok halmaza.

2. Alapmiiveletek

A tisztan axiématikus és tisztan naiv halmazelméleti felépités kozott probalunk egy
jarhato kozéputat talalni.
Kiindulunk néhény halmazbol és tovabbiakat épitiink fel.

I) A halmaz és eleme relaci6 alapfogalom. A halamzelmélet targyalasa soran csak
halmazokkal foglalkozunk, minden objektumunk halmaz lesz.

IT) H és H' halmazok pontosan akkor egyenlSek, ha minden e halmazra e € H
akkor és csak akkor, ha e € H'. Masképpen egy halmazt akkor ismeriink, ha minden
e-rél tudjuk, hogy eleme-e.

Egy kovetkezménye ennek a megallapodasnak, hogy egy halmaz elemeinek nincs
sorrendje.

ITT) Létezik egy halmaz, amelyre minden e esetén e nem eleme neki. IT alapjan
egyetlen ilyen halmaz van. Jelolése: (.
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IV) Ha H és H' két halmaz, akkor létezik olyan halmaz, amelynek e pontosan
akkor eleme, ha e = H vagy e = H'. 1II alapjan egyetlen ilyen halmaz létezik.
Ennek jelolése {H, H'}.

H = H' is lehetséges. Ekkor a {H, H} egy alternativ jelolése {H}. Ennek
egyetlen eleme van: H.

Harom vagy tébb halmaz esetére is kiterjeszthetjiik a fenti elvet. Ha adottak a
Hi, Hs, ..., H, halmazok akkor létezik egy olyan { Hy, Hs, ..., H,} halmaz amelynek
pontosan a kezdd listabeli halmazok az elemei.

Egy rokon fogalom a részhalmaz fogalma: H részhalmaza H'-nek (jelélésben
H C H'), ha H minden eleme h'-nek is eleme.

Egy ellenorzs feladat: Igazoljuk, hogy H = H' akkor és csak akkor, ha H C H'
és H' C H.

V) Az iires halmaz mellett megjelentek @j halmazaink:

0;:{03;{0, {0} }; {0, {0}, {0, {03} }; {0, {0}, {0, {0} }, {0, {0}, {0, {0}} } };
{0,£03,{0,{0}},{0, {0}, {0, {03} }; {0, {0}, {0, {0} }, {0, {0}, {0, {0} } } } }; . ..

A sor teljes indukcioval folytathato. A természetes szamokat azonosithatjuk ezekkel
a halmazokkal

0=0; 1=1={0}; 2=2={0.{0}}; 3=3={0,{0}{0,{0}}};

Altalaban n = {0,1,2,...,n—1}. N={0,1,2,...}. A halmazelméletben minden
halmaz, igy a 2 természetes szamra gy gondolunk mint a 2 halmaz. Az aldhizast
el is hagyhatjuk.

0

VI) Ha T egy jol leirt, formalizalt tulajdonsidga halmazoknak és H egy halmaz,
akkor H azon elemei, amelyek 7 tulajdonséguiak is egy halmazt alkotnak. Ezen
halmaz jeloléssel: {x € H : x T tulajdonsagu}.

VII) H és H' halamzok esetén van egy egyesitésiik, amely pontosan azokat az
elemeket tartalmazza amelyek H és H' koziil legalabb az egyiknek eleme. Jelolése
HUH'.

Végtelen halmazok esetén is elmondhatjuk ezt: Legyenek H;-k halmazok minden
i € H esetén (I-re mint indexhalmaz hivatkozunk). U;c;H; pontosan azokat az e
elemeket tartalmazza, amelyekhez van olyan ¢ € I, hogy e € H;.

Altalaban H halmaz esetén UH a H elemeinek uniéjat jeldli.

VIII) H és H' halamzok esetén van egy metszetiik, amely pontosan azokat az
elemeket tartalmazza amelyek H-nak és H'-nek is eleme. Jelolése H N H'.
Végtelen halmazok esetén is elmondhatjuk ezt: Legyenek H;-k halmazok minden
i € H esetén ([-re mint indexhalmaz hivatkozunk). N;e;H; pontosan azokat az e
elemeket tartalmazza, amelyekre minden ¢ € I esetén e € H;.
Altalaban H halmaz esetén NH a H elemeinek metszetét jeloli.

IX) A H halmaz komplementer egy U alaphalmazra, ahol H C U az a halmaz,
amely pontosan U azon elemeit tartalmazza,a melyek nincsenek benne H-ban.

X) Egy H halmaz esetén létezik egy P(H )-vel jelolt hatvanyhalmaz, amely pontosan
H részhalmazait tartalmazza.

XI) H és H' halmazok esetén lehet képezni egy olyan (H, H')-vel jelolt halmazt,
amelyre (H, H') = (J, J') akkor és csak akkor, ha H = J és H' = J'. Egy lehetGség
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(H,H') definidlasara {H,{H,H'}}. Ennek neve a H és H'-bdl alkotott rendezett
par. Itt a sorrend nagyon fontos. Ha H # H' akkor (H,H') # (H', H).

XII) H és H' halmazok esetén H x H' pontosan azon (z,z') rendezett péarokat
tartalmazza, amelyekre x € H és ' € H'. H x H' ,neve’” a H és H' halmazok
Descartes-szorzata.

A két tényezGs szorzat kiterjeszthetd hérom, illetve tobb tényezére. Ehhez els-
szor a rendezett harmasokat kell definialni: (H,H',H") = (H,(H',H")). Ezek
utdn a harom tényezds Descartes-szorzat fogalma magatol értet6ds. A tobbténye-
z0s Descartes-szorzat is konnyen definialhato.

XIII) Ahogy algebrabol megszoktuk leirhatok a relaciok és fliggvények is mint spe-
cialis halmazok Descartes-szorzatainak bizonyos tulajdonsagu részhalmazai.

XIV) H, K halmazok hatvanya X H vagy egyszertibben HX az f: K — H fiiggvé-
nyek altal alkotott halmaz.

XTI*) Definialhato a H; (i € I) halmazsereg Descartes-szorzata: H; (i € I) egy kiva-
lasztasi fiiggvénye f : I — U;cr H; fiiggvény, amely minden ¢ € [ esetén teljesiti, hogy
f(i) € H;. H; (i € I) halmazok Descartes-szorzata az a halmaz, amely pontosan a
kivalasztasi fliggvényeket tartalmazza. A Descartes-szorzata jelolése ], H;.

XI*™) H; (i € I) nem iires halmazok estén [[,., H; sem iires. Azaz nem iires
halmazok egy halmazara létezik kivalasztasi fiiggvény.

*

A halmazelméletben a fenti elvek alapjan egyszertibb halmazokbol felépitett
Osszetett halmazokkal fogalkozunk. Egy semmibdl eldhizott elem 6sszegségnél min-
dig alapkérdés, hogy halmazt alkotnak-e.

A kezdeti ellentmondasnak tiing gondolatmenet igazabdl az alabbi tétel indirekt
bizonyitasa.

1. Tétel. (i) Nincs olyan halmaz, amely elemei pontosan a nem tartalmazkodo
halmazok.

(ii) Nincs olyan halmaz, amely az dsszes halmazt tartalmazza.

Alapok-3



