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1. fejezet

Bevezeto

Az univerzélis algebrdaban kulcsfogalom a homomorf kép fogalma. Két, azonos tipusu al-
gebra vagy relacios struktura kapcsolatanak vizsgélatakor az elsé kérdés az, hogy izomorfak-
e. Amennyiben nem, szintén fontos, hogy van-e mindkett&bdl a mésikban mené homomor-
fizmus. Ha specidlisan véges iranyitott grafokrol van szd, akkor az, hogy van-e G — H
homomorfizmus, azzal ekvivalens, hogy a HS iranyitott grafban van-e hurokél. Ez vezet
(tobbek kozt) az irdnyitott grafok hatvanyainak vizsgalatahoz.

[1] a hatvanygrafokat hasznélja annak belatasahoz, hogy reflexiv iranyitott grafokon bi-
zonyos Malcev-feltételek ekvivalensek. Ennek soran t&bbszor el6keriil az egy komponensben
levés és a retrakcio fogalma. Mi ezeket énmagukért vizsgaljuk (béar a 4.8 tételben elSkeriil
egy erés Malcev-feltétel).

A specialis G = H esettel fogunk foglalkozni: ekkor a G hatvanygrafot a G transzfor-
méciografjanak nevezziik. Ez annyiban kénnyebben kezelhetd, hogy cstcsain természetes
mobdon definiadlhaté szorzéas, ami a csticshalmazon félcsoportot hoz létre, és a kapott félcso-
portstuktira szoros kapcsolatban van az élstruktaréval.

A G@ graf vizsgalatakor érdekesek lesznek bizonyos részfélcsoportjai, ezeket (a Pol(G)
kivételevel) a 2. fejezetben fogjuk definialni. [1] csak a homomorfizmusok altal feszitett
részgrafot (amit mi Hom(G)-vel jeloliink) hasznélja, ami altaldban nehezen kezelhetd. A
3. fejezetben GC, a 4.-ben Pol(G) vagy Sm(G) hasznalata lesz kényelmesebb.

A 3. fejezet az identitas komponensét vizsgalja ezekben a részfélcsoportokban. Ez teljes
graf lesz a G automorfizmusai altal feszitett részgraf esetében, amibdl megéllapitjuk, hogy
ez a részgraf milyen szerkezetd lehet. Két masik részfélcsoport esetében nem kapunk ilyen
szép szerkezeteket, bar az automorfizmusokrol megallapitottak egy része ezekre is dtvihetd.

A legtdbb iranyitott grafra az identitas izolalt a transzformécidgrafban. A 3. fejezet
tovabbi része az ezzel ellentétes esetrsl szol, amikor az identitas komponense gazdag. Ekkor
megallapitjuk, hogy a grafban (igazabol az identitas komponensében) van nemtriviélis
automorfizmus vagy retrakcié.

A 4. fejezet a transzforméciograf, illetve a vizsgalt részfélcsoportok dsszefiiggségérsl



sz6. A transzformaciograf esetében sziikséges és elégséges feltételt adunk az Gsszefiiggs-
ségre abban az esetben, ha a (kiindulasi) graf legalabb hatcsicsi (a modszer alighanem
a legfeljebb Otcestesu esetre is atvihets, de igen sok szamitast igényel). Megmutatjuk to-
vabba, hogy bizonyos feltételek teljesiilése mellett bizonyos részfélcsoportok Gsszefliggdsége
garantalja egy masikét is. Végiil felhasznaljuk a 3. fejezetbeli eredményeket retrakciok léte-
zésér6l arra, hogy egyes részfélecsoportok Osszefiiggségének eldontését redukaljuk az adott

részfélcsoport OsszefiiggGségének eldontésére egy kisebb elemszamu graf (a retrakt) esetén.



2. fejezet

Transzformaciogratok és fontos

részfélcsoportjaik

2.1. Definici6. [/ Iranyitott grafnak nevezink eqy G = (V(G), E(Q)) pdrt, ahol V(G) egy
nemiires halmaz egy rajta megadott E(G) C V(G)? kétvdltozds reldcioval. Ha a,b € V(G)
esetén (a,b) € E(G), akkor azt mondjuk, hogy (a,b) él (a — b), (b, a) visszaél. V(G) elemeit
csiicsoknak wagy pontoknak newvezziik, és ha nem okoz félreértést, akkor G elemeiként a
csticsokra hivatkozunk (|G|-vel tehdt a grdf csicsszdmdt jeloljik). Az a — a alaki élekel
(a-ban lévé) hurokélnek nevezziik. Egy G irdnyitott grdf teljes, ha E(G) = V(G) x V(G),
és tres, ha E(G) = 0.

Kizardlag véges iranyitott grafokkal fogunk foglalkozni, ezt a kitételt a tovabbiakban

kiilén nem jelezziik.

2.2. Definici6. [[ Legyen G irdnyitott grdf, a egy csicsa. a be-halmazanak nevezzik a
Be(a) := {z € G : (z,a) € E(G)}, ki-halmazanak a Ki(a) := {x € G : (a,z) € E(G)}

halmazokat, be- illetve ki-fokanak ezek elemszdamait.

2.3. Definici6. [[ Egy irdnyitott grifban a,b € G-re a-bol b-be mend (k hosszi) sétanak
nevezink nem feltétlen killonbozd csicsok eqy a = cg,cq,...,c, = b sorozatdt, ha minden
0<i<k—1-re(ci,cit1) €l vagy visszaél. A séta részének tekintjik az éleket/visszaéleket
is, tehdt ha példdul (a,b),(b,a) € E(G), akkor két a-bol b-be mend 1 hosszi séta van: az
egyik az (a,b) élen, a masik a (b,a)-bol adédé (a,b) visszaélen keresztiil.

a = b esetén a sétdt korsétdnak nevezzik. Iranyitott egy séta, ha csak éleket tartalmaz.
Ha a c; csicsok kozil legfeljebb a és b egyezik meg, akkor a séta ut, amennyiben pedig
tényleg meg is egyezik, és nem O hosszi, kor. Két csics azonos komponensben van, ha van
koztik it (ami ekvivalens azzal, hogy van kéztik séta), az azonos komponensben levdség ek-
vivalenciareldcid, ennek ekvivalenciaosztdlyai a grdf komponensei. Két séta azonos tipusu,
ha ugyanolyan hossziak, és élek, illetve visszaélek ugyanolyan sorozatdt tartalmazzak, tehdt

példdul két azonos hosszu irdnyitott séta azonos tipusi.



2.4. Definicié. [| Eqy G iranyitott grif R C V(G) részhalmazdhoz tartozo feszitett rész-
grafja az az irdnyitott grdf, melynek csicsai R elemei, élhalmaza pedig E(G) megszoritva

R2-re. G (R-hez tartozo) részgrafjai az ebbdl élek esetleges elhagydsdval kapott grdfok.
Az iranyitott grafok dsszeszorozhatéak és hatvanyozhatoak:

2.5. Definici6. [[ Az Ay, Aa, ..., A irdnyitott grifok direkt szorzata az az A1 X Ay X
- X Ap-nel jelolt szorzat, amelynek csicshalmaza az (a1, a2, ..., a,) n-esek halmaza, ahol
minden 1 < i < n esetén a; € A;, az élek pedig a kéivetkezdképp vannak definidlva:
((a1,...,an),(b1,...,by)) € E(A; x Ay X --- x Ay,) akkor és csak akkor, ha minden
1 < i < n-re (a;,b;) € E(A;). Egy A iranyitott graf n-edik direkt hatvanyédnak nevez-

ziik (és A™-nel jeloljiik) az n tényezds A x --- X A szorzatot.

2.6. Definicié. [/ G és H irdnyitott grifok esetén GH -nak nevezziik azt az irdnyitott grdfot,
melynek csicsai a H-bol G-be mend leképezések, az élek pedig a kivetkezd szerint adottak:
ha f1 és fo két H — G leképezés, akkor GH-ban f1 — fo akkor és csak akkor, ha minden
H-beli a — b élre fi(a) — fa(b) teljesil G-ben.

Megjegyezziik, hogy |G x H| = |G||H| és |GH| = |G|/H1.
Gyakran fogjuk hasznalni a G-beli fo — fi relacié ezen atfogalmazasait (amik azonnal
adodnak a definiciobol):

2.7. Allitds. [] Tetszdleges fo, f1 € GH esetén a kivetkezdk ekvivalensek:

1. fo— h
2. minden v € H-ra fo(Be(x)) C Be(fi(x))

3. minden v € H-ra fi1(Ki(z)) C Ki(fo(z))

A H-bol G-be meng leképezések kozt kiilondsen fontosak a homomorfizmusok és az

izomorfizmusok:

2.8. Definicié. [| Eqy ¢ : H — G leképezés homomorfizmus, ha H minden a — b élére
(o(a), (b)) egy G-beli él (vagyis ¢ — o teljesiil GH-ban). Egy homomorfizmust izomorfiz-
musnak neveziink, ha bijektiv és az inverze is homomorfizmus. Eqy irdnyitott grdfot onma-
gaba képezd homomorfizmust a grdf endomorfizmusénak, egy dnmagdba képezd izomorfiz-

must a grdf automorfizmusanak neveziink.
A homomorfizmusok szorzasra nézve zartak az alabbi értelemben:

2.9. Allitds. /| Ha p1: G3+— Go és pa : Go — G1 homomorfizmusok, akkor o102 € G?‘

18 az.



Bizonyitds. Tetszoleges (a,b) € E(G3) élre (pa(a), p2(b)) € E(G2), mert p2 homomorfiz-
mus, és igy (p1p2(a), p192(b)) € E(G1), mert ¢ is homomorfizmus. O

Ebbdl az allitasbol kovetkezik, hogy két iranyitott graf izomorfidja (vagyis, hogy léte-
zik egyikbdl a masikba mend izomorfizmus) ekvivalencia relacio. (Az identikus leképezés
mutatja a reflexivitast, a szimmetrikussig a definiciobol kivetkezik.)

A (két tényezss) szorzasnak és a hatvanyozésnak van (jobb)egységeleme: jeloljiik O-
val azt az egycsucsu grafot, amelynek a csticsan van hurokél: ekkor minden A iranyitott
grafra O x A, Ax O, A9 és A izomorfak. A9 és A izomorfidja kivetkezménye a kovetkezs

izomorfidnak:
2.10. Allitds. [] Tetszdleges A, B, C irdnyitott grifokra AP*C = (AB)C.

Bizonyitds. Legyen ¢ : APXC — (AP)Y ugy, hogy minden f € APXC és ¢ € C esetén
(6(f))(c) € AP az a leképezés, amelyre tetszéleges b € B-re ((¢(f))(c))(b) = f(b,c).

¢ injektiv, mert ha f1, fo € ABXC kiilénbozo leképezések, akkor eltérnek valahol: f1(bg, co) #
f2(bo, co) egy (bo, co) € BxC-re, igy ((#(f1))(co))(bo) # ((#(f2))(co))(bo), tehat ¢(f1)(co) #
¢(f2)(co) € O(f1) # d(f2).

¢ emiatt sziirjektiv is, mert |[ABXC| = |A[IBXCl = |A|IBICT = (|4|IBHICT = (|AB])ICl =
(AP)C].

Végiil, ¢ és inverze homomorfizmusok: minden fi, fo € ABXC_re:

(1, f2) € E(APXC) & ¥((b1,¢1), (b2, ¢2)) € E(B x C) : (fi(b1, 1), fa(ba, c2)) € E(A) &
& Ve, e2) € E(C) :Y(b1,b2) € E(B) = (((6(f1))(c1))(b1), ((9(f2))(e2))(b2)) € E(A) <
& Ve, e2) € B(C) : ((9(f1))(c1), (8(f2))(c2)) € E(AP) & (8(f1), d(f2)) € E((AP)C).

O

Ez az allitas mutatja, hogy a hatvanygrafok altaldban kozel sem egyértelmiien allnak el
hatvanyként, vagyis a GH graf kevesebb informaciot ad, mint a (G, H) par. Tartalmazza vi-
szont azt a fontos informéciot, hogy van-e H-bél G-be men§ homomorfizmus: ezek ugyanis
pont azok a leképezések, melyeknél G -ban hurokél van. (Az az informécié ellenben, hogy

G ¢és H izomorfak-e, 4ltaldban nincs benne GH-ban: tetszéleges G nem egycstcsu grafra

GE = (G99, de G=Ges GE£0.)
2.11. Definicié. [| Egy G irdnyitott grdf transzformaciografjanak nevezziik a G¢ grdfot.

A transzformaciografokon természetes modon értelmezhetd szorzas: az f és g csu-
csok /leképezések szorzata legyen az f o g leképezés. A szorzéas szoros kapcsolatban van

a graf élstrukturajaval: az élrelacié majdnem kompatibilis vele:

2.12. Allitds. [] Ha GC-ben fi— f2 és g1 — go, akkor f1g1 — f2g2.



Bizonyitds. Minden a — b-re G-ben g1(a) — g2(b) g1 — g2 miatt, ésigy figi(a) — fag2(b)
f1 — f2 miatt. O

Van azonban olyan részgrafja G¢-nek, melyen a szorzas valoban kompatibilis, és nem

is vezet ki:

2.13. Definici6. [] Hom(G)-vel jeléljik a G%-ben a homomorfizmusok dltal feszitett rész-
grdfot.

2.14. Allitds. [] Hom(G) részfélcsoportja GC-nek, és rajta a szorzds kompatibilis.

Bizonyitis. Ha f,g € Hom(G), akkor f — f és g — g, igy a fenti &llitas szerint fg — fg,
tehat fg is homomorfizmus. A kompatibilitds adodik a fenti allitasbol és abbol, hogy f €
Hom(G)-re f — f. O

Ez az allitas (ami persze igaz Hom/(G) részfélcsoportjaira is) mutatja Hom(G) kitiinte-
tett jellegét és valamelyest konnyebben kezelhets voltat. Megjegyezziik, hogy altaldban van
az allitast teljesits olyan részfélcsoport is, ami nem része Hom/(G)-nek: példaul egy tetszd-
leges idempotens leképezést (ami nem homomorfizmus) tartalmazo egyelemii halmaz. Ilyen
leképezés csak akkor nincs, ha G teljes vagy tires, ezekben az esetekben persze Hom(G)
megegyezik G-vel, és teljes. Hom(G) G%-nek azon pontok altal feszitett részgrafja, amin

van hurokél, vagyis a legnagyobb reflexiv részgrafja GE-nek.

2.15. Definicié. /] Egy f € G€ (vagy f € GH ) leképezés rangjanak nevezziik, és rang(f)-

fel jeloljiik az f(G) halmaz elemszdmdt. Magdt a halmazt f képének nevezzik.
A kovetkez6 nem igényel bizonyitast:
2.16. Allitds. [] Tetszoleges f,g € GO esetén rang(fg) < min(rang(f), rang(g)). O

Eszerint GC-nek részfélcsoportjait alkotjak a legfeljebb k rangt leképezések barmely
1 < k < |G|-re. Szintén részfélcsoportot alkotnak a maximalis (vagyis |G|) rangu, tehét
bijektiv leképezések. Ez utobbi részfélcsoportot (az elemei éaltal feszitett részgraffal mint
élstruktaraval egyiitt) Sym(G)-nek nevezziik. Mindezen félcsoportok alaphalmaza (ellen-
tétben Hom/(G)-ével) fliggetlen G élstrukturajatol. A kovetkezs fontos részfélcsoportra ez

nem igaz:

2.17. Definicié. [| Eqgy irdnyitott grdf egy csicsa nyeld, ha ki-fokszdma 0, forras, ha be-
fokszama 0, illetve sima, ha se nem nyeld, se nem forrds. A grdf sima, ha minden csicsa
sima. Egy G grdf sima részének nevezzik, és G5 -sel jeloljik a mazimdlis sima feszitett

részgrafjdt, Sm(G)-vel pedig (G9) S -et, azaz G sima részét.



A sima rész” kovetkezs atfogalmazisa azt is mutatja, hogy a fenti definicié jo, vagyis

hogy egyetlen maximalis sima feszitett részgrafja van egy iranyitott grafnak.

2.18. Allitds. || Legyen a € G. a € G akkor és csak akkor dll fenn, ha a része egy
wrdnyitott kornek, vagy egy olyan irdnyitott itnak, amely végpontjai iranyitott korben fekvd

csucsok.

Bizonyitds. Tegyiik fel el6szor, hogy a € G5). Ekkor van olyan b, € G9), hogy a = by —
b1, olyan by, hogy by — bo, és igy tovabb. G véges, ezért van ezek kozt egy b; = by, i < k
ismétlédés. Ha i = 0, akkor a része az a — by — --- — by_1 — a irdnyitott kérnek G(5)-
ben és persze G-ben is. Ha ¢ > 0, akkor hasonléan adodnak G5 -beli a < ¢ « ¢p « ...
csticsok, ahol ¢; = ¢, valamely j < m-re, j = 0 esetén a része egy irdnyitott kornek,
ha pedig j > 0, akkor b; és c; részei egy irdnyitott kornek, a pedig egy koztiik mend
cj = ¢j—1 —> -+ —c1 —a— by — -+ — b; utnak.

Forditva, ha a része egy irdnyitott kornek vagy egy iranyitott korok kozt mend irdnyitott

utnak, akkor része G egy sima részgrafjanak, és igy G)-nek is. O
2.19. Allitds. [] Sm(G) részfélesoportja GC-nek.

Bizonyitds. Legyen f,g € Sm(G). Ekkor f-en és g-n keresztiil is megadhato egy mindkét
iranyban végtelen iranyitott séta (tehat a,b : Z — G leképezések, melyekre minden i € 7Z
esetén (a(i),a(i + 1)), (b(2),b(i + 1)) € E(G), illetve a(0) = f,b(0) = g), ezek szorzata
(vagyis a ¢ : Z — GY c(i) := a(i)b(i) leképezés) egy végtelen iranyitott séta a c¢(0) = fg

G%-beli csucson keresztiil. Egy ilyen séta része kell legyen G¢ sima részének. O

Sm(G) egy Hom(G)-nél bévebb részfélcsoport, hiszen ha h € Hom(G), akkor h — h,
vagyis h része egy irdnyitott kornek. A Sym(G) részfélcsoport elemei invertalhatok, és az

inverzzel egyiitt GC egy részcsoportjat alkotjak. Erdemes megjegyezni a kovetkezot:
2.20. Allitds. [] Sym(G)-n az invertdlds kompatibilis mivelet.

Bizonyitds. Ha f,g € Sym(G), akkor az s : G* — G?,(a,b) — (f(a),g(b)) leképezés
bijektiv. Igy ha f — g, akkor s(E(G)) C E(G)-bél kovetkezik, hogy s élt élbe, nem-élt
pedig nem-élbe visz (kihasznélva a graf végességét). Igy inverze is ezt teszi: s’ : G2 —

G2, (a,b) — (f~1(a),g~ (b)) is élt élbe visz, ami pont azt jelenti, hogy f~1 — g~ L. O

Aut(G)-nek nevezzikk Sym(G) és Hom(G) metszetét, ennek elemei G automorfizmusai
(éppen a fenti allitasbol kovetkezik, hogy a bijektiv endomorfizmusok inverze is endo-
morfizmus). A szorzas Sym(G)-n sem lesz (altaldban) kompatibilis miivelet, csak annak

Hom/(G)-be es§ részén.



3. fejezet

Az identitas komponense

Az identikus leképezés G-bol 6nmagaba (amit id-nek jelolink) nyilanvaloan egységeleme
G%-nek, valamint Sym(G)-nek, Hom(G)-nek, Aut(G)-nek és Sm(G)-nek is, hiszen auto-
morfizmus, és az el6z6ek koziil Aut(G) a legsziikebb részfélcsoport. Ennek a (kiilonb6z6

részfélcsoportokhoz tartozo) komponenseit vizsgéljuk ebben a szakaszban.

Azonos tipust GE-beli séték dsszeszorozhatoak a kovetkezs értelemben: ha fo, fi ..., fn
és 9o, g1, - - - » gn azonos tipusi, vagyis minden 0 < i < n—1-re vagy (fi, fi+1) és (g, git1) is

él, vagy mindkett6 visszaél, akkor a megfelels igaz ( f;gi, fi+19i+1)-re is, tehéat fogo, f191,- - -,
fngn egy ugyanilyen tipusu séta. Ez mutatja, hogy az identitasboél egy adott tipusu séta-
val eléerhets GC-beli cstucsok félesoportot alkotnak. Mivel ky < ko esetén, ami eléhetd
az identitasbol egy ki hosszlsédga irdanyitott sétaval, az elérheté egy ko hosszisagival is
(id — id miatt a séta elejére rakhato ko — kj-szer az identitds), az identitasbol irdnyitott
uttal elérhetd leképezések szintén félcsoportot alkotnak, amit id_,-lal jeldliink. Hasonléan,
az identitasbol csak visszaéleket tartalmazoé irdnyitott sétan at elérhets leképezések G¢
egy részfélcsoportjat alkotjak, amit id.-val jeldliink.

To6bbszor fogjuk hasznalni a kovetkezd észrevételt: ha id — g1 — g9 — -+ = gk
teljesiil, akkor id — g1 — g192 = -+ = g192... gk ésid = g1 — g2g1 — - — Gk - - - 9291
is. Ez azonnal koévetkezik abbél, hogy utébbi két relaciosor [-edik eleme az elsG relaciosor
elsG [ relacidjanak szorzata (kiilonboz6 sorrendben). A két kapott relaciosorra az eredeti
jobb- illetve bal-felszorzottjaként fogunk hivatkozni. Hasonl6an kaphatunk jobb- illetve
bal-felszorzottat egy, az identitasbol induld, csak visszaéleket tartalmazoé sétabol — ezek

tgyszintén ilyen séték lesznek.

3.1. Definicio. [| Egy f € GC leképezést idempotensnek neveziink, ha f2 = f, tehdt ha f

identikus a képhalmazdn.

Az n = |G| jeldléssel, ha G (vagy egy tetszéleges részhalmaza) elemeit n!-adik hat-
vanyra emeljiik, akkor az osszes elem idempotens lesz. Legyen ugyanis f € G¢, a € G, és

tekintsiik az a, f(a), f%(a), ... sorozatot, ha ebben az els6 ismétlédés f¥(a) = f!(a), ahol



0 < k < I, akkor f'(a) = f’(a) pontosan azon (i,j) parokra teljesiil, melyekre i > k, és
| — k|i — j. Tekintve, hogy | < n (a, f(a), f?(a),..., f"(a) nem lehet mind kiilsnb6z6),
ezeket a feltételeket az i = n!, j = 2n! teljesiti, tehat f2"(a) = f™(a), igy f™ tényleg
idempotens.

Az azonos tipusi sétak dsszeszorzasabol adodik, hogy ha egy G@-beli séta minden ele-
mét azonos kitevgjii hatvanyra emeljiik, tovabbra is (egy ugyanolyan tipusia) sétat kapunk.
Ez a kitevd véalaszthaté tgy az el6zek szerint, hogy a séta elemei idempotensek legyenek.
Az igy kapott sétat az eredeti idempotens felhatvanyozasanak nevezziik. Ez egyértelmii,
mert egy f € GE-nek csak egyetlen idempotens hatvanya van: ha ugyanis f™ idempotens,
akkor fm = f2n = fnfn = frofn = 30 — fin —  Ha f™ is idempotens, akkor tehat
fr= frm = pm.

A fentebb emlitett részfélcsoportok kozil Aut(G) szerkezete a legegyszertbb.

3.2. Allitds. [] Aut(G) szimmetrikus grdf: tetszéleges f,g € Aut(G) esetén, ha f — g
teljesiil, akkor g — f is.

Bizonyitds. Tegyiik fel el6szor, hogy f = id. Legyen g rendje (Sym(G)-ben) m. id — g-b6l

kovetkezik id — ¢!

, amit g-vel szorozva (Aut(G)-ben mindkét mtivelet kompatibilis az
élstruktiaraval) adodik g — id. Altalaban, ha f — g, akkor fg~! — id, igy a specialis eset

miatt id — fg~!, tehat g-vel jobbrél szorozva g — f. O
3.3. Allitds. [| Az identitds komponense Aut(G)-ben teljes grdf.

Bizonyitds. Mivel mar tudjuk, hogy Aut(G) szimmetrikus, elég belatni, hogy nincs olyan g
automorfizmus, amely nem szomszédos id-del, de van egy kozos f € Aut(G) szomszédjuk.
Ilyen g azért nincs, mert id — f — g-b6l jobbfelszorzéssal f — fg, abbél pedig f~!-gyel

valé balrdl szorzéssal id — g adodik. O

Tekintve, hogy minden f € Aut(G)-re az ry : Aut(G) — Aut(G),g — gf egy auto-
morfizmusa Aut(G)-nek (az ott meglévé kompatibilitas, és 771 = id g,4(¢) miatt), ami
id-et f-be viszi, f Aut(G)-beli komponense az identitaséval izomorf, amibdl kovetkezik az

alabbi tétel.
3.4. Tétel. [] Aut(G) azonos csicsszamai teljes irdnyitott grifok diszjunkt unidja. O

Tehat Aut(G)-t két paraméter jellemzi: komponensei széma, illetve a komponensek
(k6z0s) mérete, ami megegyezik az automorfizmusok szamaval Ki(id)-ben. Itt a ki-halmaz
tekinthet6 GC-ben, ellenben az nem feltétlen igaz, hogy ez megegyezne az automorfizmu-
sok szdmaval az identitds G@-beli komponensében (lehetséges, hogy egy automorfizmus

elérhets GY-beli sétaval, csak olyannal nem, ami végig Aut(G)-ben halad).
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Felmeriil a kérdés, hogy mondhatunk-e tobbet a 3.4 tétel allitasanal. Felvetddhet, hogy
valamelyik paraméter esetleg mindenképp 1-gyel egyenld, tehit az automorfizmusok mindig
osszefiiggd reészgrafjat alkotjak GP-nek, vagy épp ellenkezéleg, Aut(G)-ben csak izolalt
csticsok vannak. Egyik sem teljesiil dltalaban, de ahogy rogton latjuk, az egyik paraméter
nem vehet fel akarmilyen értéket.

Legyen f € Aut(G) olyan, hogy id — f, és f # id. Vegylink egy a € G cstucsot, amit f
nem hagy fixen, és legyen k a legkisebb olyan pozitiv egész, melyre f¥(a) = a. A 2.7 allitas
alapjan minden z cstcsra Be(x) C Be(f(z)), amib6l Be(a) C Be(f(a)) € Be(f?*(a)) C
.-+ C Be(f*(a)) = Be(a). Igy f minden cstcsot olyan csticsba visz, amelynek azonos a
be-halmaza. Ugyanez elmondhaté a ki-halmazokra is, mert a 3.2 allitads szerint id — f
maga utdn vonja a dudlis f — id-et is. Tehat f egy olyan leképezés, ami az azonos be- és
ki-halmazokkal rendelkezd csicsokat permutéalja. Masrészrél, minden olyan g € Sym/(G) le-
képezés, ami az azonos be- és ki-halmazokkal rendelkezé csticsokat permutélja, automorfiz-
mus, és teljesiti id — g-t. Utobbi nyilvanvalo, mert ekvivalens Vo € G : Be(x) C Be(f(x))-

szel, el6bbi pedig azért teljesiil, mert ilyen g-re:

(r,y) € E(G) <y € Ki(x) &y € Ki(g(x)) & g(z) € Be(y) &
< g(x) € Be(g(y)) < (9(x),9(y)) € E(G)

Ez azt mutatja, hogy Aut(G)-ben az identitas komponense (ami, mint lattuk, részcso-
port) izomorf (mint csoport) szimmetrikus csoportok direkt szorzataval. Ez limitalja lehet-
séges elemszamat: nem minden szam all el faktoridlisok szorzataként. Tovabbi limitacid
azonban nincs: legyenek nq,no, . .., ng tetszéleges pozitiv egészek, H pedig az az irdnyitott
graf, amelynek cstcshalmaza az A, ..., Ag (diszjunkt) halmazok unidja, ahol |A;| = n;, és
(x,y) e B(H) & 31 <i<s—1:x € A;,ye Ai1. Vilagos, hogy Aut(H) = S, XX Sp,,
illetve hogy minden automorfizmus az identitas szomszédja.

Aut(G) (mint graf) méasik paraméterére (komponensei szaméra) nincs megkotés: ha
my egy lehetséges komponensméret, tetszéleges mo > 0 esetén van olyan Gy irdnyitott
graf, melyre Aut(Go) mg szama mq méretti komponensbdl 4ll. Ennek belatasahoz vegyiink
egy H-t az el6z6ekben latott médon az my komponensméretre, és vegyiik ennek diszjunkt
uniojat egy mo hosszi irdnyitott korrel, az igy kapott Gy megfelels. Konnyen talalhato
Osszefliggd példa is.

Ezzel megkaptuk Aut(G) lehetséges szerkezeteit - de csak a grafstrukturara vonatko-
z6an. A csoportstruktira altalaban bonyolultabb. A kettd kozti megjegyzendd Osszefiigges,
hogy a graf komponensei a csoport egy kongruencidjanak osztalyait alkotjak. Ez kovet-
kezik abbol, hogy id komponense normalosztd: ha id — f, akkor minden g € Aut(G)-re
g — g-vel és g~1 — g~ l-gyel szorozva id — g~ fg.

A 3.4 tételt tehat a kovetkez6képpen modosithatjuk.

3.5. Tétel. [] Legyen H irdanyitott graf. Akkor és csak akkor létezik olyan G irdnyitott grif,
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melyre Aut(G) = H, ha H teljes grifok diszjunkt unidja, az 0sszes komponense azonos

elemszdmai, és ez a kézds elemszdm elddll faktoridlisok szorzataként. O

Visszatériink G tobbi, a szakasz elején emlitett részfelcsoportjara. Ezek struktiraja
kozel sem olyan egyszertien irhat6 le, mint Aut(G)-é — és ez igaz az identitas kompo-
nensére is, s6t, a komponens és a teljes részfélcsoport kozti kapcsolatra is. Aut(G) szép
struktirdjabol van azonban, ami atvihets: az ry leképezéseket értelmezhetjiik Sym(G)-n
is, és amennyiben f automorfizmus, Sym(G)-beli automorfizmusokat kapunk, amik id-et
f-be viszik. Ez azt mutatja, hogy Sym(G) komponensei koziil azok, amelyek tartalmaznak
automorfizmust, izomorfak.

Sym(G)-ben az identitds komponense nem feltétlen teljes graf, igy annak az allitéas-
nak, hogy Aut(G)-ben az identitds komponense normélosztod, természetes Sym(G)-beli
analogjakeént Ki(id), illetve Be(id) normalosztosaga meriil fel (itt ezek nem kell, hogy egy-
beessenek). Ez sem teljesiil: tekintsiink egy olyan grafot, amelyben az a és b csiucsoknak
azonos a ki- és a be-halmaza, mig minden mas csiicsparnak kiilénbozik a ki-halmaza is és
a be-halmaza is. Egyetlen nem identikus bijektiv leképezés van Ki(id)-ben (ami megcse-
réli a-t és b-t), legyen ez f, mig legyen g az a-t és c-t megeseréls leképezés (ahol ¢ egy
tetszoleges harmadik cstics). Ekkor ¢! fg a b-t és c-t megcseréls leképezés, ami nem része
Ki(id)-nek.

Igaz viszont a kdvetkez6, gyengébb allitas:

3.6. Allitds. [| Ha S < Sym(G) egy olyan részcsoport, amely, mint irdnyitott grdf, sima.
FEkkor Ki(id) és Be(id) normdlosztck S-ben.

Bizonyitds. A két analog allitas kozil csak az els6t bizonyitjuk. f € Ki(id) esetén bér-
mely g € S-re van olyan h € Sym(G), hogy h — g. Ekkor az invertalas Sym(G)-beli
kompatibilitasa miatt h=' — g~ igy id = h=lidh — g~ fg. O

Ennek az éllitasnak meglep&en gyengének ting feltétele van tekintetbe véve, hogy a
simasagi feltételt elhagyva igen konnyen kaptunk ellenpéldat. A simasagi feltétel azon-
ban G%-ben egyaltalan nem gyenge, és ez kiilonosen igaz Sym(G)-re (amint az a 4.2
bizonyitasabol is fog latszani): a 2.7 allitasbol f — g-re ekvivalens feltételként adodo
Vr € G : f(Be(x)) C Be(g(z)) relacioban f,g € Sym(G) mindentitt egyenléséget kovetel
meg: ha egy x-re szigoru tartalmazas allna, akkor az |Be(x)| = |f(Be(z))| < |Be(g(z))]
egyenlétlenségek Gsszegeként Y |Be(x)| < Y- o |Be(x)| adodna.

Az 1y leképezések a Hom(G)-t illetGen azt mutatjak, hogy ha f automorfizmus (mivel
7y és rp-1 homomorfizmusok, és egymds inverzei), akkor az automorfizmust tartalmazo
komponensek Hom(G)-ben éppigy izomorfak, mint Sym(G)-ben (de nem csak hogy kii-

16nbozsek altaldban ezek a komponensek, hanem az is lehetséges, hogy két automorfizmus
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egy komponensben van Sym(G)-ben, kiilonbozéekben Aut(G)-ben - megforditva a 3.4 té-

tel miatt nem).

Most azt az esetet vizsgaljuk, amikor ¢d_,-nak és ¢d, -nak van az identitason kiviili k6zos
eleme. Megjegyezziik, hogy a kozos elemek halmaza megegyezik az identitast tartalmazo

irdnyftott korsétak unidjaval.

3.7. Tétel. [] Tegyiik fel, hogy id—, Nid legaldbb két elemet tartalmaz. Ekkor tartalmaz

egy olyan homomorfizmust is, ami nem az identitds.

Bizonyitds. Legyen id — fi1 — -+ — f, — id egy minimélis hossziisigi nem egyelemi
iranyitott kérséta GC-ben. A fenti relaciosorban 1évé relaciok szorzatabol adodik, hogy
idfifo...fn— fife... fnid, tehat fifs... f, homomorfizmus. A relaciosor jobbfelszor-
zottjaként adodik, hogy fife... fn € id—, mig fifo... fn € id a kort visszéleket tar-
talmazé sétanak tekintve, annak balfelszorzottjaként adodik. Mér csak azt kell megmu-
tatni, hogy fifa...fn nem az identitds. Az n = 1 esetben ez nyilvanval6. Ha n > 1,
akkor pedig ez a minimalitasbél kovetkezik: a jobbfelszorzottként adodo id — f1 —
fifa = -+ = fifa... fn egy rovidebb (de nem egyelemi) identitast tartalmazd korsé-
tat ad fifo... fn = id esetén. O

A fenti bizonyitas bizonyos értelemben konstruktiv: egy identitdson atmené n+1 hossza
kérbdl a jobb- illetve balfelszorzottakkal gyart egy 2n hosszi irdanyitott korsétat, amiben
az identitassal szemkdzti elem homomorfizmus. Ha ez éppen megegyezne az identitassal,
akkor kaptunk két n hosszusagu irdnyitott korsétat, és az eredeti helyett ezzel megismétel-
hetjiik az eljarast, ami véges lesz a kor hosszanak csokkenése miatt. Ha a kezdeti kérben
csak Sym(G)-beli elemek voltak, akkor az eljaras folyamén nem fognak megjelenni ezen
kiviili elemek, {gy az eredményiil kapott homomorfizmus automorfizmus lesz. Ha azonban a
kezdeti kdrben van olyan f;, ami nem bijektiv leképezés, akkor fifs... f,, sem lesz bijektiv,
igy a (mar az els6 lépés utan) adodéo homomorfizmus nem lesz automorfizmus.

Retrakcidknak nevezziik az idempotens, de nem identikus (épp ezért nem is bijektiv)
homomorfizmusokat. Az idempotens felhatvanyozas mutatja, hogy ha id_, Nid_ tartalmaz
nem bijektiv homomorfizmust, akkor tartalmaz retrakciot is (az idempotens felhatvanyozas

korsétat korsetaba visz). Igy a 3.7 tétel a kovetkezoképp pontosithato:

3.8. Tétel. [| Haid_,Nid_ tartalmaz Sym(G)-n kivili elemet, akkor tartalmaz retrakcict
is. Minden S < G részfélcsoportra, ha S-ben van egy identitdst tartalmazé nem egyelemd
(vagyis nem 1 hosszisdgu) kor, akkor id_, N id— N S-ben van homomorfizmus. Specidli-
san, ha id—, Nid nem egyelemd, de minden eleme bijektiv, akkor tartalmaz nemirividlis

automorfizmust.
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Felmeriil, hogy a fenti tétel méasodik esetének feltételébsl kivetkezhet nem csak auto-

morfizmus, de retrakcié 1étezése is. Ez a kovetkez§ tényhez lenne hasonlé:

3.9. Allitds. [| Ha Ki(id)-ben (vagy Be(id)-ben) van az identitdson kiviili leképezés, akkor

van nem bijektiv is.

Bizonyitds. id — f-bdl a 2.7 allitas alapjan, minden x csicsra Be(x) C Be(f(x)). Ha van
ezt kielégitd f, akkor az egy x1 csticsot egy t6le kiilonbo6z6 xo-be visz, amelynek be-halmaza
b&vebb x1-énél. Ekkor az a leképezés, ami x1-et xo-be viszi, az Osszes tobbi pontot fixen

hagyja, eleme id ki-halmazanak, de nem bijektiv. O

Legyen N(G) = id_, Nid. N Sym(Q), ez részcsoportja G%-nek (a részfélcsoportsag ko-
vetkezik abbél, hogy részfélcsoportok metszete, az invertdlasra valé zartsag pedig onnan,
hogy egy identitason dtmend N (G)-beli irdnyitott korséta inverzei egy identitason adtmend
iranyftott korsetat alkotnak). A 3.8 tétel azt adja, hogy amennyiben N(G) nemtriviélis
(tartalmaz identitason kiviili elemet), akkor tartalmaz nemidentikus automorfizmust is. A
kovetkezGekben megvizsgaljuk N(G) szerkezetét, és eldontjiik, hogy N(G) nemtrivialita-
sabdl kovetkezik-e az, hogy tartalmaz retrakciot, vagy esetleg az a gyengébb allitas, hogy
GY tartalmaz retrakciot.

Minden g € N(G) esetén a(g)-vel jeldljiik az identitasbol g-be vezetd legrovidebb N(G)-
beli irdnyitott ut hosszat, b(g)-vel pedig az identitasbol g-be vezets legréovidebb N-beli, csak
visszaéleket tartalmazo ut hosszat. Tovabba minden n > 0-ra A, = {g € N(G) : a(g) = n},
illetve B,, = {g € N(G) : b(g) = n}, A, = U, A;, B, = U} B;. Végiil, a = min{n € N :
A, =N}, ésb=min{n € N: B, = N(G)}.

Az imént bevezetett paraméterekre, illetve konstansokra a kdvetkezéek teljesiilnek.

3.10. Tétel. [] Tegyiik fel, hogy N(G) nemtrividlis. Ekkor teljesiilnek benne a kévetkezdk:

1. Ay, idlletve B, minden n-re N(G) normdlosztéi, amik n = 0,1,... a-ra, illetve n =
0,1,...,b-re (szigordan novekvd) normdlldncokat adnak.

2. n < a esetén |A,| > |An—1], illetve n < b esetén |By| > |Bn-1].

3. a=b

Bizonyitds. 1, A,-be azok az N(G)-beli leképezések tartoznak, amik elérhetéek legfel-
jebb n hosszu uttal, és az ilyen leképezések részfélcsoportot, és mivel bijektivek, rész-
csoportot alkotnak (tehat barmely f,g € N(G)-re a(fg) < max{a(f),a(g)} és b(fg) <
max{b(f),b(g)}). A konjugalasra valé zartsag abbol kovetkezik, hogy N(G) sima, ezért
egy f € A,-be az identitasbol vezetd iranyitott ut konjugalhatd egy g € N(G)-be ve-
zet6 (mindegy, honnan indul6) N(G)-beli, ugyanilyen hosszu irdnyitott sétaval, ami id-bol

g~ ! fg-be vezets, legfeljebb n hosszii irdnyitott sétat ad. (Két azonos tipust Sym(G)-beli
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ut konjugalasa analog két azonos tipusu ut Gsszeszorzasaval). Az iranyitott sétabol esetle-
gesen csicsok elhagyasaval legfeljebb n hosszu iranyitott ut adodik.

Van olyan N (G)-beli elem, amibe az identitésbol vezetd legrovidebb irdnyitott ut a hossza-
sagn, ennek az (egyik) legrovidebb utnak az elemei rendre Ag, A, ..., Ag-ba tartoznak, ami
mutatja, hogy az A,-ek szigorian novekednek, amig a < n. A definiciobdél vilagos, hogy
A, = N(G). A B,-ekre vonatkozo allitas hasonléan bizonyithato.

2, Tegyiik fel, hogy f,g € N(G) olyanok, hogy a(f) < a(g). Ekkor a(fg) < max{a(f),a(g)}
= a(g), és ha itt nem 4ll egyenldség akkor a(fg) < a(g) teljesiil minden i > 0-ra egyszertd
indukci6 alapjan (ha a(f'g) < a(g), akkor a(f**'g) < max{a(f'g),a(f)} < a(g)). Ez lehe-
tetlen, mert f-nek van olyan hatvanya, ami az identitas. Igy a(fg) = a(g), és hasonloan,
a(gf) = a(g). Ebbdl kovetkezik, hogy a értéke egy szorzaton megegyezik a legnagyobb
értékével a szorzat tényezdin, feltéve, ha ezt a legnagyobb értéket a tényezsk koziil csak
egy helyen veszi fel. Ha f € N(G), akkor a korabban definialt r¢ leképezés N(G)-n zart és
bijektiv, valamint id-et f-be viszi, az el6z8 megallapitas szerint pedig A, _1 elemeit A,-be,
amennyiben f € A,. Ez mutatja a bizonyitando allitas els6 felét, a méasodik analog.

3, Legyen fy € A, tetszoleges. Mivel N(G) sima, létezik egy fo — f1 — -+ — fo irdnyi-
tott ut N(G)-ben. Ha ezt egy id-b6l £, 1-be mend, a hosszt iranyitott Gttal dsszeszorozzuk
(ilyen 1t a definicioja szerint létezik), akkor egy fo-bol id-be mend, a hosszu irdnyitott
séta adodik. Igy A, elemeibsl megy legfeljebb a hosszt iranyitott ut az identitasba. A tétel
(mér bizonyitott) 2, pontjat n = a-ra alkalmazva adodik, hogy N(G) elemeinek legalabb
fele Ay-ba, és legalabb fele By-be esik. Mivel az identitas egyiknek sem eleme, A, és By nem
lehet diszjunkt. De B elemeibd] az identitdsba mend irdnyftott utak legalabb b hossztak,
mig, amint, belattuk, 4, minden elemébdl megy egy legfeljebb a hosszn irdnyitott ut id-be.

Igy a > b, az analog modon nyerhetd b > a miatt tehat valoban a = b. O

A fenti tétel egy meglehetésen gazdag strukturat mutat N(G)-re - kiilénosen, ha a
nagy. Ha tehat ellenpéldat keresiink sejtésiinkre, vagyis olyan G irdnyitott grafot keresiink,
melyre N (G) nemtrivialis, de nem tartalmaz retrakciot (vagy a gyengébb valtozatban: G¢

nem tartalmaz retrakciot), akkor célszertinek tiinik az a = 1 esettel probélkozni.

3.11. Allitds. [] Ha Ki(id) és Be(id) metszete tartalmaz az identitdson kivili elemet,

akkor tartalmaz retrakciot 1s.

Bizonyitds. Egy f € Ki(id) N Be(id) leképezés sziikségképpen homomorfizmus, mert id —
f és f — 1id szorzata f — f-et ad. Ha tehat f nem bijektiv, készen vagyunk. Ha f
bijektiv, vannak olyan xg,x1, ...,z killonb6zd cstucsok, hogy f(zo) = x1,..., f(zr—1) =
zg, f(xr) = x9. Minden x csticsra Be(z) C Be(f(x)), és Ki(x) C Ki(f(z)) a 2.7 allitas,
id — f és f — ¢d miatt. Ezek szerint megegyeznek az x; cstcsok be-halmazai, valamint
a ki-halmazaik is. Ha g az a leképezés, ami minden cstucsot fixen hagy, kivéve xg-t, amit

x1-be visz, akkor id — g és g — id teljesiilni fog (mert minden csucs képének be- illetve
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ki-halmaza meg fog egyezni a csics be- illetve ki-halmazéval), igy g homomorfizmus, az

pedig nyilvanvald, hogy idempotens és nem identikus. O

Ez meger6siti sejtésiinket: az a = 1 esetben nincs ellenpélda az erésebb valtozatra sem.
Ha a = 2, N(G) legalabb 4 elemti (a 3.10 tétel 2. pontjabol kovetkezik, hogy |[N(G)| > 2%).
Amennyiben ténylegesen |N(G)| = 4, akkor ez csak ugy lehetséges, ha Ki(id) és Be(id)
mindegyike egyetlen identitdson kiviili elemet tartalmaz (legyenek ezek fi, illetve f3). Fel-
tehetd, hogy fi és fa kiilonboznek, kiilonben a 3.11 4llitas miatt van retrakcié N(G)-ben.
Ay és By részcesoport volta miatt fi és fo idempotensek, tehat fifo = fofi N(G) negyedik
eleme. Az eddigiek meghatdrozzdk N(G) csoportstruktirajat, ez izomorf lesz Z3-tel. Ami
az elstrukturat illeti: Ay = {f1}, A2 = {fo, fif2}, amibdl (id, f1), (f1, f2), (f1, f1f2) élek,
Bi = {fa}, B2 = {f1, frf2}, amibél pedig (f2,id), (f1, f2), (f1f2, f2) € E(N(G)). Osszeszo-
rozva fo — id-et és id — fi-et fo — fi adédik, amit pedig fi — fo-vel szorozva az, hogy
f1f2 homomorfizmus. id — id nyilvanvalo. Ezzel megkaptuk 8 élét N(G)-nek, konnyen el-
lendrizhetd, hogy tovabbi élek nem lehetnek benne (példaul: fifo — f1 esetén fo — fi-gyel

szorozva fi — id adédna, de f; € Bs. Tehat az egyetlen lehetséges élstruktura:

E(N(G)) = {(id,id), (id, f1), (f1, f2), (f1, fuf2), (f2,id), (f2, f1), (fifz, f2), (fifz, fifo)}

Vagyis a = 2 csak ugy lehetséges, ha N(G) = N, ahol N a fent megkapott négycsicst,
nyolcéld graf. Fz az N kielégiti a 3.10 tétel allitasait, és ellendrizhets, hogy a 2.12 allitas
majdnem-kompatibilitasi feltételét is. Elképzelhets tehat, hogy van olyan G, melyre N(G)
ilyen. Tekintsiink egy ilyen G-t.

Vizsgaljuk meg, hogy egy & € G cstcsra milyen az {z, fi(x), fa(z), fi1f2(x)} halmaz.
Ez nem feltétlen 4 elemtd, de most tegyiik fel, hogy az, illetve ha mégsem, szamoljuk multi-
plicitassal a csticsokat és az éleket, igy ezen a halmazon 16 rendezett csticspar van. Ha ezek
kézott van él, akkor IV éleit alkalmazva kapjuk hogy legalabb 8 él van koéztiik, amik kozt
lesz hurokél is. Ez azért van, mert ha f;, f; € {id, f1, fo, fif2}, és fi(x) = fj(x), akkor:

. fj = fi esetén fi(x) — f;(x) hurokel

. fi = fifi esetén fafi1fi(x) — fafj(x) hurokél (fafi — f2)
. fj = fafi esetén fofi(x) — fj(x) hurokél (fo — id)

. [j = fifafi eseten fifi(x) = fofj(x) hurokel (fi — f2)

=W N =

Tehat az {z, f1(x), f2(x), f1f2(x)} halmazon vagy nincs él G-ben, vagy van hurokél.
Egy hurokélbe meng konstans leképezés retrakcio. Ezért ha G ellenpéldaja a gyengébb alli-
tasnak, akkor az {z, f1(z), fa(z), f1f2(x)} alaku halmazokon (az ilyen halmazok a cstacsok
egy osztalyozasat adjak) beliil nem lehet él. (Az erésebb allitas esetén ezt nem mondhatjuk:
egy konstans retrakci6é nem feltétlen része ¢d_, Nid,-nek. S6t, mint azt a kovetkezs fejezet-
ben latni fogjuk, amennyiben mégis része, akkor az 6sszes homomorfizmusra is elmondhaté

ez.)
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Mivel ha G az iires graf, akkor G© teljes, tehat van benne (és id_,Nid,_-ben is) retrakcio,
ha azt akarjuk elérni, hogy G ellenpélda legyen, akkor az el6bb emlitett osztalyozasnak
legalabb két osztalya van. Tegyiik fel, hogy csak ketts, és mondjuk az egyikbe es6 x cstcsbél
megy él a masikba es6 y-ba. Ez - az osztalyokat megintcsak multiplicitassal szamolva
- adja, hogy x osztalyabol (legyen ez X) y-éba (legyen ez Y) legalabb 8 él mutat. Ha
Y-bo6l nincs X-be mend él, akkor az X elemeit x-be, az Y elemeit y-ba vivé leképezés
retrakcié. Amennyiben van Y-bol X-be él, akkor legalabb 8 van, és ha egy ' € X,/ € Y
parra (2',y"), (v/,2') € E(G), akkor az X elemeit 2’-be, Y elemeit y'-be viv6 leképezés
retrakcio. Ha pedig nincsen ilyen 2’ és 1/, az csak egyféleképp lehetséges: az a — b-bol
adodo a, fi(a) — b, fo(b) (ezen azt értjiik, hogy az elsé kettd mindegyikébdl megy él a
masik kett6 mindegyikébe), és fa(a), fif2(a) — fi(b), fi f2(b) melletti élek G-ben b, f2(b) —
fa(a), fifa(a), valamint f1(b), f1f2(b) — a, fi(a). Ekkor azonban szintén van retrakcié G-
ben: az a leképezés, ami fi(a)-t a-ba, fa(b)-t b-be, fifa(a)-t fa(a)-ba, fifa(b)-t fi(b)-be
viszi, a tObbi csticsot pedig fixen hagyja.

Ugy tiinhet, ez a gondolatmenet folytathaté azokban az esetekben, amikor G-nek t6bb
osztalya van, de mér a 3 osztalyu esetnél elakadunk egy olyan grafnal, amelyben minden
osztalybol mindegyikbe pontosan 8 él megy:

Legyen G az a graf, melynek 12 csicsa van:

a, fi(a), f2(a), frf2(a),b, f1(b), f2(b), f1.f2(b), ¢, f1(c), f2(c), f1f2(c),

valamint a kévetkezd éleket, és csak ezeket tartalmazza:

a, f2(a) — b, fl(b)

fi(a), fifa(a) = f2(b), f1f2(b)
b, f2(b) — a, fi(a)

f1(0), f1f2(b) — fa(a), f1f2(a)
a, fa(a) = fa(c), fifa(c)
fila), f1f2(a) = ¢, fi(c)

© XN oW

H
e

J1(0), f1.f2(b) — fa(e), f1fa(c)

—_
—_

. C,f2 c —)b,fl(b)

(
), f
b, f2(b) — ¢, fi(c)
), f
(c)
12. fi(e), fif2(c) = f2(b), f1f2(b)

Ez az irdnyitott graf ellenpélda lesz sejtésiinkre (mindkét valtozatra).
3.12. Allitds. [] Go-nak nincs retrakcidja.
Bizonyitds. Legyen
A ={a, fi(a), fa(a), frf2(a)}, B =A{b, f1(b), f2(b), [rf2(b)}, C = {c, fi(c), fa(c), frfalc)}
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a harom adodo osztaly. Go teljesiti a kovetkezdket (erds élnek neveziink egy (x,y) élt, ha

(y,x) is él):

1. Az osztalyokon beliil nincs él.

2. Minden A-beli cstcs ki- és be-halmazaban egyarant két B-beli cstics van, ezekbdl egy
a kozds. Ugyanez igaz barmely két kiillonb6z6 osztalyra.

3. Az er6s élek barmely két osztaly kozott egy péarositast adnak, az egész grafon pedig
egy Hamilton-kort. Ugyanez igaz a komplementergraf erds éleire, specidlisan nincs
harom Go-beli csics gy, hogy paronként kiilonboz osztalyban lennének, és {ires

részgrafot feszitenének.

Tegyiik most fel, hogy r retrakci6 Go-n. Ha r egy B-beli csiicsot egy A-belibe visz,
akkor ez a két csucs kozott nem lehet él vagy visszaél, hiszen ez azt jelentené, hogy Go-ban
(az A-beli csticsnal) hurokél van, ami ellentmond az els6 tulajdonségnak. Igy a harmadik
tulajdonsag miatt minden més cstcs szomszédja ezen ketts valamelyikének, tehdt a tobbi
csucs képe nem lehet A-beli. Ez igaz specidlisan A masik harom csicsara is, aminek koziil
kettének a képe ugyanabba az osztalyba kell essen (ami nem A), ami lehetetlen, hiszen
ahogy A-beli sem lehetett egynal tobb nem A-beli cstcs képe, ugyanez igaz B-re és C-re is.
Ugyanezt a tobbi osztalypérra felirva adédik, hogy r semelyik csticsot nem viheti at masik
osztalyba. Egy homomorfizmus erds élt természetesen erds élbe visz, tehat r az erés élekbél
allo Hamilton-kor éleit a kor (esetleg mas) éleibe kell, hogy vigye. Legyen 21 € G egy olyan
csucs, amelyik része r képének, ekkor r(z1) = xp. Tegyiik fel, hogy (példaul) z; A-beli.
Legyen x9 a B-beli szomszédja a Hamilton-kérben, ekkor r(z2) B-beli, és x1 szomszédja a
Hamilton-korben, tehéat r(z2) = x2. Hasonldan, ha x5 az x9 C-beli szomszédja a Hamilton-
korben, r(x3) = x3, és ezzel a modszerrel adodik, hogy r az identitds, ami ellentmond

annak, hogy retrakcié. O

Megjegyezziik, hogy bar a Gg ellenpéldat egy négyelemd, nyolcéld N graf vizsgalatabol
nyertiik, nem lattuk be, hogy Go-hoz ez az N tartozik, nem egy bévebb. (id, f1, f2, f1f2
természetesen részei id_, Nid.-nek, ez azonban tovabbi leképezéseket is tartalmazhat - de
az el6z6 tétel és 3.8 szerint csak bijektiveket).

Megemlitjiik tovabbé, hogy a sejtés (valamelyik valtozatban) igaz lehet bizonyos tovabbi
konkrét a-k esetén (mint ahogy a = l-re az), de ez valoszintitlennek tiinik. A konkrét N
esete mas kérdeés, lehetségesnek tiinik, hogy bizonyos (el6fordulé) N-ek is garantaljak a
retrakei6 létezését (id_, N id, -ben vagy G@-ben). Itt meg kell kiilonboztetni, hogy N-et
csak az élstruktira, csak a csoportstruktiura, vagy mindketts erejéig adtuk meg.

Az el6z6ekben id_, Nid,_-ben kerestiink retrakciot, most az ennél bévebb id_,-ra tériink
at. Itt nem lesz elegendd, hogy ez a halmaz tartalmazzon nem bijektiv elemet, egy tovabbi

feltételre lesz sziikség.
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3.13. Tétel. || Tegyiik fel, hogy id_, nem csak bijekcickat tartalmaz, valamint hogy egy

minimdlis rangu elemének van ki-éle. Ekkor id_ -ben van retrakcio.

Bizonyitds. Bevezetjiik a kovetkezs jeloléseket:|G| = n, tovabba tetszéleges Hy, Hy C G
esetén E(Hy — Hs) :={(a,b) € E(G)|a € H1,b € Hy}, tovabba E(H,) := E(H, — Hy).

3.14. Lemma. [] Vilaszthatunk g1, g, ..., gk, fo, f1 € GE elemeket (k nem rogzitett, akdr
0 is lehet) a kovetkezd feltételek szerint:

Teljestil id — g1 — go — -+ = g — fo — f1.

. G1,92, -+, 9k, fo, f1 mindegyike idempotens.

fo rangja minimdlis id_, -ban.

. f1 rangja minimdlis id_,-ban.

. A fenti négy feltétel mellett |E(fo(G))| mazimdlis.

S N

Bizonyitds. A tétel feltétele szerint g1, g9, . - -, gk, fo, f1 vilaszthatoak ngy, hogy kielégitsék
az 1. és a 3. feltételeket. Ennek a reldcidésornak a jobbfelszorzottja kielégiti az 1. és a 3.
mellett a negyediket is (szorzat rangja nem lehet nagyobb egyik tényezGje rangjanal sem),
ez utobbi idempotens felhatvinyozasa pedig még a masodikat is. Az els6 négy feltételnek

eleget tevé relaciosorok kozott nyilvan van olyan, amelynél |E(fo(G))| maximalis. O

Legyen Go := fo(G), Gy := f1(G), ahol a g1, g2, ..., gk, fo, f1 leképezéseket ugy valasz-
tottuk, hogy kielégitsék a fenti lemma allitasait.

3.15. Lemma. [/ |[E(Go)| < |E(Go — G1)]

Bizonyitds. f1 injektiv Go-on, kiilénben rang(fifogx...g1) < rang(fifo) = |f1(Go) <
|Go| = rang(fo), ez fifogk -..g1(G) € id_, miatt ellentmond a 3. feltételnek. fy idempo-
tens, igy az (a,b) — (fo(a), f1(b)) = (a, f1(b)) leképezés injektiv E(Gy)-bol E(Gy — G1)-
be. O

3.16. Lemma. [] |E(G0 — G1)| < |E(9192 . gk<GO))|

Bizonyitds. g19s ... gk injektiv Go-on, g192 . . . gi fo injektiv G1-en, kiilénben a jobb-felszor-

zott id = g1 — 9192 — - — Gi192---9x — 9192 ---9xfo = 9192 -- - grfof1 relaciosor
ellentmond a 3., illetve a 4. pontoknak. Igy az (a,b) — (g192...gx(a), 9192 - .. grfo(b))
leképezés injektiv E(Go — G1)-b6l E(g1g2 - . . gx(Go))-be. O

id— g1 — g192 = -+ = g192 - -- Gk — G192 - - - i fo idempotens felhatvanyozésa telje-
siti az elsé negy feltételt, ebbsl kovetkezben |E(g1g2 - . - gx(Go))| < |E(Go)|. Ezt Osszevetve
a fenti két lemmaval adodik |E(Go)| = |E(Go — G1)|, vagyis az E(Go) — E(Gy — G1),
(a,b) — (fola), f1(b)) = (a, f1(b)) leképezés sziirjektiv is.

f1 bijektiv Go-on, igy létezik (fi|g,)™!, melynek képe G1, legyen f* = (filg,) ' fi1-
Most f* Go-ba képez, és ott identikus, ezért f*fo = fo. Tetszoleges (a,b) € E(G)-re
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fo — f1 miatt (fo(a), f1(b)) € E(Go — G1), a fentiek miatt pedig ebbdl (fo(a), f*(b)) €
E(Gy) kovetkezik, hiszen a fentiek szerint (fo(a), f*(b)) € E(Go) < (fo(a), fi(f* (b)) =
(fo(a), f1(b)) € E(Go — G1)). Tehédt fo — f*, ésid — g1 = gag1 — *++ = gk ... 9201 —
fogk - 9291 = [*fogk - - 9201 = fogk - - - 9291, vagyis fogk ... g291 € id—, homomorfizmus.

Ul
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4. fejezet

Osszefiiggség

Ebben a fejezetben GC, illetve a korabban vizsgalt (és még egy, eddig nem bevezetett)
részfélcsoportjai OsszefliggGségének esetét, az dsszefligedség feltételeit vizsgaljuk. A 3.4 tétel

és az azt kovetd diszkusszio alapjan az Aut(G) esete egyszeriien kezelhetd:

4.1. Allitds. [] Aut(G) akkor és csak akkor dsszefiiggs, ha G minden f automorfizmusdra
és x csucsdra Be(f(x)) = Be(z) és Ki(f(z)) = Ki(x)

Aut(Q) osszefiiggisege egy gyenge feltétel, hiszen nemtrividlis automorfizmus létezése
egy grafon mar 6nmagaban is viszonylag ritka (bebizonyithato, hogy az n cstucst irdnyitott
grafok kozt azok arénya, amelyek tartalmaznak nemtrivialis automorfizmust, tart a 0-hoz,
ha n tart a végtelenhez).

GY Gsszefiiggbsége viszont egy nagyon erds feltétel:

4.2. Tétel. [] Legyen |G| = n > 6. GG akkor és csak akkor dsszefiiggd, ha G iires, vagy

van olyan csicsa, melynek be- vagy ki-foka n.

Bizonyitds. Amennyiben van ilyen cstcs (legyen ez a), akkor az a G — G leképezés, ami
mindent ebbe a cstcsba visz (cg), GC Gsszes elemével szomszédos, hiszen ha példaul b — a
minden b € V(G) esetén, akkor tetszéleges ¢ — d csticsokra és f € G%-re fennall f(c) —
co(d) = a, igy f — cq is.

Ha G iires, akkor G teljes.

Tegyiik most fel, hogy nincs ilyen csics, és G nemiires.

Legyen ke, illetve k; G cstcsainak maximalis be- illetve ki-foka, valamint hg, illetve
hi; a maximalis be- illetve ki-foku cstucsok szama. Legyen tovabba py., illetve pr; Sym(G)
elemei koziil azoknak az aranya, melyeknek van be- illetve ki-élitk G&-ben. Ha ppe +ppi < 1,
akkor tehat G%-nek van izolalt pontja, igy nem Gsszefiiges. (id — id miatt id-nek be- és
ki-¢éle is van.)

Legyen most a G-nek maximalis ki-foku csticsa, a ki-halmaza pedig {b1, b2, ..., by,, }. Ha

most f — g GY%ben, ahol g € Sym(G), teljesiil az, hogy g(b1), g(b2), ..., g(bk,,) egyarant
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benne vannak f(a) ki-halmazaban. Ez csak tgy lehet, hogy egy maximaélis ki-foku cstics
ki-halmazat alkotjak. Ahhoz tehat, hogy egy g € Sym(G)-nek legyen be-éle, sziikséges,
hogy ezt a ky; elemszamu halmazt (amelyet Sym(G) elemei (k:) szamu halmazba visznek

- méghozza egyenld szamban) egy ilyen ki-halmazba vigyék. Mivel ezek szama legfeljebb

hii, adodik ppe < %, és hasonloan pg; < e
(i) (i)
Amennyiben 2 < ky; < n—2, n > 6 miatt i < oy < %, tehat ha 2 < kp; <n—2

2

)

s 2 < kpe < n—2is teljesiil, G¢ nem Gsszefiiggs. Figyeljiikk meg, hogy feltevésiink kizarja,
hogy akar kp., akar ki; 0 vagy n legyen.

A tovabbiakban kp. és kg; értéke szerint 0t esetet kiilonboztetiink meg.

1. eset: kpe = kg; = 1. Amennyiben van olyan csics, aminek nincs ki-éle (mondjuk
a), és olyan is, melynek nincs be-éle (mondjuk b), tekintsiink egy tetszéleges ¢ — d élet
és egy olyan f € GY leképezést, melyre f(c) = a, és f(d) = b. Ekkor f izolalt: f — ¢
esetén a — g(d), g — f esetén g(c) — b allna. Hogyha viszont G-ben minden cstucsnak van
(példaul) ki-éle, akkor ki; = 1 miatt pontosan 1 van, igy a grafban dsszesen n él van, ezért
kpe = 1 miatt mindegyik csiics be-foka is 1 (vagyis G iranyitott korok diszjunkt unidja).
Ekkor pedig az identitas izolalt: id — g esetén barmely y € G-re Alx € G : x — vy, igy
r — g(y), |Ki(z)| = 1 miatt g(y) =y, tehat g = id. (g9 — id analog.)

2. eset: ky = ky; = n— 1. Tegyiik fel, hogy f € Sym(G)-nek van ki-éle G%-ben, ekkor f
a maximalis méretti (n—1 elemt) be-halmazokat maximalis be-halmazokba viszi. Nevezziik
kimaradé csucsoknak azokat, amelyek nem tartoznak bele (legalabb) egy ilyen maximaélis
meérett be-halmazba. Mivel f bijektiv, a kimarad6 csiicsokat kimaradd, a nem kimaradédkat
nem kimaraddé csticsokba viszi. Ha s a kimarado csdcsok szama, akkor az ennek a feltételnek
eleget tevs leképezések szama s!(n — s)!, igy pr; < Sl(nnif)' 1 < s <n—1 esetén ebbdl
Di < % kovetkezik, s = 0 nem lehetséges, s = n esetén pedig hp. = n.

Analég moédon ppe < % vagy hir; = n teljesil. Ha ppe < %, és pr < %, akkor G nem
Osszefiiggs, hr; = n és hpe = n barmelyike pedig kye = ki; = n — 1 miatt maga utan vonja
a mésikat (mindketts ekvivalens azzal, hogy G-nek n? — n éle van). Ez utébbi esetben
az identitas izolalt: id — g esetén barmely y € G-re legyen Be(y) = {z1,22,...,Zn-1},
amibdl Be(g(y)) = {z1,z2,...,2n—1}. Ha z, G (egyetlen) olyan csucsa, melyre x,, - v,
akkor x, - g(y) is teljesill, |Ki(z,)| = n — 1 miatt igy y = g(y). Tehat g = id. (g — id
esete analog.)

3. eset: kpe = 1, kgx; = n — 1 (vagy forditva). Ekkor G-ben legfeljebb n él van, amibél
rogtén kovetkezik hg; = 1, és ppe < % Ha a — b G-ben, ¢ € G-nek nincs ki-éle G-ben és
f € G%re f(a) = ¢, akkor f-nek nincs ki-éle G%ben (f — ¢-bél ¢ — g(b) kovetkezne).
Mivel G-ben legfeljebb n él van, és egy csucs ki-foka n — 1, legalabb n — 2 csticsnak nincs
ki-éle. Eszerint py; < %, Pre + Pri < 1, GE nem Gsszefiiggs.

4. eset: kpe =n—1, 2 < ki; < n—2 (vagy forditva). Ekkor a bizonyitandohoz elégséges
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Dre + pri < 1 egyenlStlenséghez ppe < (hﬂ—k) és pr; < (hﬁ alapjan elég, hogy hpe + ffﬁ“l <n
ki kbe

teljesiiljon. Ez az egyenl6tlenség csak akkor nem teljesiil, ha hpe > n—1, vagy hpe = n — 2,

és hy; = n. El6bbi lehetetlen, ugyanis implikalja, hogy legalabb n? — 2n + 1 él van G-ben,
ami ellentmond kz; < n—2-nek. Utébbi esetbdl hasonld okboél kovetkezik ki; = n—2. Ekkor
G-ben pontosan n(n — 2) él van, n — 2 csics be-foka n — 1, a maradék kettd be-fokainak
Osszege igy n — 2.

Tekintsiink egy tetszSleges a € G csucsot, annak n — 2 elemi ki-halmazat, egy olyan
csticsot, ami nem tartozik ebbe a ki-halmazba, de van be-éle (a fentiek szerint legfel-
jebb egy olyan csics van, aminek nincs be-éle, tehat talalhato ilyen csucs), végiil ezen
csiics be-halmazéanak egy tetszéleges b elemét. Ekkor a és b olyan csiicsok, melyek ki-
halmazai kiillonboz6ek, metszetiik n — 3 vagy n — 4 elemd. Ha egy f € Sym(G)-nek van
be-éle G%-ben, akkor ezeket a ki-halmazokat ki-halmazokba kell vinnie (réadasul olya-
nokba, melyek metszetének ugyanannyi eleme van, mint a és b ki-halmazai metszetének).
Az ilyen Sym(G)-beli leképezések szama feliilrél becstilhets n(n — 1)(n — 3)!-tal, illetve
dn(n — 1)(n — 4)!-tal attol fliggden, hogy a ki-halmazok metszetének n — 3 vagy n — 4
eleme van (az els§ ki-halmaz képe az n ki-halmaz valamelyike, a masodiké a t6bbi leg-
feljebb n — 1 megfelel6 mdédon metsz6 ki-halmaz valamelyike, a metszet elemei a metszet

elemeibe mennek, a halmazkiilonbégek elemei a megfelels halmazkiilonbségek elemeibe).
(n(n—l)(n—B)! An(n—

n!

Eszerint pp. < max }l)!(n_4)!) < % (a masodik egyenl6tlenségher kell az
n > 6 felteveés). Mivel pg; < "T_z, G nem Osszefiiggs.

5. eset: kpe = 1, 2 < ki; < n — 2 (vagy forditva). Ha hpe # n, akkor G-ben n-nél
kevesebb él van, amibél az kévetkezik, hogy van G-ben olyan csics is, amelynek nincs be-
éle, és olyan is, melynek nincs ki-éle. Az 1. esetnél lattuk, hogy ebbél kévetkezik, hogy G¢
nem &sszefliggd.

Legyen most hye = n, ekkor n él van G-ben. k; # 1 miatt van olyan csiics, melynek
nincs ki-éle. Azon Sym(G)-beli leképezéseknek (szamuk (n — 1)!), melyek egy (adott) csu-

csot, melynek van ki-éle, egy olyan adottba visznek, melynek nincs, G%-beli ki-éliik nincs,

ezért pr; < ”T_l hi; < ”T_l esetén ppe < n(%ffli) < %, igy adodik a bizonyitandohoz elég-

séges pre + Pri < 1 egyenlGtlenség. hy; > "T_l viszont csak akkor allhat fenn, ha hy; = 3

(hiszen 2 < ky; és G-ben n él van), ekkor a ppe < ﬁ egyenlGség adddik, de mivel ekkor
n

5 cstics van G-ben, amelynek nincs ki-éle, a fenti médon py; < % adodik, és ezzel készen

vagyunk. O

A bizonyitasbol kittinik, hogy amikor G¢ nem 8sszefiiggs, akkor van benne egy izolalt
Sym(G)-beli elem, tehat Sym(G) sem Osszefiiggs. Forditott iranyu implikdci6 azonban
nincs: bar nyilvan ha G teljes, akkor Sym/(G) is teljes és ezért osszefiiggs, abbol, hogy van
egy |G| ki-fokszamu (vagy be-fokszamu) pont, csak az kovetkezik, hogy Sym(G) elemei

uttal 6sszekothetGek egy konstans leképezésen &at, az nem, hogy Sym(G)-n beliil is. Az a
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kétcstcest (a,b) graf melynek két éle van: (a,b), (b, b), mutatja, hogy G¢ lehet Gsszefiiggs
anélkiil, hogy Sym(G) az lenne. (Az n = 2 esetre ugyan a 4.2 tétel nem vonatkozik, tehat
arra nem feltétlen igaz, hogy ha G 6sszefiiges, akkor Sym(G) is az, de hasonld példa
adhato nagyobb n-re is: egy n be-foku cstucsot adjunk hozza egy n — 1 cstcst, megfelelGen

aszimmetrikus grafhoz).

Bevezetjiik GC egy 1j részfélcsoportjat.

4.3. Definicié. /| Egy t : G" — G homomorfizmust G n-vdltozds polimorfizmusanak ne-
vezziik. Egy f € GO leképezést polinomnak neveziink, ha van egy m természetes szdim, eqy
olyan s m-vdltozés polimorfizmus, és ai,as,...,am—1 € G csticsok, hogy minden v € G
esetén f(z) = s(x,a1,...,am_1). A polinomok dltal feszitett GE-beli részgrafot Pol(G)-vel
Jelolyiik.

A homomorfizmusok tehat ( 1-valtozos polimorfizmusokbo6l szarmazo) polinomok, vagyis
Hom(G) C Pol(G). A tartalmazas lehet valodi: minden a € G csicsra a ¢, konstans le-
képezés polinom, ugyanis ha m : G2 = G, ma(x,y) = y a kétvaltozos projekcié a méasodik
koordinatara, akkor mo polimorfizmus, és igy c,(x) = a = me(x,a) miatt ¢, polinom. A
konstans leképezések ellenben csak abban az esetben mind homomorfizmusok, ha G refle-

xiv, vagyis minden csticsanél hurokél van.
4.4. Allitds. [] Pol(G) részfélcsoportja G -nek.

Bizonyitds. Legyenek f; és fo polinomok, ekkor vannak olyan sy és so, myp, illetve mo

valtozos polimorfizmusok és aj,...,am—1,b1,...,bm,—1 € G elemek, melyekre fi(z) =
si(z,an, ..., amy—1) és fao(x) = sa(x, b1, ..., bym,—1). Ekkor
flfz(w) = 81(82(1', bl, e 7bm2—1)7 ai, ... ,aml_l),

tehat fifo polinom, mert

53($07 T1y---, xm1+m2—2) = 81(82($07 T1,--- 7$m2—1)a Tmgy - - - axm1+m2—2)

egy my + mo — 1-valtozos polimorfizmus: ha (x;,y;) € E(G) minden 0 <i < mj +mgy — 1

esetén, akkor sa(o, 1, ..., Tme—1) — $2(Y0, Y1, - - - » Yms—1), hiszen sy polimorfizmus, és igy
81(82($0, Ti,- .- 7mm271)1 Tmgy - - - a$M1+m272) —
31(52(3/0’ Yty .- ’ymzfl)a Ymas -+ ym1+m272)a
mivel s1 is polimorfizmus. O

A 4.2 tétel bizonyitasaban lattuk, hogy (|G| > 6-ra) G¢ azokban az esetekben, amikor
nem volt Osszefiiggd, izolalt cstcsot tartalmazott, igy nem volt sima sem. A kdvetkezd tétel

mutatja, hogy Pol(G) nem ilyen, feltéve, hogy G maga sima.
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4.5. Tétel. [| Pol(G) akkor és csak akkor sima, ha G sima, vagy fires.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy G sima. Legyen s(x,a1,...,amn—1) tetsz6leges polinom (ahol
s polimorfizmus). G simasiga miatt vannak olyan bq,...,b,—1 € G csucsok, melyekre
a1 — b1, ... am_1 — b1, ekkor s(x,a1,...,am_1) = s(x,b1,...,byp_1) teljesiil GE-ben,
tehat a polinomnak van (Pol(G)-beli) ki-éle. Ugyanigy belathato, hogy van be-éle is, igy
Pol(G) sima.

Ha G iires, akkor G€ teljes, igy Pol(G), mint G¢ feszitett részgrafja, sima.

Legyen most Pol(G) sima, és a € G. A ¢, konstans fliggvény polinom, hiszen ¢,(x) =
ma(x, a), ezért van olyan p(z) = s(x, aq,...,am—1) polinom, melyre ¢, — p. Ha G nemiires,
akkor van benne egy by — bg él, erre pedig a = c4(b1) — p(b2), vagyis a-nak van ki-éle

G-ben. Analég modon, ha G nemiires, a-nak van be-éle is. Igy G sima vagy iires. OJ

Ez a tétel egy kapcsolatot ad Pol(G) és Sm(G) kozott. A ketts Osszefiiggdsege kozott

is kapcsolat van.

4.6. Definicio. [[Egy t k-vdltozds polimorfizmust G-n k-t6bbségi polimorfizmusnak neve-

ziink, ha G bdrmely x csicsdra, ha az x1,...,x, csucsok kézil legaldbb k — 1 megegyezik
x-szel, akkor t(x1,...,xx) = x. A 3-tobbségi polimorfizmusokat egyszerden tobbséginek
nevezzik.

4.7. Allitds. [] Ha 3 < ki < ks, és G-n van ky-tobbségi polimorfizmus, akkor van rajta
ko-tdbbségi is.

Bizonyitds. Ha t ki1-tobbségi polimorfizmus, akkor legyen
t:G" G, (T1y oy Ty They 1y e - s Thy) = LT, oo, Thy ),
ez ko-tobbségi polimorfizmus lesz. O

4.8. Tétel. || Tegyiik fel, hogy G sima. Ekkor ha Pol(G) dsszefiiggd, akkor Sm(G) is az.

Amennyiben G-n van egy t tobbségi polimorfizmus, akkor az dllitds megforditasa is igaz.

Bizonyitds. Mivel G sima, Pol(G) is az, igy része Sm(G)-nek. Pol(G) sszefiiggGségébol
kiovetkezik, hogy van benne egy ut id és ¢, kozott (tetsz6leges a € G-re). Legyen f € Sm(G)
tetsz6leges. Ekkor van egy ezzel azonos tipusi, f-bdl indulé at Sm(G)-ben. Ennek a két
utnak az Osszeszorzasabol egy olyan, Sm(G)-beli ut adodik, amely f-et c,-val kiti dssze
(hiszen ¢, balzéro). Ilyen mod Sm(G) tetszéleges elemébdl van ut c,-ba, tehat Sm(G)
Osszefliggd.

Tegyiik most fel, hogy Sm(G) osszefiiggs. A G konstans leképezései altal feszitett
részgraf izomorf G-vel (hiszen ¢, — ¢, < a — b, feltéve, hogy a graf nemiires, ami itt

teljesiil, mert sima), ezért a konstans leképezések részei Sm(G)-nek, ahogy id — id miatt
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az identités is, van tehat az identitast egy cq-val Osszekots ut Sm(G)-ben. Legyen b € G
tetszoleges, tekintsiink egy b-bél indulé, az el6zével azonos tipust utat G-ben (ilyen van,
mert G sima). Erre az ttra alkalmazva az el6bbi (G%beli) utat, adodik egy b-t a-val
Osszekotd, azonos tipust Ut G-ben. Ugyanez G tobbi csticsara is megtehetd, amibdl adddik,
hogy G-ben minden csticsbol Gt vezethets a-ba ugyanolyan tipusi modon. Legyen ezen utak
(k6z0s) hossza k, és jeloljiik az utak elemeit gy, hogy minden b € G esetén az adodo ut
b=00 ~pM) ~ .. b L pk) = ¢ legyen.

Az identitas nyilvanvaléan eleme Pol(G)-nek, mert homomorfizmus, ezuttal azonban
més polimorfizmushdél allitjuk el6. Ehhez elGszor soroljuk fel G cstcsait: legyenek ezek
U1,02,...,0n. A t(z,v;,v;) egy olyan polinom, mely a {v;;v;} halmazon megegyezik az
identitéssal. Ezekbdl rekurzivan épitiink olyan polinomokat, melyek egyre nagyobb hal-
mazokon egyeznek meg az identitassal: tegyiik fel, hogy 2 < m < n olyan, hogy min-
den, legfeljebb m elemt csticshalmazra megadtunk egy polinomot, mely ott megegyezik
az identitassal, ezekbdl kiindulva minden m + 1 elemd csticshalmazra is megadunk ilyen
polinomot. Vegyiink tehat egy tetszdleges m + 1 elemi csticshalmazt (az egyszertiség ked-
véért tegyiik fel, hogy ez {vi;ve;...;0m41}), és legyen minden 1 < i < m + l-re f;
az a polinom, ami megegyezik az identitassal a {v1;...;v;—1;0i+1;...; Um+1} halmazon.
Ekkor ha t,,4+1 egy (m + 1)-tobbségi polimorfizmus G-n (ami van, hiszen 3-t6bbségi is
van), akkor g := tyy1(f1,---, fm+1) €gy olyan leképezés, ami megegyezik az identités-
sal {vi;v2;...;Um1})-en, hiszen barmely 1 < j < m + 1-re fi(vj),..., fm+1(v;) koziil
legteljebb egy (fj(v;)) nem egyenls v;-vel, igy g(vj) = tmy1(f1,. .., fmt1)(vj) = vj. g po-
linom: az f;-k ugyanis azok, igy fi(xz) = hi(x,diq, ..., d;s;) valamely h; ((s; + 1)-valtozos)

polimorfizmusra és d; 1, ..., d; s, € G cstcsokra. A

h/(fl;', Yty .- 73/51+~--+sm+1) = tm+1 (hl (.’17, Yi,--- 7y51)7

h2(x7 Ysi+1- - 7y51+82)7 s hm+1($7 Ysi+-+sm+1s--- 7y81+~~-+8m+1))

leképezés ugyanis konnyen ellendrizhetGen polimorfizmus, amibe yg, 4.4 5,4+ = dit1, he-
lyettesitéssel (itt 1 <r < s;41) adodik a g leképezeés.

A rekurzié végén az identitds (mint polinom) egy olyan h(x,y1,...,ys) polimorfiz-
musbdl adodik megfelels y; = b; helyettesitésekkel, mely t(z,y;,y;) alaka polimorfizmu-
sok szintén tobbségi polimorfizmusokkal valé kompoziciéival 4ll el§. Definiadljuk minden
1 < r < k esetén a p, polinomot a kovetkezSképp: legyen p.(x) = h(m,bgr),...,bg)).
Mivel a b2 5", 5
Po, - - -, Py polinomok ugyanilyen tipust utat alkotnak Pol(G)-ben (hiszen ha mondjuk
@ pla™) akkot tetszoleges (z1,22) € E(G) esetén h(@,b@, . ,ng)) —

% 7

csicsok a kiilonboz6 i-kre azonos tipusd utakat alkotnak, a

minden i-re b
(g+1) (g+1) : . } ]

h(z1,b;""7,...,bs ), mivel h polimorfizmus, tehat pgy1(22) < pg(21), 18y Pg+1 < Dg)-

A po polinom nyilvan megegyezik az identitassal, a p, pedig a ¢, konstanssal, hiszen

t(:z:,bgk),bg-k)) = t(z,a,a) = a leképezésekbdl t6bbségi polimorfizmusokkal valo kompo-
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ziciokkal adodik, igy maga is a ¢, leképezés.

Tehat van id-bdl c,-ba mend ut Pol(G)-ben. Legyen p € Pol(G) tetsz6leges, p-bél indul
ugyanilyen tipusu ut, hiszen Pol(G) sima (mert G is sima). Ezeket az utakat Gsszeszorozva
egy p-bdl c,-ba mend utat kapunk, ami Pol(G)-beli, ugyanis Pol(G) részfélesoportja G-

nek. Mivel Pol(G)-ben minden cstucs uttal dsszekotott a ¢, csticesal, Pol(G) Osszefiiggs. O

A 4.8 tétel két lehetséges erdsitése vetddik fel: sziikséges-e a simasagi feltétel (egyik vagy
mindkét iranyhoz), illetve elhagyhat6-e a tobbségi polimorfizmus létezése a megforditas
feltételei koziil? Megmutatjuk, hogy utébbi kérdésre a valasz nemleges.

A kovetkezo éllitas azt mutatja, hogy G egy tulajdonséga maga utan vonja Pol(G)-nek

egy majdnem megegyezé tulajdonsagat.
4.9. Allitds. [] Ha G minden = csicsdra vannak olyan M 2@ csicsok, hogy
(z,2M), (z,2?), (21, 2®) € E(G)

(vagyik minden ki-halmaz nemiires részgrifot feszit), akkor minden p € Pol(G)-re van p

ki-halmazdban homomorfizmus, vagy |Ki(p)| > 2.

Bizonyitds. Az allitas nyilvanvalé abban az esetben, ha p homomorfizmus (p része a sajat

ki-halmazanak). Amennyiben p egy (n+1)-valtozos polimorfizmusboél adodik, tehét p(z) =

f(z,a1,...,ay,) az f polimorfizmusra és a; csucsokra, akkor léteznek olyan b; és ¢; csucsok,
hogy minden i-re a; — b;, a; — ¢, b — ¢;. Ekkor a q(x) := f(z,b1,...,by), r(z) =
f(z,ci1,...,cy) polinomokra fennéll p — g, p — r és ¢ — r. Amennyiben ¢ =7, ¢ € Ki(p)
homomorfizmus, egyébként Ki(p) legalabb kételem. O

Megjegyezziik, hogy az allitas feltétele meglehetGsen gyenge: ha n elég nagy, az n csicsi

irdnyitott grafok donté tobbsége kielégiti.

4.10. Lemma. [| Tegyiik fel. hogy a G irdnyitott grif, és benne az a,b,c,d,e csicsok
teljesitik a kovetkezd feltételeket:

1. Amennyiben v # y € G csucsok gy, hogy {z,y} # {a,b} és {z,y} # {c,d}, akkor
|Be() \ Be(y)| > 1.

Minden x # y csicspdrra teljesil |Ki(x) \ Ki(y)| > 2.

Be(b) € Be(a), és Be(c) A Be(d) = {a,b} gy, hogy a € Be(d), b € Be(c).

b és c azok a csucsok, amiknek be-halmaza tartalmazza b-t, de nem tartalmazza a-t.
Nincs olyan x csics, melyre |Be(b) \ Be(x)| =1 teljesiilne.

(r,e) € E(G) & x ¢ {b,c}

S S Lo e

Ekkor vannak olyan f,g € G leképezések, hogy id — f — g — ce, tovdbbdé G -ben az
identitdsnak f az egyetlen szomszédja onmagdn kivil, Ki(f) = {g}, és f be-halmaza csak

az identitdst tartalmazza.
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy h1 € G olyan leképezés, melyre id — h;. Ekkor a 2.7
allitas alapjan minden z € H-ra Be(x) C Be(hi(x)), amibél az 1. és 3. feltételek alapjan
kovetkezik, hogy = # b esetén hy(x) = x, valamint hy(b) € {a,b} (hiszen a be-halmazok
koziil csak egyik tartalmaz egy masikat: Be(a) Be(b)-t, és mas be-halmazt az sem). Igy hy
vagy az identitas, vagy az a leképezés, ami minden csicsot fixen hagy, kivéve a b-t, amit
a-ba visz. Legyen ez utébbi leképezés f.

Tegyiik most fel, hogy he szomszédja f-nek. Ha hy — f, akkor a 2.7 &llitas alapjan
f(Ki(x)) C Ki(ha(z)) (minden z-re). Az f(Ki(x)) halmaz legfeljebb egy elemben tér el
a Ki(z) halmaztol, ami viszont a 2. feltétel miatt legalabb két olyan elemet tartalmaz,
ami nem része Ki(hg(x))-nek - amennyiben hg(z) # x. Ez ellentmondana f(Ki(z)) C
Ki(ha(z))-nek, igy csak ho = id lehetséges.

Ha f — hg, akkor, megint a 2.7 allitas miatt, f(Be(x)) C Be(ha(z)) minden x csicsra.
Ha = # b,c, akkor a 4. feltétel miatt ebbdl Be(z) C Be(ha(x)) kovetkezik, abbol pe-
dig ho(z) = z, hiszen csak b be-halmaza része méasik be-halmaznak. Az x = ¢ esetben
f(Be(z)) = Be(d), igy az 1. feltétel miatt ho(c) = d kovetkezik. Ha x = b, akkor, mivel
f(Be(b)) legfeljebb egy elemben tér el Be(b)-t6l, |Be(ha(b))\ Be(b)| < 1, tehat az 5. feltétel
miatt Be(b) C Be(ha(b)), amibdl az 1. feltétel miatt ho(b) € {a, b} kovetkezik. ha(b) = b
nem lehetséges, mert beldle f(Be(b)) C Be(b) kovetkezne, de a 4. feltétel és f(b) = a miatt
itt a jobb oldalnak nem eleme a, mig a bal oldalnak igen. Tehat ho csak az a leképezés
lehet, ami fixen hagyja G elemeit, kivéve b-t, amit a-ba visz, és ¢-t, amit d-be visz. Legyen
ez a leképezés g.

f és g igy kielégiti a lemma allitasait (¢ — c. azért teljesiil, mert g értékkészlete nem
tartalmazza b-t és c-t, minden més csics pedig a 6. feltétel miatt része e be-halmazéanak).

O

4.11. Tétel. [] Létezik olyan sima G irdnyitott grif, melyre Sm(QG) dsszefiggd, de Pol(G)

nem az.

Bizonyitds. Egy Gy iranyitott graf megadésaval kezdjiik, ennek a grafnak 5 csicsa van:

a,b,c,d, e, élei pedig a kiovetkezdk:

E(G()) = {(av a’)v (CL, d)? (a, 6), (b7 a)? (bv b)? (b7 C)a (Cv b)a
(¢,a), (¢, c), (c,d),(d,c),(d,d),(d,e), (e, e)}

Ez a graf teljesiti az el6z6 allitas 3., 4. és 6. feltételeit, de az els§ kett6t és az 6todiket
nem. Az &llit4s alkalmazhatosagahoz tovabbi cstiicsokat adunk Go-hoz: legyen G egy olyan
irdnyitott graf, amelyben barmely két kiilonb6z6 csics ki-, illetve be-halmazainak kiilénb-
sége legalabb haromelemd, tovabba minden csucs ki- és be-fokszama egyarant nagyobb G
és (G csucsszama Osszegének felénél. Tlyen G 1étezik (elég nagy csicshalmazon kénnyen

konstrualhato). G cstcsainak valasszuk ki 7 olyan részhalmazat, hogy egyrészt mindegyik
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elemszama nagyobb legyen Gy és (G csticsszdma Osszegének felénél, masrészt pedig ha hoz-
zdadjuk ezeket Gy ki- és be-halmazaihoz, barmely kettd kiilonbsége tovabbra is legalabb
haromelemt legyen. Amennyiben nem lehet igy kivalasztani halmazokat, cseréljiik le G1-et
(ha ez elég nagy, mindenképp lehetséges ilyen halmazokat megadni). Legyenek a kivéalasz-
tott halmazok: Hy, Ha, ..., H7. Gy és G uniojat egeszitsiik ki a kovetkezs élekkel: (y, a)
és (y,b) minden y € Hi-re, (y,c) és (y,d) minden y € Ha-re, (y,e) minden y € Gi-re,
(a,y) minden y € Hs-ra, (b,y) minden y € Hy-re, (¢,y) minden y € Hs-re, (d,y) minden
y € Hg-ra, (e,y) minden y € Hr-re. Legyen az igy kapott graf G.

G mar teljesiti az allitas mind a hat feltételét, igy GE-ben az id — f — g — ¢, egy az
identitast egy konstanssal 0sszekots irdnyitott ut, tehat Sm(G) Osszefiiggs.

Mivel az identitdsnak csak 6nmaga és f a szomszédja, minden az identitast egy kons-
tanssal Gsszekots atnak tartalmaznia kell f-et (GS-ben és Pol(G)-ben is). Igy ha Pol(G)
osszefiiggs, f € Pol(G). G-ben minden csics fokszama nagyobb G csicsszémanak felé-
nél, igy a 4.9 allitas feltetele teljesiil (barmely x csicsra és y € Ki(x)-re Ki(x) N Ki(y)
nem lehet iires), vagyis Ki(f) = {g} miatt (G“-ben) g-nek homomorfizmusnak kell len-
nie. Ez azonban nem teljesiil: (c,b) él, de (g(c),g(b)) = (d,a) nem él. Igy Pol(G) sem

Osszefliggd. O

Tegyiik fel, hogy G-n van egy r retrakcié, aminek képe R = r(G), G r-hez tartozo
retraktja (amit iranyitott grafként tekintiink, nem csak csicshalmazként). Tekintsiik a
kovetkezd leképezéseket: legyen ¢ : G& — RE, ¢(f) = rf|g, és ¢ : RE — G% Vr € G :
(¢(h))(x) = h(r(x)). A két leképezés tulajdonsagait az alabbi lemmaban foglaljuk 6ssze:

4.12. Lemma. [[ A fent definidlt ¢ és ) leképezésre:

. ¢ =idgr

. ¢ és Y homomorfizmusok

. ¢(Hom(Q)) = Hom(R), (Hom(R)) C Hom(G)
- (Sm(G)) = Sm(R), Y(Sm(R)) € Sm(G)

. Y(Pol(R)) C Pol(G)

S N P NN

Bizonyitds. 1, Ha h € R, akkor ¢)(h) = rhr|g = h, mert r|g = idg, hiszen r idempotens.
2, Ha f1 — f» G%ben, akkor minden (a,b) € E(R) C E(G)-re fi(a) — fi(b) ésr — 7
miatt rfi(a) — rfa(b), tehat ¢(f1) = rfilr = rf2lr = ¢(fo) (R"-ben). Ha hy — ho
RE-ben, akkor minden (a,b) € E(G) esetén r(a) — r(b), mert r» homomorfizmus, és igy
hir(a) — hor(b), amib6l G%ben 1 (hy) — ¥ (hs).

3, Az el6z6 pont szerint ¢ és ¥ homomorfizmusok, igy (GC-, illetve RE-beli) hurokéleket
hurokélekbe, vagyis G-, illetve R-beli homomorfizmusokat homomorfizmusokba visznek. A
¢(Hom(G)) O Hom(R) tartalmazas ezutan abbol kovetkezik, hogy az els pont szerint
¢p(Hom(R)) = Hom(R).
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4, Ez kozvetlen kovetkezik az els6 két pontbol az elgz6hoz hasonléoan (homomorfizmus egy
iranyitott graf sima részét sima részbe kell, hogy vigyen).

5, Legyen s egy teszbleges (m + 1)-valtozos polimorfizmus R-en. Ekkor t(zo,...,2Tm) =
s(r(xzg), ..., r(zy)) konnyen ellendrizhetGen egy (m + 1)-véltozos polimorfizmus G-n. Ha p
egy s-bél adodo p(x) = s(x,ay, ..., a,) polinom Pol(R)-ben (ahol minden i-re a; € R), ak-
kor (¢(p))(z) = p(r(x)) = s(r(x),a1,...,a,) = s(r(x),r(a1),...,r(an)) = t(z,a1,...,a,)
miatt 1(p) egy t-bsl ad6do polinom: ¢ (p) € Pol(G). O

A lemma alapjan ha GY, Sm(Q), illetve Hom(G) 6sszefiiggdek, akkor rendre RFE,
Sm(R), illetve Hom(R) is Gsszefiiggs: két tetszoleges RE-beli (vagy Sm(R)-beli, vagy
Hom(R)-beli) elem ¢ melletti képei kozott van ut GE-ben (Sm(G)-ben, Hom(G)-ben),
ezen 1t elemeinek ¢ melletti képei a két elem kozti utat fognak alkotni RF-ben (Sm(R)-
ben, Hom(R)-ben). Pol(G), Aut(G), és Sym(G) esetében ilyen kivetkeztetést nem tudunk
levonni.

Most nézziik a forditott iranyt: implikalja-e R, illetve valamelyik vizsgalt részfélcso-
portjanak dsszefiiggdsége G, illetve megfelels részfélcsoportja dsszefiiggdségét? Altaldban
nem: ha G tartalmaz hurokélt, akkor az abba képezs konstans leképezés retrakci6 lesz,
a retrakt pedig egyelemt, tehat rajta az Osszes részfélcsoport Osszefiiggd - ellenben hu-
rokél létezése nem Osszefiiggsségi feltetel egyetlen vizsgalt részfélcsoportra sem (ez nagyon
konnyen meggondolhat6). Mas a helyzet, ha megkotjiik, hogy r-nek az identitas (megfelels
részfélcsoporthoz tartozo) komponensébe esik. Ez persze Aut(G) és Sym(G) esetében nem
fordulhat el6. Hom(G) esetében azonban megkapjuk a kivant forditott iranya impikaciot,

de csak egy feltétellel.

4.18. Tétel. [| Tegyiik fel, hogy G tartalmaz hurokélt, r pedig egy retrakcid az identitds
Hom(G)-beli komponensében. Ekkor az R = r(G) jeloléssel, Hom(G) akkor és csak akkor
osszefiiggd, ha Hom(R) dsszefiiggd.

Bizonyitds. Csak az egyik iranyt kell belatni: mar lattuk, hogy Hom/(G) Gsszefiigglsége-
bdl kovetkezik Hom(R)-¢é is. Tegyiik tehat fel, hogy Hom(R) 6sszefiiggd. Egy hurokeéllel
rendelkezs cstcs homomorfizinus melletti képénél is van hurokél, vagyis R is tartalmaz
hurokélt. Egy irdanyitott grafnak egy hurokéllel rendelkezs csicsidba mend konstans leké-
pezés homomorfizmus, tehat Hom(R)-ben van ut az (Rf-beli) identitas és egy konstans
cq leképezés kozott. Ezen ut elemeinek ¢ melletti képei egy Hom/(G)-beli utat fognak al-
kotni (hiszen ¥ homomorfizmus, és homomorfizmusokat homomorfizmusokba visz) r és ¢,
kozott. Eszerint, mivel r a (G%-beli) identitds komponensében van, van Hom(G)-beli 1t
id és ¢, kozott. Tetszbleges f € Hom(G) esetén, ennek az utnak az elmeit f-fel szorozva
(Hom(G)-ben az élrelacio szorzéassal kompatibilis) egy f és ¢, kozotti setat kapunk. Tehat

Hom(G)-ben minden csucs uttal 6sszekGthets cq-val, vagyis Hom(G) Osszefliggs. O
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Megjegyezziik, hogy a tétel feltétele erds: ha Hom(G)-ben van retrakcié az identitas
komponensében, akkor az oda az identitasbdl vezet Gt idempotens felhatvanyozottaban
csak retrakcidk és az identitas szerepelnek, ami azt jelenti, hogy kell, hogy legyen retrakcio
Be(id)-ben vagy Ki(id)-ben is.

A tételnek van megfelel6je masik két részfélcsoporton:

4.14. Tétel. [| Ha r retrakcid az identitds komponensében GC-ben, R = r(G) és Sm(G)-

nek van konstans eleme, akkor Sm(G) akkor és csak akkor ésszefiiggd, ha Sm(R) is az.

Bizonyitdis. A Hom(G) esetére adott bizonyitds megismételhets azzal a valtoztatassal,
hogy az idg és a ¢, kozti utat egy f € Sm(G) esetén nem tudjuk elemenként megszorozni
f-fel, helyette 6sszeszorozzuk egy f-bél indulé (mindegy, hova mend) azonos tipusi sétéval
(Sm(G)-ben ilyen van), ami az f és ¢, kozti sétat fogja eredményezni. Sziikségiink van arra
is, hogy ha Sm(G) tartalmaz konstanst, akkor Sm(R) is: ez azért teljesiil, mert konstans
leképezés ¢ melletti képe konstans, és ¢p(Sm(G)) = Sm(R). O

4.15. Tétel. [| Ha r retrakcid az identitds Pol(G)-beli komponensében, R = r(G) és G
sima, akkor amennyiben Pol(R) dsszefiiggd, akkor Pol(G) is az.

Bizonyitds. A 4.5 tétel alapjan az el6z6 bizonyités a tétellel azonos iranya most is miikddik.
O

A 3.13 tétel kozvetleniil alkalmazhaté arra, hogy Sm(G) Gsszefiiggésége helyett a 4.14
tétel alapjan eleg legyen egy Sm(R) Osszefiiggdségeét vizsgalni. Ez nem mondhato el a

Pol(Q) esetérsl, erre a 3.13 tétel kovetkezs valtozata hasznalhato:

4.16. Tétel. [| Tegyiik fel, hogy id*, := {f € Pol(G) : Jid = fo,...,.fr = f: V0 <i<
k: fi € Pol(G), fi = fit1} nem csak bijekcickat tartalmaz, valamint hogy egy minimdlis

rangid elemének van ki-éle. Ekkor id*,-ban van retrakcio.

Bizonyitds. A 3.13 tétel bizonyitdsa atviheté (mindent megszoritva polinomokra), hiszen
Pol(@G) részfélcsoport. Az egyetlen kivétel: az abban a bizonyitdsban adodé f* nem kell,
hogy polinom legyen. Ez azonban nem okoz problémét: f* ugyanis csak egy segédleképezés,
ami ahhoz kell, hogy beldssuk, hogy egy olyan leképezés, aminek a definiciojaban nem

szerepelt f*, homomorfizmus. O
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