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Algebrdk egy V omztdlydra legyen Con(V) = {Con(A):
A.EE} a V-bell algebrdk konmgruenciehdldinak osztdlys, s
jelsljk Jon(V)-vel & Con(V) dltal generdlt hdldvarietdst.
Egy A algebrirdl a Con(A)-ban teljesiild hdldazonossdgok
dltaldban nem sokat mondenak. Ezzel szemben, ha V egy va-
rietds, ekkor a Con(Y)-ben (avagy Gon(¥V)-ben) teljesiild
egyes hdldazonossdgok alapjén gyakran tovdbbi hiléazonos-~
gdgok Con(y)-beli teljesiilésére (pl. NATION [521) vagy
¥V fontos tulajdonsdgaira kivetkeztethetiink, Ha pdlddul
Con(Y} disztributiv, ekkor JSY -re HSPU =P ESE, U
(s6NssoN [45]), és (emennyiben ¥ tipusa véges) min-
den V-bell véges algebra véges sok azonossdggal defini-
dlhaté részvarietdst generdl (BAKER [1]). Az ilyen jel-
legll ersdmények a kongruencievarietdsok elméletéhexz
sorolhatdék, melyrsl JONSSON [47] ad j6 4ttekintést;
JONSSON [46] szerint egy Q'hélévarietést kongruencia-
varietdsnak neveziink, he velamely ¥V varietdsre g =
= Con(¥) teljestil. _ : - _

Véleménylink szerint & disztridbutiv hdlék varietdsdt
leazdmiiva e kongruenciavarietdsok kozill {(ezideig) =
Gon(R-Mod) alakuek (R gytiril »), R-Mod ez R feletti

modulusok 2 varietdss) a legfontosabbak, Ugyanis egyrészt .

nélkiilitk csak véges sok kongruenciavaerietdst ismerménk,
mésrészt —amint ez hemarosan kitiinik— jél kezelhnetfek,
s harmadrészt FREESE [24] eredménye szerint minden modu-
14ris, nem disziributiv kongruenciavarietds Con(X-Mod)
(K primtest) alakuak egyikét részként tartalmazza.

rdott m,n egészekre az egységelemes gyliriik elgd-
rendii nyelvén felirt (3x)(mxz=nl) feltételt (ahol
ME= Z+X+...+X, Stb.)  Dlm,n)-nel jelsljik s oszthats-
gdgi felistelnek nevesziik. HUHN ANDRAS &és HERRNANN vette
észre [34], hogy RE=D(0,n) (dilletve Rt=D{(m,1)) egry
bizonyos héléazonosség Con(R-ggg)-beli teljenillésével
ekvivalens. Késdbb kideriilt, hogy

(3.7) Kovetkezmény. A gyliriik hildazonossdgokkal jel-

1) Gyiiriin mindvégig egységelemes gyliriit ériiink.
2) Moduluson mindvégig unitér balmodulust értiink.
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lemezhet6 tulejdonsdgal éppen az oszthatdsdgl tulajdon-
sdgok. Azaz minden A héldezonossidghoz, illetve m =0,
n =1 egészekhez léteznek (és elgoritmussal meg is ad-
haték) olyan my 20, 0,21 egéazek, 1ll. egy Am,n)
héléazonossdg ugy, hogy tetszbleges R gyiiril esetén
Con(R-Yod) ==\ & RE=D(m,,n,), 1lletve

Con(R~Hod )= A(m,n)é= Rl=D(m,n).

Bdr e fenti, HUTCHINSONnel egyiddben, dm filggetleniil
elért, mejd k¥ztsen publikdlt [42] eredményiink ez &rteke-
zésben kdvetkezményként szerepel, mégis inkdbb kiindulé-
pontnak tekinthet§. Ertokezésiink célje ugyenis ez, hogy
(3.7)-et az aldbbi hérom irdnybe dltaldnositsulc:

LA, abel-csoportok €s modulusoi jellemzédse hialo-
1nonossdgolikal ;

{B; Gylirtik jellemzése végtelen hdldazonossdgokkal;

'3) Gylirtik jellemzése feltételes hdldazonosgs-
gokkal.

Az (4) célkitiizés azon ez észrevételen alapul,
hogy D(m,n) ¢ (Vy) (3x) (mx = ny) folytdn Dlm,n) R-beli
teljesiilése ceelktis R additiv csoportjdtdél fiigg. El8szbr
arra kell vdlsszt adnunk, hogy mit tekintsiink nA=Mog"
helyett, ha A nem gyliril, hanem pl. Abel-csoport. Az
alkelmas fogalmat HU adta meg [36]-ban{ egy V algebra-
osztdlyt lokdlis varietdsnak nevezink, ha a D (irdnyi-
tott egyesitéselk), H, 85 Bp (véges sok tényezbs direkt
szorzatok) operdtorok mindegyikére zdrt. Nevezziink egy
U hdlévarietdst z-kongruenciavarietésnak [5], ha vala-
mely.Y lokélis varietdsra U =Gon(¥). Kdrmost tekintsiix
wA=Mod"™ helyett Q§§§f{A} -%, az A 41ltal generdélt lo-
kdlis verietdst! Véleménylink szerint ez szerencsés vi-
lasztés, mert mig Gon(DHS B.{a}) _COn(Pf{A}), addig
gon(Hs P{A})  A-nak tul kevés tulejdonedgdt (csek az
exponenset) jellemzi, Coniial) pedig —a kongruemeia-
varietdsok elméletét8l t4voldlls 1lévén— csak mdsfajta
(pl. HUHN [37]) vizsgdlatok térgys lehet. Mivel az
Abel~csoportokat {-kongruenciavarietésokon keresztil
éhajtjuk jellemezni, célul tlizziik ki sz utdbblek vizse—
gdlatit is.

(B)-vel kapcsclatban itt csak ennyit jegyziink mneg,
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hogy & végtelen hdldazonossdgok ~durvdn szélva=— ab-
ban kiiltnbSznek a végesektSl, hogy & nem feltétleniil
véges aritdsu A és V miiveletjelek felléptét is
megengedjlk.

Ami (C)-t illeti, feltételes haloazonossagon
(més széval Horn formulén) egy (pp< qnk +..& py< qt3=¢
= p<q alaku nyilt formuldt értiink, shol PisQys
p,q hélétermek. Ha V egy kongruenciafelcserélhetd va-
rietds, akkor HERRMANN és POGUNTKE [35] szerint
IS COn(V), a V-beli algebrék kongruencishdéldéiba bed~-
gyazhato hé16k osztdlya kvédzivarietds, azaz feltéte-
les hdldazonossdgokkel definidlhatdé hdldosztdly. Er-
demes hangsulyozni, hogy £§(30n(z) elemel lényegesen
egyszeriibb algebrai konstrukeidval (bedgyazdssal)
adédnak, mint a Con(V) = ES P Con(V) -beli hdlék; igy a
feltételea hdldazonossdgok vizsgdlata a héldazonossdgok-
nél bonyolultabb voltuk ellendre is indckolt. Az
I8 Con{R-Mod) slaku kvizivarietdsok vizsgdlatdt
:HUTCHINSON kezdte meg [40]-ben; elméletének £8 tétele:

(2.1) I8 cCon(Rr, -Mod} € IS Con(R R,-¥od) pentosan
akkor teljesdl,_ha barmely végtelen X gzdmosgdg ese-
tén a legfeljebb X .szémosségu R,-modulusck kategd~
ridja ezzakiul bedgyazhats .,-égg -ba. .

E nem éppen kdnnyen kezelhetd kritériummel sike-
rilt & (célul kitiizstt) IS Con(R,-Mod) & I8 Con(R,-¥od)
tartelmazds igazsdgértékét bizonyos- (de nem az Baszes)
Ry éa R, esetén meghatdroznia, illetve gylirllelméleti fel-
tételekkel helyettesitenie. Eme tartalmazéds viszont nyil-
vén pontosan akkor teljesiil, ha R, mindazon tulajdonsd-
gal, melyek feltételes hdldazonossdgokkel jellemezhetSek,
egyuttal Rl—nek is tulajdonsdgai.

Végiil a feltételes hdldazonomsdgok tervezett viza- .
géleta reményteljes, hiszen, amint ezt TAVLOR [58]-beli
eredményét felhaszndlve JONSSON [47] ~ben kimutatta, 14~
teznek olyan Malcev-feltételek, melyek (emennyiben eze—
ket meg is teldljuk) segiltségiil hivhatdl.,

2.
Az értekezésben univerzdlis algebrai és hdldelméleti
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médszerekiel dolgozunk, de felhasznéljuk az Abel-cso-
portok és gylirilk elemi tulajdonségelt &s a linedris
diofentoszi egyenletrendszerek FROBENIUSt41l ered§ ol~-
méletét is. Legfontosabb médszerként a Malcev-tipusu

ée Malcev-szerll feltételek haszndlatdt jelolhetjilk meg.
{Nevezzlk Malcev-szerileknek a Malcev-tipusu feltételek
bizonyitdsa sordn adddd éa velilk ekvivelens, szabad el-
gebrékra vonatkozdé feltételeket, Pl. a V varietdsra
vonatkoztatott ,1létezik egy héromvdltozds £ term,

melyre az £(x,y,y) = £(y,y,x) = x azonossdgok teljesﬁlnek
Y-ben" Malcev-tipusu feltétel az ,(x,z)€ @ ° @

P (A,y,z)—ben" Malcev-gzeril foltétellel ekvivalens ) A
felhasznélésra kertil§ Malcev-tipusu vagy Malcov-gzeri
feltételek réozben 4ltalunk kidolgozottak [6,11,13]

— 8 ennyiben eredmények is— , részben pedig ismertek
WILLE [60], PIXLEY [55] ). A kérdéses Malcev-tipusu
feltételek technikai bonyolultsdgdn kétféleképpen is
igyekeztlink enyhiteni. Egyrészt Srtekezéstink sordn a
(6,11,13) -ban elért dltaldnosgdgot mellfzve csek Malceve
szerii feltételeket igmzolunk, és csak modulusvarietisokra,
Mésrészt eme feltételeket grdfok segitsdgével definidl-
Julk, blzoayitjuk és elkelmazmzuk. Grifok, illetve azomos
szerepl dbrdk haszndlata az irodalomban nem ujkeletil, A
gréfok nemcsak eredményeink ismertetdsét teszik Ieényol-
mesebbé, hanem az eredmények egy részét is segitaégiikkel
értiik el. Jelent8ségiket oz aramkori kapcsoldsi rajzolé-
hoz hasonlithatjuk; ezen enalégidnak jé haszndt vettiik
az egyes gyliriitulajdonsdgokat jellemz8 (véges, végtelen,
feltételes) hdldazonossigok (gréfjeinak) ,megtervezdsckor®
(e A,V és a premisszabeli <  az analdgia sordn
rendre a pdrhuzamos kapcsoldsnek, a soros Lapesoldsnal és
a visszaceatoldsnek felelt meg).

3

Eredményeinket Tejezetenkdnt haledva foglaljuk Hazsze.
II. {-kongruenciavarietésok° Rémutatunk arra, hogy
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az {~kongruenciavarietésok a kongruenciavarietdsok sgzé-
mos tulajdonsdgdval rendelkeznek, ezért vizsgéiaﬁuk
éppoly 1indokolt,

(2,9) Détel. Az 4 -kongruencizvarietdsok e tartale-
mazdsra nézve teljes hdldét alkotnak, ameiy a héldvarie=-
tésok hiléjdnek teljes V -rdazfélhdléja. '

Evtizedes probléma ezzel szemben ez, hogy e kongru-
enciavarietdsok hdldt alkotnak-e; tovdbbd ez sem ismere-
tes, hogy =z {;kongruenciavarietésok 3 a kongruencia-

~verietdsok fogalma azonos-e.

. Megmutatjuk, hogy SP, VSV esetén Gon(¥) f—kongm-'

ANAR A

enclevarietds,

IIT. Modulusok jellemzdge hdldazonossdgokkal. Ebben
- a fejezetben 142] -beli eredményeinket &g HUTCHINSON [42]-
beli eredményeit #ltaldnositjuk modulusokra és Abel-cso-

portokra. Az £ltaldnositds csak uj eszkbzbket. (f—kongm—-
enciaverietds és PIXLEY [55]) igényel, melyekre a kordb~
bi megfontoldsck tEbbayire k¥nnyen vihetlk 4%. Tetszsle-
ges A hdléazonossdgra és m>0, n>l egészekre slgorit-
mussel.olyan m, >0, m, 21 egdszeket és Alm,n) nd14-
azonossdgot adunk meg, hogy

(3.4) Tétel. Tetszlleges AE R-Yod esetén A (11-
letve Mm,n)) pontosan ekkor teljestl Gon(DHS P,{al)-ben
- vegy ami. szzel ekvivalens, Con(gf{;\})-ban— ha az A
bdrmely véges F részhalmazdhoz 1dtezik olyan X=X €R,
melyre m x-n lp {illetve m-—nla) benne van ¥ R-beli
annulldtordban,

Az emlitett (3.7) kovetkezményen kiviil kideriil, hogy
%(gf{Ag) is Qon(T-Mod) elaku (T gyirl), és lehe~
t6vé vélik a Qon(P.iBI) (B Abel-csoport) alaku
¢ -)kongruenciaverietdsok meghatdrozisa.

Legyen K egy Abel-csoportokbdl vagy modulusokbdl vagy‘

gyliriikbsl 4116 osztély, és jelsljiik ,Kt= D(m,n)"-nel a
(Vaex)(Vyead(Iz€a)(mx =ny) formuld:i. Az

Sg: {0JUP— wsl, 8.(0) =min{n: 1<n és Xt=D(0,n)}
(itt mingd =0), p€P-re {azaz p primre) S.(p}=

= min{i: 021 ds K En(p™, o1 (14t visYont mind =w )
flggvényt a K spektrumdnek nevezve- Snmagdban is érdekes



HUTCHINSON gyiirilkre vonatkozd, (42!-beli eredményének
az aldbbi Altaldnositdsa.

(3.2) £11itds. Az, hogy Dim,n) teljesiil-e K-ban,
csakis e K spektrumdtél fligg {itt nem részletezett médon).

IV, Gytiriik jellemzése végtelen hdldazonosségokkal,
Nevezziink egy A (végtelen vagy feltételes) hdléazonos-
ségot reguldrisnelk, ha Con(R-llod)~beli teljesiilése csakis
az R spektrumdtél fiigg. Az Snkényes elnevezést az maegye-
rézza, hogy tdbbnyire csak reguldris A-krél tudunk ér-
demlegeset dllitani., Minden véges hdldazonosdg rogulé-
ris; he egy p< q végtelen hdléazonossdg jobb oldalédn
végtelen tényezds metszetek nem szerepelnek, akkor p< q
is reguldris. Példdt adunk nem reguldris végtelen h&lé-
azonossdgra is. Legyen (I,< ) egy irdnyitott indexhal-
mez, és minden i€ I-re legyen By oszthatlsdgi feltéte-
leknek egy halmaza. Tegylik fel, hogy valahdnyszor i< j
és Bi minden eleme teljesiil egy R gyiiriiben, mindannyi-
szor B. elemei 13 teljesiilnek E-ben, Ez esetben a
(1€ x'} (¥D(m,n) € B, ) (D(m,n) teljesiil) feltdtelt gyengii~
15 oszthatdsdgl feltételrendszernek nevezziik. A (#.16)
411itds szerint pontosan ezek lesznek a gyiirtik reguléris
végtelen hdléazonossdgokkel jellemezhet§ tulejdonsdgal
(a bizonyitds ionstruktiv).

V. Gylirik jellemzdége feltételes hédldazonossdgokkal.
Legyen m,n, k>0, és az {x,y,z,t,e} védltozdhelmaz £515tt
definidljuk a k¥vetkezd hélStermeket: p= (x+y)(z+t),

w_y = (x+2) (y+t), Wo =X, W= ((wk+t)(y+z)+p)(x+z). Legyen
xm,n,k) ez ((e+wn_1)w_l+x)z = e =ps ({wey) (zetls
+wo ) (z+y+e)sxez  feltételes hdldazonossdg.

(5.2) 28tel. {A) Tetszbleges R gyiiriire: A(m,n,k)
reguldris, és pontosan ekkor teljesiil Con(R-Mod)-ban, ha
velemely i<cw -ra R k= D(mn?*l,1xnl). () Tegyiik fel,
hogy X egy reguldris Tfeltéiteles héldazonossdg, &z ven
olyan T  O-karakierisztikdju gyiiril, hogy Con(T-Nod) }— Ao
Ekkor vannak olyan m, >0, n, k, agészek, hogy bir-
mely R gyliriire Con(R-gl;gg)t:; é(ﬂi)(ar_— D(n&n;u,k}n%”o

Nem reguldris J -t is megadunk, Célkitiizésiinknek
megfelelfen HAUTCHINSONY néhdny [40} -beli eredményét is
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igazoljuk; kGztik a kﬁvetkgzét is: Legyen Ry és R, xét,
azonos karskterisztikdju gyliri, és tegylik fel, hogy ka-
rakterisztikdjuk négyzetmentes poziltiv egész szdm. Ek-
kor I§Con(R,~Hod) =I5 Con(R,~Hod).

VI. Alkalmazdsok. E fejezetben eldszdr (3.7)-et al-
kalmazzuk a kongruencisverietdsokban tekintett kdvetkez~
ményreldeidval kapesolatban, Jeldlje STIEY A szt e
tényt, hogy valshdnyszor minden J,~beli héldazonossdg
teljesiil egy U kongruenciavarietdsben, mindannyiszor
A is teljesiil g‘-ban. DAY és FREESE [21] -ben igazolta,
hogy & modularitdsndl 22 kompekt, azez - 3 Y modu~
laritds esetén ' ¥ modularitds is teljestil valamely
véges (s8t, egyelemil) Z’S2 -ra. A (6.1) tételben meg-
mutetjuk, hogy ;.—"_'2 a disztributivitdsndl is kompakt.
FREESE ElG]-beli eredménye szerint algoritmugsal eldtni~
nets, hogy {AJEEX modularitds teljesiil-e. A disztributi-
_ vitdssal kapcso_la’cban' is ugyanez a helyzet:

(6.3) Téte1l16]. {A} L2 disztributivitds ponto-
san ekkor teljesiil, he m, = 0, m =1 és {AJEZ modu-
laritéds. ) ‘

Szdmos {).}}_L_v: aisztrivutivitds és{AEL moduleri-
t4s elsku eredmény ismeretes, ezek kdzil NATION egyik
[52] -beli eredményét (6.3) segitségével is igazoljuk. Az
{5.2) tételt felhaszndlva negativ vdlaszt adunk JONSSON
egyik [47\-beli problémdjdra:

(6.5) Kgvetkezmény. Feltétoles hédléazonossdgokra
dltaléban még kongruenciafelcserélhetSség mellett sinca
erds Malcev-feltétel (pl. H(O,n,1l)-re sincs, ha n>1).

. Meglepd mdédon & [13]-beli Malcev-feltételiink Malcev-
szeril vdltozatdt a halmazok varietdsdre is érdemes alkel- -
mazni! . Ilymédon uj megolddst nyeriink a hdldk szdéproblé-
méjdra, mely az ismert (és mds problémékre is. alkale-
mazhat§) EVANS [23] és McKINSEY [51] algoritmusoknil
egyszeriibbnek ilinik. Legyen —az dlteldnossig megszori-
tdon nélkil~ ¥ egy (AMgsVu &... & NugsVo,) =
Au < q alaku feltételes hdlémzonossdg,. ahol ¥, Uy
és M vdltozdk nem ires halmazai, q véltozs, és leéyen




.Qagﬁt;béiifﬁéifééék'hélmazae Legyen Tj: P(X)¥+>P(X),§§“
fhatvényhalmgzénakvidentikusvleképezésefﬁnmagéra, és
.",'J'f?{i-‘?"':-rev*’vi.'A, <X -re legyen TJ+1(A_) = T.(A) v U(m(TJ('{.-X}?).:’;.-

X €,’Ui’);‘sf i<t és MiV"C“'T;j (A)). Ekkor valamely n-re -
TO<T1< '< _Tn"'“ Tn+1 = T11-&-2 Teeey €8 SERPRREE R ST
©7(6,6) Tétel. X akkor és csak akkor teljesill vala=-
‘mennyi héléban, ha q €T (M), o
~Ezuton is szeretném kifejezni kbszonetemet
- H,?ﬁt@fHUHN:ANDRzS'egyetemi docensnek, a matematikai
tudoményok kandidétuednak azért, hogy az algebrai kuta-
‘tdsokba még egyetemi hallgatd koromben bevezetett, sok,
;aé&értekezgsben is érintett témakdrrel megismertetett, .
.8:hogy munkdmat igen nagy szému Snzetlen problémafelve~-
téssel és Btlettel, valamint sok més médon is segitette
és segiti. . L TR
{_;;Lﬁ—;CSAKANY-BELA egyetemi tandrnak, a matematikai.
tudomdnyok doktordnek; aki munkdmat az algebrédbaen tett
elsd 1épéseim 6ta figyelemmel kiséri, szekmailag és em-
berileg mindig sokat segitett. Tandcsal, Gtletel és
roblémafelvetésel nemcsaek ez értekezés témdjdban bizo-
nyultak iSenfhasznozﬁgnak,'.' L e T
oot SCHMIDT TAMAS sspirdnsvezetémnek, a matematikai
tudoményok doktordnak, aki értekezésem elkészitése s
aspiranturdm sorén, és ezt megeldzden is sok értékes ta-
nédccsal, észrevétellel és utmutatdssal volt segitségemre
velamint sok uj vagy vizsgdlataimmal kapcsolatos ered- -
ményre hivte fel figyelmem, K -~ . - S TS L
‘Qur¢;ﬁ:;5SZﬁKEFALVIeﬁAGY BELA professzor urnak, az MTA
rendes tagjénak tdmogatdsdért; tovdbbg azért, hogy lehe-
tgvéﬁtettegszémomra’aZ»algebrai_kutatésokbanvvalé régz-
vételt, oo R R A
. A feltételes hdléazonossdgok vizsgdlatdt kisérs ér-"
tékeg'megjegyzéseiért,ALAN‘DAY-professzornakvis kosz8~
ettel tartozom. = . S L

4,
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5.

Az értekezés eredményeinek és médszereinek az algeb-

rédn bellili hasznositdsdrs az aldbbi javaslataim vannsk,
(1) (6.3)-at haszndlvae ujabb , {A}E disztribu-

tivitds" alesku Gaszefliggéseket lenne érdemes felkutatni.
(2) Meg kellene vizsgélni, hogy cé&lkitiizésiink

(a), (E) és (C) irdnyai k©ziil melyek vonhetdk Gssze.

Az elkelmazdsok a VI, fejezetben mér megkezdddtek.
Szémitani lehet Malcev-tipusu vagy Malcev—szexﬁ feltéte~
leink tovdbbi alkalmazdsaira. A jellemzett gyliriitulaj-
donsdgok a moduldris hdlék elméletében is szerephez jut-
hatnek, és (6.6) héldelméletbeli slkalmazhatésdza is
erdsen remélhet§.





