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I. BEVEZETES

l.§; A téma dttekintése. Brtekezdsiink téméjé az uni-
verzdlis algebra és a hédldelmélet hatérterﬁletéhez'tarto—
zik; A héldk igeh gyakran univerzalis algebrik vagy mds ma-
tematikai strukturdk kiééréstruktﬁréiként 1épnek fel; A ki-
sérs hA16k és a kisért strukturdk kozbtti Ssszefliggések fel-
tdrdsdra a hildelmélet kialakuldsdval egyid8s torekvés ird-
nyul; Ezeﬁ beliil foglalnak helyet azon vizsgdlatok, melyek
sordn bizonyos univerzdlis algebrékat és‘algebfaosztélyo~
kat, illetve ezek egyes tulajdonéégait (kisérshdldikban
teljesﬁlé) héléazonésségpkkal jellemznek. Pé1ddul Ore
[54] klasszikus tétele“ggefint egy A Abel-csqporthontosan
akkor lokélisanlciklikgs,“haArészcsoporthéléja disztributiv;
A disztributivitds helyett n-disztributivitédst (tghét egy
médsik héléazohosség_tgljesﬁ;ését) mondva pedig A azon tu-
lajdonsdgdt jellemZheﬁjﬁkimhogyvA”mindenmvégeggnhgenerélha—
86 részcsoportia generslnaté legfeljebb n eleme &ltal (Huhn
[37]).VAZ egyes algebrdk héléazonosségokkal t8rténd hasonléd
jellemzése még akkor sem/éfdektelen, ha magukat a'hélékat |
jellemezziik ilymédbn‘(fz,S]).

Ha A egy tetszl8leges tipusu algebfa, akkor Con(A)-nak,
azaz A kongruengiahéléjénak mondjuk az n-disztributivitdsa
alapjén dltaldban nem sokat tudhatunk az A struktuféjérél.
Lehet, hogy A-nak sok szémunkra érdekes ,jé" tulajdonsdga
van, de ok 1ehet»a véletlen (azaz érdektelen tulajdonsdgok)
'Vagy A kis elemszdma is. Més azonban a helyzet, ha A helyett
‘bizonyos algebraosztélyokat, példdul varietésokat tekin~
tiink. Ha rﬁgziteﬁt n-re egy V varietds valamennyi.algebré_
jénak kongrgengiahéléja n-disztributiv, akkor ebbsl V-nek
szémos fontos jé tulajdonsdga kovetkezik (Nation [52] alab-

jén pl. Jénsson [45] &s Baker [1] emlithetd).



Ertekezdsiinkben is algebraosztdlyokat (modulusok- va-
rietédsait és lokdlis varietdsait) prdébdlunk hidldazonossdgok-
kal, ezek végtelen dltaldnositdsaival és feltételes hdld-
azonosségokkal jellemezni. Az egyes algebrik (esetiinkben
gyliriik) jellemzése is hozzdjuk rendelt (modulus)osztdlyo-
kon keresztiil torténik. |

Kiindulépontként [42] &s Hutchinson [42] szolgdlt,
ahol teljesen meghatdroztik a gyliriik azon tulajdonsdgait,
amelyek a gylirii feletti valamennyi modulus kongruencia-
hdldjdban teljesiild hdldazonossdgokkal jellemezhet8k. A
rovidség kedvéért nevezzilk ezeket a gylirtik hdldazonossd-
gokkal jellemezhetd tulajdonségainak, Vizsgdlataink innen
"hdrom irdnyba indulnak. . )

El8szor, észrevéve hogy a héléaéonosségokkal jellemez~
het8 gyliritulajdonsdgok csakis a kérdéses gylirii additiv cso-
prtjétél filiggenek, Abel-csoportokra és modulusokra is ki-
terjesztjiik a gyliriikre ismert eredményeket. A legelsl fel-
meriild kérdés az, hogy mit tekintsiink az ,A feletti modu-
lusok osztdlya" helyett, ha A nem gylirii, hanem Abel-csoport.
Az A 4ltal generdlt lokdlis varietds lesz a megfeleld foga-
lom. (Ha itt varietdst vennédnk, akkor csak az exponense len-
ne A egyetlen jellemezhetd tulajdonsdga.) Igy természetésep
1ép fel az .{—kongruehciavarietéSz' fogalma, melyet - mint
lokélis varietds algebrdinak kongruenciahdldéi dltal generdlt
hdlévarietdst defimfdlunk. ([5]). Az {-kongrqenciavarieté-
sokat kiildn is tanulmdnyozzuk. l

- Mé&sodszor gyiirik végtelen hdldéazonossdgokkal (melyek-
ben a végtelen. . tényezds A\ és_\/ is megengedett) jellemez-
hetd tulajdonsdgeit vizsgdljuk. Bdr ezek is csak a gylird
additiv csoportjdtdl fiiggenek, vizsgdlati mddszeriink itt
mér nem vezetett el az Abel-csoportokig.

, Harmadszor pedig a gyliriik feltételes hdléazonossdgok=
kal, vagy mds szdéval univerzdlis Horn-itéletekkel jellemez-
hetd tuiajdonségait»keressﬁk. :

Mindhdrom.esetben Malcev (tipusu) feltételeket hasz-
ndlva kbzelitjilk meg a problémit. E feltételek részben
ismertek (Pixley [55], Wille [60]), részben &ltalunk ki-
dolgozottak ([6l vagy [11],[13]). A felhaszndlandé Malcev
feltételeket t6bbnyire nem teljes dltaldnossdgukban, hanem
csak a vizsgdlt kérdésre vonatkozdan (pl. modulusvarietdsok-
ra) fogalmazzuk meg. - - : _

Az értekezds végén a. gylirilkk hdldazonossdgokkal jelle-
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mezhetd tulajdonsdgaira tdmaszkodva két alkalmazdst édunk/
a kongruenciavarietdsok elméletében. A feltételes hidldazo-
nossédgokkal jellemezhetd gyﬁrﬁtulajdonségok a Malcev-felté-
telek vonatkozdsdban nyérnek'alkalmazést. A feltételes hdald-

azonossdgokra [ljl-ban nyert Malcev-feltételeket felhaszndl-

 va pedig uj megolddst adunk a hdldék szdprobléméjdra.

2.5. Fbgéimék;ﬂjé161ééek. E paragrafusban nemcsak Je-

161ésekkel és fogalﬁakkal, hanem esetenként az utdbbiak e-
“redetével és vizégélataink motivéciéival ig foglalkozunk;
E1l8szdr az értekezésben gyakran eldforduld Malcev (ti-
pusu) feltétel fogalmdt ismertetjlik. A'Grétzertél [BO/B,.
172-173. q.l ered§ elnevezést Malcev‘[49]_klasszikus!tétele
indokolja, amely szerint egy V varietds pontosan akkor kong-
ruencia-felcserélhetd (azaz algebrdinak kongruenciahdldi a
réléciészorzésra nézve félhélét alkotnak), ha 1létezik egy
olyan héromvélfozés, a V tipusdnak megfeleld f term, hogy
az f(x,y,y) = X_és az f(x,x,y) = y azonossdgok teljesiilnek
V-ben. Ennek mintdjdra egy, a fiiggvényvdltozdiban egziszten-
cidlisan kvantifikélt és végesszdmu egyenletb8l 4114 egyen-
1etrendszeft, melypenvaz egyes egyenletek fliggvényvdltozdk-
bS8l és individuumvéltozékbél épﬁlnek fel, erds Malcev-fel-
tételnek neveziink. Akkor mondjuk, hogy eéy er8s Malcev-fel-
tétel teljeslil egy v varietdsban, ha 1éfeznek aly nyelvében
olyan termek, melyeket a kérdéses fﬁggvényvéltozék.helyé—
re irva valéﬁennyi egyenlet V-ben teljesiild azonosséggé vé-
lik. Pé1ddul az emlitett névadd tételben a (If)(£(x,y,y) =
= X és f(x;x;y)_;.y) er8s Malcev-feltétel szerepel. Legyen
adva er6s Ma}cev—feltétel%knek egy U2,U3,U4,... megszidmlsil-

haté sorozata ugy,»hogy»tetszgleges V varietds és nx 2 ese-

tén, ha U_ teljesiil V-ben, ekkor U_,; is teljesiil Y-ben. ?L(Ezﬂ

ugy is fogjuk mondani, hogy az Ug sorozat n-ben gyengiilg.)



Ekxkor a (Bn)(Un)_feltéfelt Malcev-feltételnek hivjuk. Ha

K egy szémoséég, akkor X szdmu Malcev—felfétel konjunk;iéjét
X -gyenge Malcev-feltételnek fogjuk nevezni; Megjegyzend8, hogy
eéyszerﬁ szédmossdgi okok folytédn bérmely<ﬁ-gyenge\Ma10ev fel-
tétel egy alkalmas 2H;—gyenge Malcevjfeltétéllel ekvivalens.
Az irodalomban viszont tﬁbbnyife a-K,=VQ eseﬁ szerepel
gyenge Malcev-feltétel néven. A fenti kategdridkba nem sziik-
- ségképpen besorolhatd, de hasonld feltételeket pedig Mal-
cév—tipusu feltételeknek nevezziikk. A hatvanas évekt61_kézdve
a varietdsok igen sok Malecev-feltétellel jellemezhetd tu-
lajdonsédga vdlt ismeretessé. Mivel Csékédny [41 éS'Tayldr

[58] miivei remélhetdleg felmentenek a témakdrnek és irodal-
ménak részletes ismertetése aldl, pél@aként csak [19}—et és

a [17,181-ban szerepld Malcev-tipusu féltétéleket emlitjﬁk.

Az er8s Malcev-feltételek — bizonyitésuk kovetkeztében -~
gyakran egy naz n-rangu szabad algebréban ... teijesﬁl" a-
laku feltétellel is ek%ivalensek. Nevezziik az ilyen alaku
feltételeket, vagy az ilyenekbdl Ssszetett feltételeket
Malcev-szeri fgltétéleknek. Az eredeti Malcev tételnélvpél—
ddul az "{X,y,z} éital generdlt szabad algebrdban az (x,y),
illetve az (y,z) d1ltal generdlt C&y és ng kongrﬁenciékra
(x,z)€ C§Z° ng teljesul” Malcev—sZerﬁ felfétel az, amely
y kongruencia-felcserélhet6ségét jellemzi.

A kongruenciavarietdsok fogalmira (Jdnsson [46,47])
szinténvszﬁkségﬁnkilesz. Vezessilk be a kovetkez8 jeltcléseket:
Con(A) az A algebra kongruenciéinak héléja, s ha V algeb-
rik egy osztélya, akkor Con(g) =‘{Con(A): AE-X}.‘Tovébbé_
gga(i) =HS E'Con(y), a Con(y) dltal generélt'hélévarietés.

Egy U hédldvarietdst kongruenciavarietdsnak neveziink, ha

= ggg(y) teljésﬁi algebrdk valamely V varietdsdra (s ez

RS

esetben QQQ(X)-t”a_Ewkongruenciavarietésénak mondjuk). A

'héléazonosségokvkﬁzﬁtti,kongruenciavarietésokban tekintett

N
((w§@¢v>%M4RQ>
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k6vetkezményreléciét aé»élébbi médon értelmezziik. Legyen |
‘héléazonosségoknak egy halmaza (de egyelemii [ ='{W} esetén
csak X-t fogunk irni)_és legyen A egy tovdbbi héléazonos-
sdg. Ekkor a ,valahdnyszor " minden eleme teljesiil egy kong-
ruenciavarietdsban (illetvelegy héléban), mindannyiszor A is
teljesiil ugyanott" &1litdst | L)L —val (illetve "=\ -val)
je161jiik. | |
Mig (mint‘az el8z8 paragrafusban emlitettﬁk) dltalédnos
esetben az egyes A algebrékatva Con(A)-ban teljesﬁ16%hé—
1oazonossagok nem jél jellemzik, addig varietdsokndl més a
helyzet. Ezt, a kongruen01avar1etasok fogalmanak bevezeteset
is indokolva, az aldbbiakban a teljesség 1genye nelkul
(ehelyett Jénsson [471—re utalva) 8t érvvel 1llusztralguk
(A) & ng(y)—ben teljeslilé azonossédgok mdr tiikrdzhetik
a V varietéds lényeges tulajdonsédgait. Példdul ha egy V vari-
etdsra QRE(X) disztributiv,»akkor a Jénsson lemma [45] sze-
rint minden WSV osztdlyra E § P W = P.H § B W, ahol P,
111. B, az ultra—, i11. szubdirekt szorzatok képzésének ope-
rétordt jeloli. Baker [1] tétele szerint pedig, ha egy véges
A algebréra QQE HS P{A}) disztributiv (ahol P a direkt szor-
zatok képzésének operdtora, és H S E{A} az A dltal generdlt
varietds), akkorvA véges bézisﬁ, azaz H §,§{Ak véges sok a-
zonosééggal definidlhaté. A moduldris kongruenciavarietdssal
rendelkez§ varletasoknak is t6bb fontos tulagdonsaga valt
.ismeretesse, melyekr8l Freese és Me Kensic [2 ] ad egy tobb
mint szdz oldalas dttekintést. |
Bgy hdlét n-disztributivnak (1< n<w) neveziink (Huhn
[37,38]), ha az aldbbi i
X /\\/(yl 0< 1< <\/X/\\/(y 0<£i<n, i # 3): O<3<n)
pfdisgty;butiviﬁasnak“pgyezett és dlstn-nel jeldlt hdéls-
azbnosség teljeslil benne. Az l-disztributivités éppen a szo-

kdsos (&s dist-tel jelolt) disztributivitds. S ezzel vissza-

—_—

) Ublepes fouits
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tériink érveink felsofakoitatéséhoz.

(B) Szémos olyan eredmény sziiletett, amely szerint
' ]‘F%E A teljeéﬁl bizonyos ¢ és héléazonésségokra,
melyekre q’ﬁé-k . Ezekrdl (4s a kongruenciavarietdsokrdl)
Jénsson [47] jé éttekintést ad, igy csak distnF#= dist
és dist KL dist keriil most itt emlitésre. o

(¢) A (B) szerint nem minden hélévarigtés kdngruencia~
varietds , pl; az n-disztributiv hdldék varietdsa nem az (nz2].

(D) A (B)-beli eredmények egy része az (A)=ban felso-

"
rolt eredményeket.is erdsiti, hiszen a ,disztributiv he-

lyett a gyengébb "nmdisztributiv" feltevés is‘elegeﬁd6; 
() Pixley[SS} és Wille [60] tétele szerint minden A

hédldazonossig esetén varietdsok azon tulajdonsdga, hogy
koﬁgruenciavariefésukban.\l teljesiil, gyenge Malgev -felté-
tellel jellemezhet6. E gyenge Malcev—féltétel "er6s".a1kot6
régzei pedig egy algoritmussal fel is sorolhatdk. Egyes hé-
1éazenossdgok (pl, dist vagy modularitéds) esetén Malcev-fel-
tétel is ismeretes'(Jénsson [45], Day L?O]). Ezen (gyénge)
Malcev-feltételek jol haszndlhatdk kongruenciavarietdsokkal
kapcsolatos vizsgélatoknél. ‘
Megemlitjﬁk, hogy (A),..;,(E) egyike sem &llna fenn, ha

kongruenciavarietdsok hélyett Con(a)-t (a tetszlleges al-
gebfa) vagy gon(V)-t (V tetszdleges algebraositély) monda-
nénk; PE1ddul a négyelemii, nem ciklikus csoport kongruencia-
hédléja 2-disztributiv, de nem disztributiv. To%ébbé (amint ez
o Grétzer—- Schmidt tétellel ([32]) ktnnyen beldthatd) minden
hélévarietds Con({A}) alaku alkalmas A algebréra. (E)-vel
kapcsolatban pedig Gumm [33] -ra utalunk.

' Hasonléﬂalggﬁrék egy U osztélyéé Hu [36] nyomdn lokélis

varietdsnak nevezziikk, ha U zdrt az 8, Hy gf (véges sok ténye-

o
7’

z8s direkt szorzatok képzése) és D (irdnyitott egyesitések,

~

azaz injektiv morfizmusokkal képzett direkt limeszek képzé-



se} operdtorok mindegyikére. A ¥ osztdly &ltal generdlt
lokdlis varietdst (amely éppen. D H 8 gfy) a kés8bbiekben
més, ekvivalens médon definidlt ERE Eé—vel is jeloljiik majd.

- Egy U hélévarietdst {—kongruenciavarietésnak neveziink .
[5], ha valamely ¥ lokélis varietdsra U = Con(V). Minden
kongruenciavarietds egyuttal {-kongruenciavarietés, de nem
ismeretes, hogy igaz-e ez forditva.

Egy V (£-) kongruenciavarietdst minimdlis’moduldris ({-)
kongfuenciavarietésnak neveziink, ha tetsleegés U ({-) kong-
ruenciavarietds esetében JcV esetén U disztributiv.vagy

U:V.

~ ~

Gyiirtin mindig (nemcsak ezutdn, hanem ezeldtt is) egy-

ségelemes gyﬁfﬁt, moduluson pedig initér balmodulust Srtiink.

Egy R gyliril feletti modulusok osztdlydt (mely varietds)
Ré%gg jelﬁli; Ismeretes, hogy tetszbleges M modulusra

Con(M) és Sub(M) /(ahol az utdébbi az M részmodulusainak héléf
ja) izomorf (Birkhoff [2, Thm. 1, 159. o.]). A Sub(R-Mod) =
= {sub(m): Me R-Mod} &s Sub(R-Mod) = H § P Sub(R-Mod)
hdldosztdlyok izomorfia erejéig azonosak a Con(R-Mgg),'ill.
QQQ(Rj%QQ) héldosztédlyokkal. Igy 41litdsainkban az egyiket

a megfeleld mdsikkal helyettesithetjiik, és viszont; Né-
hdny gyliriire az aldbbi 4d1landd jeldlést vezetjilk be: Z az
égész szémok gyliriije, 2 a Z-nek mod(m) szerinti faktorgyﬁ-u
rije, Qoba raciondlis szdmok gyliriije, és p brimszémra Qp a

p-elemii test (tehdt Qp ¥ 2 ). Gyliriik, modulusok és Abel-cso-

P
portok esetén értelmezziik a Z elemeivel vald szorzdst is:

0.x = X, (n+1l)x = nx + x, (-n)x = -nx. Egy R gylirii egységele-

mét,1R3 vagy esetleg lAjelﬁli majd.

Legyen m,n € 2. Akkor mondjuk, hogy a D(m,n) oszthatd-
sdgi feltétel teljesiil egy R gyliriiben (jelben R=D(m,n); a

= jelet mds|esetekben is fogjuk a nes.=ban teljesiil ..."

roviditésére haszndlni), ha valamely x€ R-re mx = nlp. Hogy
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egy R gyliriibéen mely oszthatdsdgi feltételek teljesiilnek, az -
csakis az R - Sp-rel jeltlt spektrumitdl fiigg (Hutchinson [42])
A definicid kedvéért legyen (az egész értékezéé éorén) P a

primszdmok halmaza, cu pedig a legkisebb vegtelen rendszam.

|
Ekkor SR a kdvetkezd fuggveny. R‘ Pu{O}—alw+l ={O, l,... ,0})

S, (0) = mlnﬁjn: 1< n<w és RE= D(O,n)} =Aexp(R)', az R ka-

R
rekterisztikdja (itt min @ = 0), és p€e P-re Sp(p) =

n+1l n)}

= min{n: 0O<n<w és RED(p™~,p (itt .viszont min @ =w).

Az is ismeretes, hogy Gon(R-Nod) csak Sp-t81 fiige, azaz

sy =8
Ry ~ "R, 2

tovdbbd ismertek azon Pu{0] —> w+l fiiggvények is (ezeket

esetén Qgg(leMgg) = Gon(R,-Mod) (Hutchinson [42]);
spektrumoknak\fogjuk nevezni), melyek gylriik spektrumaként
felléphetnék (Hutchinson [42]) |

Legyen m egy végtelen reguldris szémosséé; Egy haldt
grteljésnek'neveZﬁﬁk, ha‘minden.é—nél kisebb szémosségﬁ nem
lires részhalmazdnak van infimuma és szupfemuma;_igigguléris
m-ekre nincs szﬁkség, mert.ha egy hdld valamely szinguldris
y—rerg-ﬁeljes, akkor g+-teljes is (Cfawley és Dean f3]). Az
m-teljes hélék‘elméletében természétes médonvlépnek fel az
g—termek.ﬁmelyekben, egyeldre csak durvén'szélva, barmely
m-nél kevesebb tényezds /\ és \/ is megengedett miiveletjel-
ként),vés az g—azonosségok (p< g alaku jelsorozatok, ahol
p és q m-termek). Példdul Funayama [28] & (metszés)disztri-
butiv azonossdg végielen megfelelljével (ez‘persze osztdly-
nyi sok m-re egy-egy g—azonosség teijesﬁlését jeienti) és du-
dlisdval jellemezte a teljeé Boole-hdldk teljes részhdldi-
val izomorf teljes hdldkat (1d. még Grétzer [29, 92. o.])
Megjegyzend§, hogy az }Q~azonosségok és a hédldazonossdgok
fogalma egybgeéik’(modulo hdldelmélet). Ha m értéke nem lénye-
ges, m—azoéosségihelyett végtelen (hd16-) azonossdgot is mon-
dunk (amely lehet véges is). |

Feltételes hédldazonossdgon, vagy mds szdéval (univerzidlis)
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hélé Horn formuldn egy (poé.qo& ..‘.&pts ét) =>p<q
alaku, rendszerint X -vel jeldlt és védltozdiban univerzé-
lisan kvantifikdlt itéletet értiink, ahol —1£ft<cv és Disy. -
q;sP,q hildtermek. (A t = -1 esetben X ap<q héléazonosség)f_
A mondott alakkal kaﬁqsolatban érdemes felhiVni‘g figyelmet g
arra, hogy a ,<£" Jjelek , = " jelek helyetti hasznélata |
nem Sérﬁi az dltaldnossdgot. Egyrészt pl. a fenti;ﬁ ekvi-
valens a (pol\ Ap=qp& « -+ &Py A qt=qt)_:ﬁ; p A g=p alakuval.
Mésrészt legyen X7 eey (p(’):q(’)& v X p%=q1’;) = p=d alaku
feltételes hédldazonossdg, melyben a fellépd valtozdk halmaza
X. Vegylink egy azonos elemszdmu, X-t81l diszjunkt Y halmazt,
egy Y:X—>Y bijekcidt, és jelSljlik rendre pi’,qi’,p”,q’3—vel
azon termeket, melyek a’pi,qi,p’,q’ termekb8l ugy keletkez-
nek, hogy minden x€ X vdltozdét x@-re cseréliink ki. Ekkor
X’ ekvivalens a ‘
(pp<ahbkap<phh py’< ah’& 94’ < Y& ... kal’< py’) = p'A =
<q’ADp”’ feltételes hdldazonosséggal. Hasonld a helyzet
“a (végtelen) héléazonosségok vonatkozdsdban is.

Egy A (végtelen) héldazonossdgot vagy feltételes hdld-
azonbsségot reguldrisnak neveziink, hg Con(R—Mgg)szl' igaz-
sdgértéke csak az R gyliri spéktrumétéi fligg. Erre a megklilon-
bdztetésre azért lesz sziikség, mert tobbnyire csak'reguléris
A-krél tudunk majd érdémlegeset d1llitani. |

Most dttekintjiik aAfeltételes.héléazonosségok Malcev
(tipusu) feltételekkel vald jellemezhet8ségét. Eldszdr is ne-
vezziink egy V varietdst n-felcserélhetdnek, ha bdrmely A
algebrijdban két tetsleeges,:mondjuk ® és'?'kongruenciéra

‘®°"§(°®°“Y_O.v..' = YoBo Yo@o ... (s ekkor =®V‘:t_r( ) teljesiii,
ahol mindkét szorzat n-tényest.és ° g reldcidk szorzdsdnak
a jele (n> 2). Ismeretes (Herrmann és Poguntke [35], [13]),
hbgy ha V egy p-felcserélhgt6 varietds, akkor a y-beli'algeb—

rék kongruenciahdldéiba bedgyazhatd hdlék ‘I § Con(V) osztdlya



“(ahol I az izomorf algebrdk vételének operdtora) kvizivari-

etds, azaz feltételes hdldazonossdgokkal definidlhatd osztdly.
Ez a kvdzivarietds egyszeriibb konstrukcidval (5 és S alkal-
mazdsdval) adddik, mint a H, S és P operdtorok segitségével
nyerhetd kongruenciavarietds. Az I S Con(R-%gg) (R gyﬁrﬁ)
‘alaku kvézivarietdsok vizsgdlatdt Hutchinson kezdte meg

[40] -ben. Adott % szdmossdgra jeldlje R-Mod(«) a legfeljebb

M-szémoéségu R-modulusok kategdridjdt. Ekkor, Hutchinson

[40] -beli elméletének fététele szerint

(1.1) Az I 8 Con(R,-Mod) & I S Con(R,-Mod) tartalmazés.

e AN ~orv fv\/\v

pontosan akkor teljesiil, ha bdrmely végtelen # szédmosség

esetén létezik egy RI-MQQ(K)-—>R2—MQQQ egzakt bedgyazd

funktor.
g /

Hutchinsonw(l,llfre adqtt”, tévolrél sem koOnnyli bizo-
nyitdsa komoly appayétqstAkivén_(Abelfféle kategdridk és
moduldris h4ldk elmélgﬁg)i és egy helyen ([40, T79. 6. és
Prop. 8]) az erds kivdlasztdsi axiémdt (a halmazok osztdlydn
1étezik kivdlasztdsi fliggvény) is igénybe veszi. A nem ép-
pen konnyen kezelhetd (1.1) feltétellel sikertilt bizonyos
(de nem az Gsszes) R, és R, esetén a (célul kitiizdtt)

‘? .

I S Con(R,-Mod) £ I 8 Con(R,-Mod) tartalmazds igazsdgértékét
gyiriielméleti feltételekkel jellemeznie, illetve meghatdroz-
nia. E tartalmazds viszont pontosan akkor igaz, ha minden
Con(Rz
-Mod )-ban is teljesiil. Ha p Con(V)-beli teljesiilését

-Mgg)-ban teljesiild X feltételes hdldazonossig
Con(R1 » ‘
n—felcserélhet6 V varietdsok esetén Malcev-feltétellel jel-
lemezni tudndnk, akkor az (1.1)-beli z\gACoﬁ(Rl-%gg) é

€I 8 Con(R2-¥3g),kérdéShez egy uj, és a kategériaelméletet
elkeriil8 uton kozeledhetnénk. Ezen elképzelést a.[421—beli
médszer mellett az is megalapozza, hogy Taylor [Sé] és

Neumann [53] elegdns kritériummal jellemezték a varietdsok

(er8s) Malcev-feltétellel jellemezhetd tulajdonsdgeit, s

N
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ezt felhaszndlva JénssonA{}7] kimutatta a szdban forgd
Malcev-feltételnek (1éga1ébbis)'a 18tezését. Jénsson [47]
egyuttal néhdny megoldatlan probiémét is emlit X fel-
tételes hdldazonossdgot jeldl):.

-(1.2) Tetszoleges (nem feltetlenul n-felcserelheto)
V varietds esetén Con(x F== X | jellemezheté-e gyenge Mal-
cev-feltétellel? | , |

(1.3) Ha v n-felcserélheté; Con( ) = % Jellemezheto e
erds Mélcev-feltétellel?

Mig az (1.3)-ra a VI. fejezetben negativ vdlaszt adunk,
az (1;2) probléma csak részben megoldott. Annyit tudunk\([lS])
hogy ha '7(-re telje'sﬁl a Whitman-feltétel (1d. (_5;13) el8tt),
akkor Con F==f. éﬂs—gyenge Malcev-feltétellel jellemézhef6
(ld. meg-[}O,lZ]; ahol X a VI/3. §-ban SI, -sel jelolt met-
széséfélngdisztributivités, vagy ennek dudlisa). A [151—be—
1i 2()-gyenge,Malcev-feltétel neros" 6sszefev6i‘a1goritmus—

sal nyerhetdk.

| Terminolégiénkkal Grétzerv[ZQ] és [30] konyveit kovet-
jliik az aldbbi eltérésekkel. Algebrék és tartdhalmazaik ko-
z06tt neﬁ teszﬁnk jelclésbeli kﬁlﬁnbséget; Félreérthet6sége
miatt a "pollnom" szé haszndlatdt elkertiljiik, és helyette

termet

termfiiggvényt mondunk. Az f(XO’f“’Xn 1) az aldbbi rov1debb
médon is jeldljiik: £lx;: i< n) vagy flx: x€X), ahol X =
= {XO"“’Xn-l}f Ez természetesen csak jelslés, és dltald-
ban koréntsgm j¢l¢nti azt, hogy az f(x: x¢€ X)»térm, vagy
az dltala indukdlt termfliggvények a vdltozdk permutéciéival
szemben invaridnsak lennének. Ennél a jelﬁiésnél mindig fel-
tesszﬁk,_hogy”X'jélrendezett, s ha ilyen rendezést nem adunk
meg, akkor tetsleegeseﬁ rogzitett jélrendezés vehet6; (A /\
és X/ miiveleti jelek kivételt képeznek, ezek definicié sze-

rint kommutativak lesznék), Termek‘és dltaluk indukdlt term-

)



fﬁggvények k6z6tt nem teszﬁnk'jelélésbeli kiilonbséget. Az
£(x: x€X) jelslést végteien X halmaz esetén is mégenged—
jﬁk§ ekkor az X feletti abszolut szabad kifejezésalgebfa
egy elemét jelsli, s az_?(x: x€X) term éltai indukdlt

f(x: xe€X): AX#4>A termfiliggvény csak véges sok vdltozd-

jétél_fﬁgg; Héldtermek felirdsakor a A és v helyett rend-
‘'re a *+ és + miiveleti jeleket is haszndljuk, az utdbbiakkal
zdréjelet takaritunk meg (pl. iy+z és (xA y)V z azonos ter-
mek). A "}=" jelkombinéciét,olyankor haszniljuk, ha a bal
oldaléﬁ 4116 jeldlést akarjuk bevezetni a jobb o%dalon 411é
Kifejezds roviditésére. Beyéb kitétel hijén az ,algebrdk
osztédlya" hasonld algebrdk osztdlydt jelenti. A pozitiv egé-
szek halmazdt N fogja jelélni;_{

Ha hivatkozds sordn a sZerz6 neve elmarad,‘akkor ennek
az aldbbi hdrom oka lehet: . |

— a szerzdt ugyanabban vagy az e16z8 mondatban mdr em-
11 tetbiik; |

- az_értekezés.szerz6jér61 van szd;

- az értekezés szerzdjének tdrsszerzlként része van a
kérdéses eredményben.

Ha csak az egyik tdrsszerzd neve marad el, akkor az idé-
zett eredmény (vagy'bizonyités) csakis a mdsik szerzdtdl
szérmazik; Bz csak [161-fa és [42]-re vals hiﬁatkozésnél
fordul majd eld, melyekben filiggetleniil elért eredmények ko-
258 publikéiéséréi ven szé (megemlitjiik, hogy (42, 272. o.]
1e1térszerﬁep megadja az egyes szerzlk hozzdjdruldsdt). A
tdrsszerzdvel irott [17,18943J. . az I/? paragrafﬁsban csak
a témakdr teljesebb dttekintése kedvéért szerepel, bell-
'iﬁk eredményeket idézni vagy felhasznélni nem fogunk.

Az eddigi megéllapodésok, definicidk és jeldlések az érte-

kezés egészére vonatkoznak, t6bbségilket ismétlés és utalds

nélkiil fogjuk alkalmazni.
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3.§. Eredmények dttekintése. A teljesség igénye nélkiil

az értekezés eredményeit az aldbbiakban tekintjik &t.

A II; fejezetben 6sSzegyﬁjtjﬁk az f—kongruenciavarie—
tédsok egyszeriibb tulajdonsdgait. Ramutatunk (gyakran mésok
eredményeire hivatkozva), hogy ezek tanulmdnyozdsa is indo-
kolt az el8z8 §-beli (A),...,(E) alapjdn. Blékésziiletet te-
sziink a harmadik fejezetre, ahol az £—kongruenciavarietésok
fontos szerepét_jétszanak. Eszrevesszﬁk, hogy a minimdlis
moduldris {-kongruenciavarietésok ugyanazok, mint a Freese
[24,25] &41tal meghatdrozott minimilis moduldris kongruencia-
varietdsok. Az értekezés fejezetbeli £ eredménye a (2.9)
tétel, mely szerint az l—kongruenciavarietésdk hdlét alkot-
nak;

A III. fejezetben a [42;-beli eredményeket és Hutchinson
[42] -be1i eredményeit &ltalédnositjuk; az eredeti eredmények
'kavefkezményként szerepelnek. Kideriil, hogy Abel;csbportdknak
s modulusoknak is pontosan az oszthatéségi feltételekkel
ekvivalens tulajdonsdgai jellemezhet8k hdldéazonossdgokkal, s
a spektrum itt is meghatdrozza az oszthatdsdgi feltételeket.
Az dltaldnositds csak uj eszkoztket ({—kongruenciavarietés
és Pixleyfalgoritmus) igényel, a kordbbi megfontoldsok ezek-
re tobbayire kdnnyen vihetlk &t. Igy itteni f& eredménynek
& mdr [42]-ben is szerepld (3.7) kﬁvefkezményt taftjuk,
mely szerint pontosan az oszthatdsdgi feltételek a gyliriik
héléazonosségokkal jellemezhetﬁltulajdonségéi;

A IV. fejezetben a hdldazonossdgokhoz gyenge Malcev—fel—'
tételt rendeld algoritmusnak (wille [60], Pixley [55])_égy
kézenfekvd transzfinit &1taldnositdsdt adjuk végtelen hdlé-
azonosségokra, az egyszeriiség kedvéért csak modulusvarietd-
sok esetére. Majd a kapott Malcev-szerﬁ felféte;ekre tédmasz-
kodva gylirilk végtelen hdldéazonossdgokkal jellemezhetd tulaj-

donsdgaival foglalkozunk. Bdr a véges esethez hasonld befe-
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jezettséget nem tudtunk elérni, a reguldris végtelen hélé-
azonossdgokkal jellemezhetd gyﬁrﬁfulajdonségokat a fejeéetqéf
1i 8 eredménynek séémité (4.11) tételben meghatérozzuk.

Az V; fejezetben, az (5.2)_téte1ben gyliriik
(31)(D(mni+l,kni)) alaku tulajdonsdgait konkrétan megadott
“regulédris feltételes‘héléazonosségokkal jellemezziik, és regu-
léris feltételes hédldazonossdgok egy tdg (az m # O esetnek
megfelel6}_oszté1yéra mutatjuk meg, hogy veliik mésfajta
gyliriitulajdonsdgok nem jellemezhet6k. Médszerként Malcev-sze-
rii feltételeket dolgozunk ki az (5.1) tételben. Az e18z8
f‘paragrafusban megfogalmazotg célnak megfelel8en Hutchinson [40] -
beliyiaz. I § Con(R;-Mod) € I § Con(R,-lod) problémira vo-
natkozd eredményeinek egy része kévefkezményként adddik, Fe-
jezetbeli £8 eredményeknek az (5.1) és (5.2) tételeket tartjuk.

| A VI. fejezet az alkalmazdsoké. A harmadik fejeiet.f6
eredményének felhaszndldséval igazoljuk a EZ- kovetkez-
ményreldcid kompaktsdgdt és algoritmikus eldonthetd8ségét
abban a spéciélis eSetben, amikor a jobb oldalon a disztri-
butivitds szerepel. A , O KEE  dist ?" elddntésére a (6.3)
tételben adott algoritmus ismert A distv tipusu eredmé-
nyek igaéoléséfa is haszndlhatd. Az (5.2) tétel segitségével
negativ Vélaszt adunk Jénsson (1.3)-ban idézetf problémédjé-
ra ((6.5) kﬁvetkezmény). Malcev-szeri feltételek haszndlatd-
val (!) nyeriink egy uj és az eddigieknél hatékonyabb algo-
ritmust a haldk széproblémdjdra ((6;6) tétel); A fejezetbeli
két f8 eredmény a (6.3) és a (6.6) tétel. A
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II. { -KONGRUENCIAVARIETASOK

1.§. A hdrom definicid és ezek ekvivalencidja. A lo-

kdlis varietdsok (,locally equational class") fogalmét Hu
vezette be [36(-ban. A definicid kedvéért legyen F egy

%  tipusu algebra részhalmaza, p,q'pedig n-véltozds
T-termek. Akkor.: mondjuk, hogy‘'a p = q azonossig teljesﬁl'
F-ben (jelben: p F 9, ne tetsz8leges (al_,az,...,an) er?

esetén p(al,...,a ) = q(al,..;,a ). Algebrdk, mondjuk <

n n

tipusuak, egy'y{ osztdlydra jeloljiik Loc V -vel azon A
‘T-algebrik osztdlydt, melyekre teljesiil az aldbbi
naz A minden véges G részhalmazdra létezik V-beli

algebrdknak egy véges {Bi: i<k} csalddja és ;L< k-ra
Bi-n_ek egy Ave'_ges .Fi x;és-zhalmaza ugy, hogy valahidny-
szor egy p=4q “t‘-ja_,zonosség minden i< k-:r,'a teljesiil
Finen, mi’ndannyiszor P g q"

Feltétel. -'¥

" Egy V algebraosztdlyt lokélis varietdsnek nevesziink, he

V=Toc V. Tetszlleges U algebraosztdlyra Loc U a legsziikebb

U-t tartalmazd (azaz az U dltal genmerdlt) lokdlis varietds.
A fogalom a varietdsok fogalmét___éltala’nositja, sok hasonld

vondst megtartva. Pl, tetszdleges U algebraos'ztéflyra Loc U =

= R HS PU, és g pontosan akkor lokélis varietds, ha a H,
S, Pe és D operdtorok mindegyikére zdrt. Ha V varietds, ak-
kor a lokéli_san véges V-beli algebrdk (tehdt azok, melyeknek
a végesen generdlt részalgebrdi véges;ek) lokédlis varietdst
‘alkotnak, Ezek szerint pl. ez Abel-féle to_fziécsoportok
lokdlis varietdst alkotnak, amely viszont nem varietds.

A 1okél:;Ls varietdsok fenti (4s telje‘s egészében Hu \
[361-b61 klestnzstt) ismertetése utdn az { ~kongruenciavari-
etdsokat 'héromféle médon is definidljuk. A hdrom definici- (.

ét ugy nyerjiik, hogy i helyére rendre az
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(a) lokdlis varietds
(b) egyetlen algebra dltal generéltqukélis varietds
(¢) S-re és Bo-re zért osztdly

kifejezéseket helyettesitjiik. Megjégyzend6, hogy bér‘

‘algébraosztélyok jelz6$kénf (a), (b) &s (e¢) kbziil semelyik

ketts sem egyendértékii (Hu [36]), az aldbbi definicid (a),
(b) és (c) véltozatai ekvivalensek.

(2.1) Definicid. Egy U hélévarietdst { -kongruenciavari-
etdsnak neveziink, ha E = QSE(X) = E § g ConQX) téljesﬁl
valamely V @ -re,

Miel8tt e hdrom definicié ekvivalencidjdt igazolnédnk,
nézzﬁk meg, hogy hogyan alakulnak a bevezetésﬁen felso-
rakoztatott érvek f—kongruenciavarietésok.esetén; Mig az
(A) sordn idézett Jénsson lemménak lokélis varietdsok esetén
is van megfelelSje (Hu [36]), addig Baker véges bdzisra vo-
natkozd eredményének_megfelelSje nem ad ujat (mert véges
A-ra Qgg{Aﬁ nyilvén varietds [36] ). (E)-vel kapcsolatban
isme{tetni fogjuk'a Pixley-algoritmust. A (c) véitozat
célja\pedig eredményeihk er6sitése; mér most érdemes hang-
sulyozni, hogy kés6bbi (ITI. fejezetbeli) ereéményeink
tﬁbbségében & Loc helyett az S Pe (szintén lezdrdsi opersd-

tor) is vehet$.

2.8, Wille—Pixley elgoritmus. Bir Wille [60] -beli &s

Pixléy [55]-be1i algoritmuss X¥nyegében azonos, . rendre

Willére, illetve Pixleyre fogunk hivatkozni akkor, ha

- az algoritmus eredményeként 2ddsé Malcev-tipusu feltételt

varietdsok, illetve lokdlis varietdsok esetében alkélmaz-

zuk, Az algoritmust avval a formei eltéréssel ismertetjﬁk;

hogy gréfoﬁat is szerepeltetiink. Minden fellépd grdf irdnyi-
tatlan, két szbgpontja bal és jobb végpont néven ki lesz

tiintetve, s e végpontokat dbrdink megfeleld szélein helyez-
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zilk el. A gréfok éleit szinezzi@k, pédrhuzamos élek fellép-
hetnek,. hurokélek viszont nem. Ha Gy és G, két ilyen grif,
,akkor beldliik soros kapcsoldssal egy -ujabb gréfot készithe-
t.iink. Soros kapecsoltjukat, Gl 0o G2 -t ugy kapjuk, hogy G1
és G, diszjunk\t unidéjédban G, Jobb v‘égpontjét. és G, bal vég_
pontjdt egymdssal azonositjuk ((2.2) &bra). Gy bal (ill.

G, '‘jobb) végpontja lesz az uj graf bal (ill. jobb) végpontja.

2
Adott 'Gi (iEI) grafokat pedig vpérhuzamosan is kapcsol-
hatunk. Pdrhuzamos kapcsoltjuk, /\(Gi: i €I) (de véges I
esetén értelemszeriien mds jeldlést is haszndlunk) pedig
ugy keletkezik ((2.3) ébz;a) v hogy a G;-k diszjunkt egye-
sitettjében az egyes G -k bal, ill. jobb vegpontgalt 820~
nosut,juk egyetlen szdgponttd, amely a /\(G i €I) bal,
ill. jobb végpontja lesz. Tetszoleges G grif esetén V(G)
és E(G) a G szdgpontjainak, illetve éleinek halmazit je-
151i. Egy x-szel szinezett, az a és b szbgpontokat Osszeks-
t8 élet (va,x-_,b?-lvelk fogunk jeldlni; I(a,x,b) és (b,x,a) azo-
nos élet‘ jelol. Abban is célszeri megéllapodni, hogy ameny-
nyiben V(G) elemeit rendszdmokkal indexél'jciik, ‘a 0 és 1 in-
dexet a bal, ill. a jobb végpont/kapja. Erdemes hangsulyozni,
hogy \eddig (a kés8bbi hivatkozdsok kedvéért) végtelen gri-
fokat is megengedtiink. |

Legyen X egy véges, nem lires vdltozdhalmaz, és legyen p =
= plx: x €X) egy, a A, © és V miiveleti jelekbdl feldpiild
term. (Ilyen tipusu termeknek —melyeket AoV-termeknek is
fogunk nevezni-—a vdltozdéit csakis valamely A algebra kong-
ruencidival fbgjuk interpretdlni, bdr p kivezethet a kongru-
encidk koréb8l, Ha u és v egy A algebra reflexiv relécidi,
akkor az uAv, uev és uvv reflexiv reldcidk jelentése
rendre unv, {(x,y)fl@: 3z € 4)(xuz és zvy)} s
U(u oveuove,.., (n tényez8): 2= n<w@),) Tetsz8leges

2<k<co esetén p szerinti rekurzidval egy G (p) gréfot de-

l
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finidlunk. Ha p €X (azaz p vdltozé), akkor G‘r‘k(p)’ egyet-

len p-vel szinezett é1b8l 411, amely a két végpontot koti
D

bssze: o —o0 , tovdbbi élek és szSgpontok

nincsenek. A P = PyADy P = D0 Dy s p = P,V p, ese-
tekben pedi»g Gl‘gp) legyen rendre G}épl)/\ Gk(:p2)’ Gk(pl).*’ Gk(p2)
és Glépl) o Glépz) ¢ Ciépl) ° Gépz)" «.. (k tényez8, a soros
kapcsoldsi miivelet asszociativitdsa miatt nem zdréjelez-
tiik) .

| Legyen q=q(x: x€X) egy mdsik .AoV-term, és m,n 1-nél
nagyobb egészek. Egy G(m,p=< q,n) gréfot fogunk most defi-
niéln-j.; El8sz8r x € X-re legyen e(x) a Gm(p) sz¥gponthalma-
za £616tt a legsziikebb olyan ekvivalenciareldcid, mely tar- |
talmazza az {(a,'b); (a,x,b_)é E(Gm(p))} reldecidt. A
G(m,psq,‘n) gréfot }pedig ugy kapjuk a Gn(q)-4b61, hogy
minden x€ X-re és a Gn(q) minden x-szel szinezett (é’,x,b)
. é1ére ezen’ &l x szinét az e(x) szinre cseréljiik ki; (Azaz
minden (a,%,b) € E(G_(q)) 61b81 (a,e(x),b) lesz.) Abban is
41lapodjunk meg, hogy V(G (p)) elemeit rendszdmokkal in-
dexeljiik, &s veV(G (p)) esetén ve(x) jeldli a V(G (p))
legelsd olyk_j elemét, melyre (u,v)€ e( )t (A legelsd itt a
V(Gm(p)) - . . rogzitett jélrendezésére vonatkozik, g
rendszdmokkael indexelt V(Gm(p)') esetén legyeﬁ e jélrende~-
zés az indexek szerinti.)

Péladul, ha p=(xvy)A(zvt) s q= ((xv z)A(yvit)) v

v((th) (sz)), akkor G (p) és G(2,p 4,2) a (2.4) &b~
G40 Gy,

(2.2) Abra
= /\(.Gi‘: i<2):

GoAGy

' ¢ . 2 ;
(2.3) Abra ' T (2.4) Avbra
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rén 1éthaj;6; (Bgy e ekvivalendia helyett a megfeleld osztd-
“lyozdst adjuk'meg, {VO,V27[ helyett 02-% i.runk, stb.)

Legyen V=V(Gm(p)) és F:é v(G(m,p£€q,n)). P elemeit
'V £516t+t1 temsiimbjélﬁmoknak" (avagy fiiggvényvdltozdknak, hi-
szen e termek tipusdrél egyélc’ire' nem mond tunk semrr;it) fog-
juk tekinteni, és ez esetben az fo s £y végpontokhoz az
folv: vev)=vy és £;(v: vEV)=v; un. végponti azonos-
ségokat, a G(m,p=q,n) fetszé"leges (f,e(x),g) éle’hez pe-
dig az flvel(x): vev) =g(ve(x): v eV) azonossdgot rendel-
jiik’. Az U(m,p=q,n) erds Malcev-feltétel pedig legyen az
alébbis _ : S
JLéteznek f(v: vev) (f €F) termek, melyekre a két
végponti azonossig és a G(m,p= q,n) éleihez rendelt azonos-
sédgok teljesiilnek". '

Més széval (v.8. bevezetés), U(m,p= q,n) a két végponti
egyenletb8l és a G(.:m,.pg q,_n) _éleihez rendelt egyenle‘bekbé’i
8116 egyenletrendszer, melyben V elemei individuumvdltozdk,
F elemei pedig fl’iggvényvéltozék; |

Az emlitetf_ példa esetén U(2,p<q,2) a kivetkezd: ,1é-

teznek fj(vi: i<3) (j<6) termek, melyekre az

: . O

nosgégok és az fo(yc;,vl,vo,VB) = fB(vO,vl,vO,vj)
fO(vO’vl’vl’VB) = f4(vo,v1,vl,v3)

. fz(VO’Vl’v2’vO) = f3(vo,vl,v2,vo) |

\ fZ(VO’vl’v2’v1) = f4}(vo,v1,v2,vl)
f2(VO’v1’vO’v3) = f5(vo,v1,vo,v3)
fz(vO’vl’vl’VB) = f6(iro,v1,vl,v3)
fl(vo,vl,v2,vl) = f5(vo,v1,v2,v1)

| fl(vO’vl’v2’vO) = f6(vo,v1,v2,vo)
azonossigok teljesiilngki,'. (E feltétel némileg egyszertibbé
'Yélik, ha a végponti azonossdgokat elhagyjuk, és fqofy he-

lyére a'vo, vy projekcidkat irjuk.)
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(2.5) Tétel (Pixley [55]). Legyen p<q egy AoV-8z0-
nossiag, A pedig egy algebra. Ekkor az aldbbi hdrom felté-
tel ekvivalens: . ‘

(i) Minden BE I:/g/g{A% -ra p£q t_eljesﬁl B tetszb-
1e.g'es 'kongruenciéir?; '

(ii) Minden m»2 &s az A minden F véges részhal- |
maza esetén létezik n=n(m,F,A,p,q)= 2, hogy U(m,p< q,n)
teljestil F-ben. (Azaz A tipusdnak megfeleld &s FP-t81 is
fiigg8 alkalmas termfliggvényekre az U(m,p< q,n)~beli egyen- ’
letek F-ben azonossdgként teljesiilnek. ) | | |

| (1ii) Minden m>2-re és A minden véges F részhal-

mazara 1ete21k Ny =1, (m,F, A,p,q)>2 hogy nz ng ese’cen

U(m ,p<q, n) teljesiil F-ben.

Megjegyzend8, hogy Pixley ’[55] -ben (iii) implicit. bDefi-
niciénk szerint U(m,p= q,n—) nem teljesen egyértelmii, pl. |
fﬁgg a Gm(p) Asz&jgporit_j_ainak rendezésété'i. Bonyolultabb de-
finiciékkai a teljes egyértelmiiség is elérhetd lenne, de
’célézérﬁ inkébb.‘abba‘ni-megéllapod'ni (egyuttal a késdbbi fe-

jezetek vonatkozdsdban is), hogy az egyebkent egyenertéku

lehetosegek kozul egyet rogzitettnek gondof nk es azt a'

I
——— t

[
/kérdeses erds Malcev . feltételnek tekintjiik. Spec1alls eset-

A

ként adodlk‘a

(2.6) Tétel (Wille [60]). Az 1828 tételbeli p<q akkor
és csak akkor teljesiil égy V varietds minden algebi‘éjénak
kongruencidira, ha bdrmely m>2~re 1étezik n=>2, hogy‘

Ulm,p= q,n) teljesiil Y-ben.

/A fenti két tételben szereplé U(m,p= q,n) nyilvin
gréfok nélkil is definidlhaté (Pixley [55]). Az aldbbi 41-
litds (s a késdbbi fejezetek) szerint a gréfok haszndlata

természetesnek tiinik. Legyen A egy algebra, p= p(xV: x € X)
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egy Aov-term, k> 2, tp Apedig egy, az X-étA A reflexiv,
szimmetrikus és kbmpatibilis reldcidinak halmsezdbsa képezl
1eképe2és. Egy V(Gk(p))‘-%—» A leképezést (fJ-re vonat-
kozd 8sszek8t8 leképezésnek hivunk. (s erre az esetre a
(tF "{/) G (p — A jelﬁlést haszndljuk), ha tetsz8leges
(a,x, b)GE(G (p)) e‘setén (aﬂf/ b’f’)({ icp. Ha valamely c¢,d € A-ra
1étezik  (P,4): G (p —> 4, hogy (bal végpont) Y=c és |
(jobb vegpont)'\}/- d, akkor c-t és d- t, ((f -re vonatkozoan)
Gk(p)—vel OsszekOthetének nevezziik. Az aldbbi éllités a de‘fli-
nicidk egyszerii kﬁvetkezménye,\ igy nem igazbljuk.

(2.7) gréfiemma ([12]). 4z el8bbi jelslések mellett
u,v€ A-ra  (u,v)e p(xcp:xe X) pontosan akkor teljesiil, ha
valamely k>2-re s v ¢ -re vonatkozéan G, (p)-vel Bsz-

szekbthets.

3.5. Az Y,v-kong.:'rueheiavar:‘i.:etésok. nilét aikotnak. A§ ci-

mében szerepld &11itds mellett a (2.1) (al), (b) és (c)
definicidk ekviyal_gxiciéjét is igézoljuk-;- é:f'demes e két
bizonyitdst egyszerre végezni. A bizonyitds t&bb lépésre ta-
golhaté. . -

(2.8) .S'ég»é'dfét'ejjz,' Tetszlleges A "_z"-_-tipusu' algebréhoz.

létezik olyan € tipus és ¢~tipusu B algebra, hogy
con(Loc{A}) = Con(Loc{B}), 6 ~ben nincs 0-vdltozés miivele-
A AR AN AAN .

ti jel, és B-nek van egyelemii részalgebrija.

Bizonyitds. A egy alkalmas reduktjdt fogjuk megadni

B-ként. Rb'gzitsiink egy bEA elemet, legyen H:= {F: FCA,
b€F és F véges}, és legyen 3 a Gon(Loc{a})-ban teljesii-
18 héléazonossa’gok'halmaza ' (Bér tetszlleges elemét
A-val fogjuk jelb’lni,_ A s P=4q feltehetd.) A Pixley

(2.5) tétel szerint minden m>2, FEH és X €2 esetén
1étezik egy n=n(m,F,A,A) 22 ugy, hogy U(m,‘x,n) teljesiil
F-ben; Igy létezik T-termeknek egy olyan T(m, ,F) halmaza, .
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hogy ezen termekre F-ben teljesiilnek az Ulm, A ,n)-ben kirdtt
azonossdgok. Legyen B tartdhalmaze A alapmﬁveletei pe-
aig az U(T(m,2,F): m22, €2, PEH) -beli termPiige-
vények legyenek. A Pixley-tétel szerint QQE(&QQ{A§) =
QEE(EEE{B})’ O-vdltozds miiveletek B-ben nincsenek. Az |
U(m,JJ,n)-ben megktvetelt azonossdgokbdl a ¢(m,A ,n) Sssze-
filigg8sége folytéﬁ a kérdéses térmek idempotencidja is ko-
vetkezik. Igy T(n,a,,F) elemei F-ben idempotensek, tehdt
{b} részalgebrdija B-nek. | E Q;e.d.

(2.9) méter ([5]). Ag'f—kongruenciavarietéSOk a

tertalmazdsra nézve teljes hdldt slkotnak. Ebben a hilé-

ban Zékongruenciavarietésok tetszbleges halmazdnak az egye-

sitettje megegyezik a hélévarietésok hdldéjdban vett egye-

sitettjiikkel.

Megjegyzés. Megoldatlan probléma (Jénsson [47])
ezzel szemben az, hogy a kongruenciavarietdsok hdldt al-
kotnak-e a tartalmazdsra nézve. |

Bizonyitds. Csak a (2.1)(b) definicidt alapul véve iga-

zoljuk az &l1itdst, de az aldbbi (2.10) a definicidk ek-

v1va1enc1a3anak 1gazolasakor is hasznos lesz. Ha egy O-ele-

|
mes/parclalisan rendezett ha}maz minden nem iires reszhalma—

zanékwan smpreﬁﬁﬁé, ‘akkor ez & halmaz teljes hdld (Grétzer
[29, 24, o.] . Ezért elegend8 megmutatni, hogy

(2.10)»Segédtéte1. Tetsz8leges nem iires I indexhalmazra

és Ai »?i-tipusu algebrdkra 1létezik olyan A algebra, hogy
con(Loc{a}) = V(%(:&{Ai}): 1€1) | teljesil a
hdlévarietdsok hdldéjdban.

Biionyités. (2.8) szerint feltehetd, hogy {aik részal-

gebrija A; -nek . és 7&-ben nincs O-vdltozds miiveleti jel.
A Pixley-tétel szerint azt is feltehetjlik, hogy A; minden

. . . /
termfiliggvénye alapmiivelet., Ezen fellll még azt is feltdte-
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lezhetjiik, hogy 7= ”l’i minden i €I-re. (Ellenkez8 esetben

legyen T:= U('fi: i €I) és egy eddig nem definidlt mii-
veletet Ay-n els'é’ projekcidként definiflunk, ) |
Legyen = U(’Z’k: 1€ k<), ahol most mir T, & k-vél-
tozdés miiveletjelek halmazdt jelsli, és a ’2’}’(:=?’k1 halmaz
elemeit ié tekintsﬁk 'k;-véltozo's mﬁveleftjeleknek! Ekkor
‘iz O(‘l’l’{:. 1£k<w) 1is egy tipus. Velamennyi A, -t (1€1)
egy 1’ tipusu AJ{ algebrénak is tekinthetﬁnk azdltal, hogy
fe’l’l’{ -re az f miiveletjelhez ugyanazt az . A}i’-—> Ai miivele-
tet rendeljiik, mint f(i)€ T, -hoz. Mivel a termfliggvények

Ay és A} esetében azonosak, a Pixley-tétel szerint

. ,(2933(1,{9\9{1‘5_}) = Con(Loc{A’f . Legyen vegul A a

T‘.(Ai: i€1I) direkt szorzatnak a kovetkeZO részalgebrdja:
A:= {d ETT(A_,’L: 1€TI): véges sok 1 €1 klvetelevel ali) '=a’i},.
A %(EQE{A} )-ban,_ illetve‘g,g{l(Loc{Ai} )-ben teljestils hé-
léazonossdgok halmazdt Z-;val, illetve Z'i-vel jeldlve
2 = ﬂ(Z : iGI) -t kell csak igazolnunk, Mivel AJ!_ rész-
algebréga A-nak, a. Pixley-tétel szerint Z € Z i» 8 igy pge
ﬂ (Z :1i€1)., A fordltott :Lranyu tartalmazds igazoléd-
séhoz legyen .}Lén(zi: 1€I),.mz2, és F egy veges részhal-

maze A-nsk. Ekkor Fi:= {d(i):f dGF} majdnem minden i-re az

egyelemii {ai7§ —vél egyezik még‘. A‘(_Pixley—’cétel szerint min-
den i € I-re léteé‘ik olyan i-t481 fiiggé’ ny, hogy nzn, esetén
U(_m,Jl,n) teljesiil Fi-ben. Minthogy egy egyelemii algebriban
minden azonosséé teljesiil, lFll = 1 esetén n, 2-nek is vé-
laszthatd. Igy léteiik egy kidzds, i-t31 fiiggetlen 1:;,' hogy

U(m,,n) valamennyi F —ben teljesiil. Legyen {fo,fl,...,f }

“az Ulm, 3\ n)-ben szereplo fliggvényvdltozdk halmaza; fé,

fi,...,f pedig legyenek olyan T- (hiszen ¢° helyett € is
vehet8) termek, hogy az dltaluk indukdlt termfiiggvényekkel
U(m,2,n) teljestil Fi—ben. Megdllapoddsunk szerint fg: egyut-
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tal 7 -beli mﬁveletjelnek is vélaszthaté. _Tekintsiik most
az fs(i):=- f% (3=s) 41tal definidlt »’-beli mﬁveletjeleket;_
Ezek egyuttal ¥’ ~-termek is. Az fé,...,f’ termek révén

s
pedig U(m,\ﬁ,n) teljesiil F-ben (mert a megkovetelt azonos-
sdgok az i-ik komponensekben, Fi-kben teljestilnek).. A Pixley
tétel szerint igy A€ . o . Q.e.d.

A hdrom definicid ekvivale.nci.éjéval‘ kapcsoiatban szilk-
ség lesz aﬁ aldbbi dllitdsra. |

(2.11) Segédtétel. Tetszlleges U algebraosztdly esetén

con(U) = Con(H U)- &s Con(U) = Con(D U).
A NV N ot N ~ NAAr AN

Rt

Bizonyitds. Mivel egy algebra kongruencishdldjae rész- -

héldként (s8t, dudlis idedlként) tartalmezza bidrmely fak-
toralgebrijdnak kongruenciahdldéjdt, az elsd egyenié'ség
_nyilvénvalé._ A IﬁéSOdik igazoldsdhoz tegylik fel, hogy S az

A részalgebridinak egy irényi’coft és az A-t lefedd rend-
szere, s hogy egy p(;;: x€X)< qlx: x€X) hdldéazonossig
valamennyi Con(B)-ben (B€S) teljesiil. Legyen |

con: X Con(A) egy leképezés és (ao,ai)é'p(con(x): x€X).
A (2.7) g_:géf:lémma szerint valamely k-ra &g és aq Gk(p)-vel
'dsszekb'theté' A-ban. Legyen (con,ﬂ}/) egy alkalmas ossze-
k5t8 leképezds és B pedig egy olyan S-beli részalgebra, a-
mely. tertalmazzea a V(Gk(p‘) )'Y véges halmazt. A |

con’(x): = con(x)n B®

jeldléssel é1lve (con’ ,’\}’): Gk(p)——v'B,
tehdt (aok,al) € p(con?(x): xe&X) Sq(con’ (x): x€X) €
c glecon(x): x€X). (Az utébbi tartalmazis a gréflemmdbdl,

vagy indukcidval adddik.) | Q.e.d_.

Mérmost a (2.1) (a), (b) és (c) definicidk ekvivalenci-
éjéhoz,’és (2.10) folytdn (2.9)-hez is elegendd beldtni,
hogy tetszfleges |, . SP. -zdrt osztdlyhoz létezik olyan

A algebra, melyre %(X) =Con(Loc{A}) teljesiil. El8szbr is
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legyen E:: DHV =DH

~N Vo ~ A

Rtn

P. V. Ekkor U lokélis varietds, és

it

(2.11) szerint Con(U) %(X); Legyen 2. & ciqgl(g)-ban nem
teljesiild héléazonosségok halmazs, és minden X €2, ~ra vi-
lasszunk egy olyan AAGU algebrat melyre A nem teljesiil
Con(gl)—ban Mivel Loc{ ‘\C U, a megfeleld haloazonos-
.8édgok halmazaira atterve Cen V(Con(Loc{A)& s LEX)
konnyen addédik. Ekkor viszont (2.10) szerint alkalmas A

algebrira con(y) = Con(Loc ial). | | Q.e.d.

4.§. e—kongruenciavarietésok és kongruenciavarietdsok

kapcsolata. Edd:fg még az is elképzelhetd lenne, hogy (2.9)

csak azon egyszerii okndl fogva teljesiil, hogy minden hilé-
varietds f-kongruenciavarietés. A helyzet nem ez; az aldbbi ,
két 411itds bdrmelyike szerint példdul a @ hdlé 41-
tal generdlt héldévarietds nem lehet'te-kongruenciavarieta’s.A
 (2.12) A1lités ([sD. 1egyen U egy moduldris, de nem.

disztributiv £ -kongruenciavarietds. Ekkor valemely pé€ PU{Of - ra
Gon(Q,-liod) £ U. | |

Tehdt a ‘Q,g{l(Qp—I’@\gg) -ok (pe Puid) éppen a minimdlis
modulédris 'g‘—kongruencviavarietésok. Innkn az is kovetke-
zik(, hogy az tszongruenciavarietésok héléja -nemf metszésfél-
héléja a hilévarietdsok hdldjénak, hiszen az utdbbiban
p#q -ra ,Q/g,g'(.Qp-y’lg\c}.)/\ %(Qq-w) tartalmazza az eldbbi,
nem disztribu’tiv hédldét. Jegyezzilk meg azt is, hogy fenti
41litdsunk Freese [24";25] hésonlé eredinényét dltaldnosit~
ja, amely szerint a m(QS-‘M,&d) -0k (pe& Puiof) éppen‘é |
minimdlis moduldris kongruenciavarietdsok, és minden nem
disztributiv, modulédris kongrue‘nciavarietés ezek egyikét
tartalmazza, A (2.12) bizonyitésa (Is]) mindb‘ssze annyibean
‘tér el Freese, Herrmann és Huhn [25] -beli blzonyltasetél

hogy a dlS’Gn!:: dlst (Nation [52] ossgefugges helyett
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az aldbbi 41litdst haszndljuk. Jelsljik a =  -vel
analdég médon definidlt, g—kongruenci‘avarietésokban teki-
tett kovetkezmény-reldcidt }-_-{i:c:‘é -vell

.' . ’. \ ’ ' | . 'QCV « '
(2,13) Allitds. Bdrmely n EN-ye dlstnl:-—___—: dist.

Ezt az 411litdst nem igazoljuk. Ehelyett megjegyezziik,
hogy ha egyl%/u alaku 41litdst (gyenge) Malcev-feltéte--
lek haszndlatdval igazolunk, akkor ez a megfontolds cse-

- kély véltoztatdsokkal (v.5. (2.6) és (2.5) hasonldséga)
gyakrand }-Ki-y—/w igazoldsdra is alkalmas. Igy torténik pl.
(2.13) igazoldsae [5]-ben. (2.12) szerint (6.3) —ha benns
Y helyett mindeniitt ]—?—c_—_": -t irunk—  {-kongruen-
cia_varietésokra is Aérvényes. Ennél t8bb érdemlegeset az
}£C=V= - reldcidrdl nem nagyonb tudunk. Még az sem isme'retés,
hogy a kongruencia- és f—kongruenciavarietésok fogalma
‘azonos-e, az aldbbi d11itds csak speciélis esetet érint.

(2.14) £11itds ([61). Legyen V egy lokdlisan véges
(azaz végesen generdlt tagjai végesek) lokélis varietds.
Ekkor Gon(Y) = V(E’VS’,&(E)‘ UCY és U verietds) . teljesil a

hélévarieta’.sbk hdléjédban. Ha emellett valamely n-re v

n-felcserélhetd, akkor Con(V) kongruenciavarietéds.

Bizonyitds. Teljesiiljon egy A héléazonosség Qg\{\l(}{)—ban
minden U részvarietds esetén! Ha FcA €V ¢és F véges, akkor
con(Loc{[F]}) = A . = = (2.6) szerint tetsz&leges
NN AAND : N
m>2-re létezik n, hogy Egg{[F]?SF;—‘ U(m,A,n), s mégink4bb

Fi= Ulm,a,n). Ennélfogva Con(Logf{al)l= A , iey Con(Vi=A.
Ezzel QQE(WL)E,\/(Q&E(E): UcV és U varietds) igazolést nyert;
a forditott tartalmazds trividlis. Véglil hivatkozzunk Freese
[24] -beli eredményére, mely szerint ha egy fix n-re . -
W, egy n-felcserélhetd varietds minden i€ I-re, akkor
\/((,@3\1(,\{(1): i€I) %ongruenciavarietés. Q.e.d.

Modulusvarietdsokkal kapcsolatban hasonld 41litdst

((3.11)) fogunk igazolni.
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IIT. MODULUSOK 'JELLEMZESE HALOAZONOSSAGOKKAL

1.§. Abel-csoportok spektruma és Steinitz-szdma. Stei-
T(p)

nitz-szdmon egy T= 11(p : p€P) formdlis szorzatot ér-
tiink, ahol T: P->w+l. E fogalom 1ép fel a prim karakte-
risztlkagu és prlmtestuk folott algebrai, kommutativ tes-
tek leirdsakor Jacobson [43, 147. o‘]—ben. Az Abel-csopor-
tok lokdlis varietdsainak dttekintésénél is lényeges sze-

T(p)

rephez jut (Hu[36]). Egy T==1T(p : p€ P) Steinitz-szdm
azonosithaté a T fiiggvénnyel (a jelslés is ezt tiikrszi).
N elemei is Steinitz-szdmként kezelhetlk, s az 6SZthatéség
is természetes médon értelmezhetd (egy T4 Steinitz-szdm
pontosan akkor oszt.egy Ty Steinitz-szdmot, ha minden.pGIP-'
re Tl(p)f5T2(p)). Az oszthatdsdgra nézve a Steinitzfszémok
teljes hélét-élkothak, melyet LT=-vel jeldliink majd. Egy
Abel-csoportokbdl 4116, nem lires X osztdly Steinitz-szd-
mén azt a Ty Steinitzfszémot értjik, melyre TK(p):=
= sup{n: stn?w és 1létezik x €A €K, melyre xw_vrendje pn}.
Ha §f={A§’ akqu(T{A} helyettvtermészetesen csek T, -t i-
runk, Tetszlleges T Steinitzfszémhoz a Kni= {A: A Abel-fé~-
le torziécsoport és T, osztja T-t} osztdly lokédlis varie-
tds, és a Tf?>‘§T leképezés izomorfizmust létesit a Stei-
nitz-szdmok oszthatdsdgi hdldja és az Abel-féle torzié&so—
portokbdl 4116 lokdlis varietdsok hdldje kozott (Hu [36]).
-Vizsgdlatainkhoz tdbbnyire a Stéinifz—szém kovetkezd
~dltaldnositdsdra lesz sziikség. Egy S: foha?-—a-gg+1

fiiggvényt spektrumnak neveziink, ha
(1) s(o) €

, és

(2) 8{0)> 0~ esetén bidrmely p € P-re S(p) =5(0)(p)
teljestil. (Itt s(0)(p) = sup{i: 0£ i s pl osztja s(o), -t}
.annak megfelelden, hogy az S(0) természetes szdmot is

Steinitz-szdmnak tekintjiik.) Egy S spektrum P-re vald meg-
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szoritottjét —melyet SPP jelb’lQ szintén Steinitz-szdm-
nak (is) fogjuk tekinteni. Legyen }'{/ egy Abel-—csoportokbél
4116, nem iires osztdly, m,n pedig egész szémok‘. Akkor mond-

juk, hogy' a D(m,n) oszthatdsdgi yfeltétel teljesiil K~ban,

. 2
he bdrmely AcK esetén (Va €a)(Fyer)(my=na). A K
spektrumédn, SK -n pedig az SK(O):= min{n: nEN és
Kf=D(0,n)} = min{n: nz1 &s (Va€K)(Va€ar)(na=0)f =

=:exp(}§) (a}§ exponense, itt min @:= 0) és p € P-re

Sglpli= min{n: 0= n<eo és K= p(p™t,p™)}

(itt viszont
min Pi=¢s) 4ltal definidlt fiiggvényt értjilk. He K =fAt
(egyelemii), akkor az SA jeldlést haszndljuk. Ha K modulusok-
bS1, vagy gylirtikbsl 411, akkor legyen K'i= {A™: A€K és
At az A additiv ésoportja}, és a TI;I’ AI?}: Q.(m,n), illetve.
S'I\{J fogalmekat rendre TK+ -szal, §+l=~= D(m,n) .-nel és SK;" -gszal
definidljuk. Kénnyen 13thatd, hogy R gylriik esetén SRN-—nek
és RE=D(m,n)-nek az itteni és a bevezetésbeli definicidja
egyenértékii, Tovdbbd:

(3;1) £11lités. Az SK:{O} UP» e+l fliggvény valéban spektrum.

Bizonyitds. Legyen n:= 5 (0) >0l Csak azt kell beldt-

nunk, hogy pEP-r_'e n(p) = SK(P)~ Léteznek meN, k,u,ve€Zz

- ~
ugy, hogy nlp) =k, n=pm, (mp)=1=mutpv. Igy tetsz8le-

k+1 k+1

ges a €AEK esetén pka = pk(mu+pv)a = una+p va=ul+p~ “va=

c= pk"”l(va), 8zaz SK(p):sf k. Médsfelll, ha w:= SK(p)<k tel-
) ~ ' ~ ’

jeslilne, akkor ;§|=D(pw+1,p‘*") -b81l K= D(p¥,p5™ 1) xovetkez-

. Tnnen k)

ne. Innen pedig 'i)érme'ly a€AEK esetén (pk—lm)a =m(p

m(pky) =ny =0 adddna, ami SK(.O)_-z_ pk'1

m<n=S,(0) miatt
ellentmondds. ’ " Q;e.d.

A spektrum "vabsztrakt"definiciéja’t (3.1) mellett az is
indokolja, hogy minden S sp'ektrﬁmhoz _l_étez:'_Lk olyan K, hbgy
S =SK; S8t olyen R gylirti is létezik, emelyre S=S5p (Hutchin-—

'
son [42, Prop. 4]). Bar Sy és Ty nem teljesen fliggetlen

o~ (g
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egyméstél, S MP =T, 4ltaldben nem teljesiil. (Ha K=
={Z+XZ£}, akk_qxj (p) w és TK(p) l mig K {C(pooﬁ -re |
'S (p) 'O és T '(p) =C o ) Deflnlclonk szerlnt SK csak a
K -ban telgesulo oszthatosagi feltetelektol fﬁgg. Ennek a

forditottja is igaz:

(3.2) fllitds. Coek K spekirumdiél figg az, hogy mely
oszthatéségi feltéfelek teljesﬁihek K-ban. Részletesen: le-
gyen K egy. Abel csoportokbol, gyurukbol vagy modulusokbol
allo, nem ures osztaly, es legyen Ozm, 1< n, Ekkor D(m,n)
pontosan akkor telaesul K ban, ha vegy

(1) k:= 'SK(O_)‘>O és az m,k legnagyobb kozos osztoga
ovsz__,tja Ii-et o , vagy

(2) S (O) 0 # m és 8z m, S l‘P Steinitz‘.-s‘zémo‘k

(J

Meg_aegyzesek. (2) ugy is fogalmazhato, hogy S (p) = 0#m

&s (V’pGP)(m(p)>n(p)$n(p) K(p)),_ Esetenkent (ami-
kor nem SK’ henem'm,n rogzz.tett) kenyelmesebb (3 2) aldb-
bi, dtfogalnazott elakjdt heszndlni: Ha mnf 0, ekkor

Kk= D(‘;n n) avval ekvivalens, .hoéy’ o

(Vp €P) (m(p) > n(p):? n(p)>’S (p)). Ha pedig m; 0 és n#0,
akkor KI==D(m n) azzal egyenerteku, hogy 0 # Sy (0) és SK(O)
’osztga n-et, A (3. 2) 11itds Hutchlnsontol [42] szdrmazik
‘arra a specn.alls esetre, amikor K egyetlen gytirubol all.
Hutchlnson bizonyltasa a gyurubell szorzast is hasznalga,
mi ezt nyllvan nem tehetguk, egyebekben az 8 gondolatmene-

tét [42] fogauk kvetni, . | ‘

Bizonyits. Tekintsiik az S,(0) =k >0 esetet! Exkor
tetszlleges X€ A €K -ra x rendje véges és k-mek osztéja. Te-
eytik fel, hogy (m,k)[n, &s vezessiik be az aldbbi jelslé-

seket: O<c:= (mk) =amtbk, m:= m/c, ky:= k/c, nj:= n/c
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(velamennyi uj betii egész szémot jeldl) I Tetszdleges
x€A€E —ra nx = myox =y (am+bk)x = mnyaxtk(n bx) =
= m(nlax_):_, tehdt K };—Dl(m n) Forditva, lfeljesﬁlj on D(m n)
,I\{/—ban' A fentl Jeloleseket nl klve'televel megtartva le-
gyen n=qe+r (q,r €z, 0=r< c);_ Ekkor tetszbleges x€A€EXK
~esetén rkix= (n—qc)klx = nklx qcklx klnx-k(qx) =k nx =
= klmy = kl 107 = k(mly) 0 elkalmes y€A-ra. Igy 0= rk,<
<ck1—S (O) miatt rkl-O, tehdt r=0 és c|n.

: Teklntsuk most az S (O) 0 esete‘t;'w Teljesliljon _D(m,n)
K-ban! Ekkor m;é 0. Ha valamely pé P-re a: m({p‘)‘)' b:=n(p),
akkor 1egyen m = p ml,An =P nl p‘rml 1 . A_}};almgs q__,d

eg“e.szekre 1 = cp+dn . Barmely X€E A €K ra pbx = pb(cp+dn1)x.=

cp‘m'lx+dpbnl = pb+1cx+n(dx) b+1 a-b-1

cx+my = p~ b+l ( ox+myp™” y)

alkalmas yCA-ra. Igy K i_.D(b"’1 b) tehat b>SK(p)

azaz (2) teljestil. Porditva, most. (2) -t tegyiik fell E16-
sz8r vegyuk észre, hogy he pC P—re S (p)<u<Cv vagy
O<v<u<=w, akkor §¥=D(p );. Valoban, v<u esetén ez

|

trividlis, wi= Sy (p)zu<v esetén pedlg birmely x€AEK -ra

pP‘x-— puTw‘(ﬁffSY"-x) - -W( W+1y1) - ._}.1+1—w(p yl) - pu+l-w(pw+1y2.)‘
2= : - v-l-w 1
= p (" y2) =i =P p"* yv_u) =p yv - elkelmes
yl, . ..,yv e'A elemekkel. Marmost ha m és n prlmte-
—u v v u ut

nyezos felbontasa pll...ptt, illetve pll.“.‘._,_pt V(Vi,,uig Q)“,
akkor az el8z8 észrevétel és (2)‘ szerint 1<is= t-re |

V. .

Kl=]3(p.»l p. 1) Igy tetszoleges XEACK -ra

~ e u, " u u u v
1 t-1 1 t-1. "t

nx o= Pl '“Pt 1 (pt x) = py “'pt 1Pt V1=

5 u

1 Upep Vg, Wgoy o W Uy Vg Vi
= P1 '“Pt o Py (Pt -1 yl)fPl sePy2 Py Pt-l Jp= oo =
= g teha’c Ki= D(m n). L Q.e. d.

(3 3) Kb‘vet'kuezménx (K = { Rf -re Hutchinson [42]). Tet-

szoleges, véges sok (ml,nl),...,(mt,nt) pérhoz (m >0,

ng >1) 1étezik egy olyan, algoritmussal nyerhet§ (m,n)
| .
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pir (m>0, n>1), amelyre tetszdleges, .'._;Ab.‘?}:@$QPP.?’?QKE61;
modulusokbél vegy gylirdkbsl 4116 K osztdly esetén a -
wKF=D(m,n)" és az 4i= 1,..4t-re Ki= D(\mi,_ni),!?. feltételek

~-ekvivalensek.

A bizonyitdst elhagyjuk, mert szé szerint (csak

[42,Prop. 1] helyett kell (3.2)-re hivatkozni) megegyesik
Hutchinson [42,Prop. 2] -re edott bizonyitésivel.

2.8. Modulusok jellemsése hdldazonossdgokkal. Legyen

A egy R gyﬁrﬁ fe-lett'i modulus (unitér, mint. mindig) Ek-‘
‘kor FEA-ra Ann(F):= {r€ R: bérmely u€ F-re ru=0} ‘R-nek
balidealja. Ezert Ann(F) (es R 1s) R felettl modulusnak
tekinthets a termeszetes modon (ha R -et dnmaga feletti mo~
duluskent kezelauk . akkor az rRE J g:l__\q}_eﬁ_st hasrzgg_l.aukzu)._Bgf
szélhetiink az RR/A;;ESF)... fektormodulusrdl is. Bar |
Mm,n) -t csek a (4.8) eltt fogjuk definidlni, az aldbbi

tételt itt célszeril kimondani.

(3. 4) Tetel Legyen m>0 n>1 A egy R gyuru felettl mo-

| dulus, A - p g _gz haloazonossag. Ekkor

(a) Létez:.k —es algorltmussal meghatarozhato— o-

lysn (my,n,) szémpdr (m20,n,>1), hogy X pontossn skkor f
%(Loc {AY) -ban (vagy, ami ezzel ekvivalens, Con(‘Pf{{&U-j

ban) ha az A minden véges P reszhalmazara a D(m ,n.)

A
oszthatosagl feltétel telgesul az R/Ann( ) modulusban,

~ (b) A(m,n) pontosen akkor teljesii Con(Loc{A{ -ban
(avegy  Con(Pp{4})-ban), he az A minden véges F részhal-
mazére pR/Ann(P)F= D(m,n).

Tovébbd az R/Ann(F) -ben gkkor es csak akkor telaesul

D(m n), ha valamelx X €R eseten mx-nl é Ann(F) ?tel,]esu
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Bigonyitds. MindenekelStt vegyiik észre, hogy a ’céte‘]‘--

utolsé mondatdban szerepld 411itds konnyen adddik abbdl, hogy

1o+Ann(F) generédlja ez R/Ann(F) modulﬁst. (2. ,11)-b81 pe-’

R
dig az adodlk, hogy Con(Loc{AK -ban es Con f_{AS)_Sub( {A )= -

Z:Sub(ﬁ/Pf{A'ﬁ =Con(S Pf{AS )=ban egyazon azonossagok H:el;j esiilnek.

Legyen A egy haloazonossag, es teklntsuk azt a A’
azonossédgot, amely A -bdél ugy keletkezik, hogy ml_nden
cgves V miveletjelet o -re cseréliink kil Ekkor
v-me.ntveis.,}és az Us= U(m,2’,n) erds Malcev-feltétel nem
fiigg (m,n)-t81l. Az U

L) fylxgr jet)=xg (1=0,1) &

i () fi(xje:. j<1t)= fk(xjé; j<t) (e:{O,,... ,_t-l} —
{‘O,..,.,tr-]..f , d.e: csak bizonyos i‘;lye‘n leképezések lépnek fel)
alaku egyeﬁ}efyeklpé:l d11. A Pixley (2.5)  tétel szerint,
figyelembe véve a kongruencia-felcserélhetSséget is,
52211\1—(1,{93{!\.& V=2 ip_Qntqsan akko:;' te_l_jes_jii,_ he A minden,

a O-t tartalmazd véges F részhalmezdra U tei__jesﬁl, F-ben.
(A OEF nyilvén feltehetd, h{islzen ekkor P\{0f -bén mégin-
kébb teljesiil U). Minden At,—>A_ termfiiggvény egy alkal-

- mas Z(r.x : j‘< t) termfilggvénnyel egyezik meg;- Ennél-
fogva U pontosan akkor teIJesul F- ben, ha leteznek ry 6 R
elemek olymédon, hogy ez ,fi.(xj i<t): Z'(rl:j T j< t)
termekkel F-ben azonossdgként _t_elj_esulnek az U-beli egyen-
1vevték>. .Mém;obks‘t az (ot ), illetve ((b) ‘alaku azonossdgok
F-fbeli teljesiilése ekvivalens az |

(x?) r; -1€Ann(F) és j#1 -re r, jeE.A.mrx(F), 111etve a -
({.‘:’ A Kere ekv;_val_epc_ia minden C osztdlydra
Z(r 15” :'vjlé.C)€Ann(Fn) - |
feltepelekkel. (E feltételek nyilvdn elegend8ek; a sziiksé-
gesség, ‘pll. (‘(‘O’ _)'_-é pedig az xvj:=v OG,E (j ¢C X.:=%x€F

J

(3 €C) helyettesitéasel 14thatd be.) Az Fyji= ry +Ann(F)
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jelolést bevezetve ) és ([’5’ ugy is irhaté, hogy
(oX2?) ry —1 és jéi-re T. j--O Rpt=pR/Ann(F) -ben,

(p**) A Kere minden C osztdlydra

Z (T -Fyyt JEC)=0 Ry -ben. |

Az alabblakban negységelemed' M €R-Mod modulusokat
is tekinteni fogunk. Ez annyit jelent, hogy M -et egy
-1y -mel jeldlt kitﬁntetett'éleme'(mint R-modulust) gene-
rélja. Ha M=Ry, akkor 1M._1 1p+Ann(F), Ha pedig M=gR,
akkor lM.-l (az R gyiirii egységeleme). Jegyezzilk meg, hogy
egy D(k 2) oszthatdésdgi feltétel pontosan akkor telje-
stil egy egysegelemes M modulusban, ha valamely YyE€M -re

'kly-kle. Ha b egy k-dimenzids egesz vektor, M egy egysegele-.'

mes modulus, akkor legyen b €M a (b ) = .-1M (1%1i< k)
feltételek dltal meghatarozott vektor, :

Mérmost az Osszes (X*?*) és (ﬁ”) alaku egyenletet egy
EW) s Bx_ alaku formilis linedris egyénletrendszerbe
foglalhatjuk ossze, ahol B egy'kxﬂ -es egész mitrix, Yy és
b egy-egy-e—, ill. k-dlmen21os oszlopvektor, y az RF -beli
ismeretlenekbdl (az r 13 ~kb8l), b 0és 1 egész szdmokbdl
411. A formdlis jelzd itt és a kesobbiekbenxis arra utal, hogy
az,egyenletrendSZet alakja RF-%él fﬁggétlen. Ha M egy egy-
ségelemes modulus és r €M~, akkor r-et By=b ' M-beli meg-
oldésédnak mondjuk, ha Br=by. Az aldbbi segédtételt az
E—E(l), M= RF szereposztdsban haszndljuk maad.

(3.5) Segédtétel (Frobenius [27]). Legyen E: By=D)
egy formdlis linedris egyenletrendszer (B, b és y dimenzi-
éja a fenti). Ekkor 1étezik olyan H IX{ -es és B> kx{-
es egész mitrix, valamint egy b’ egész oszlopvektor, hogy
az BE’: B’y’=b’ egyenletrendszert tekintve érvényesek az

aldbbiaks H"l létezik és egész mitrix, B’ dlagonalls,
azaz ifj -re (B) j—O tovdbbd tetszéleges M egysegelemes
modulus (vagy gyuru) esetén az r’r»> Hr' leképezés az E?
M-beli megolddsvektorainak halmazit k&lcsbndsen egyértelmtii-
en réképezi az E  M-beli megolddsvektorainak halmazdra.

Bizonyités. Frobenius»eredménye tulajdonképpen azt 41-

litja, hogy bdrmely B egész mitrixhoz létezik olyan C és H
négyzetes egész métrix, melyek inverze is egész, és CBH di-
agondlis. Konnyen ldthatd, hogy B’:=CBH, b’:=Cb és H:=H
eleget tesz a kivénalmaknak. | Q.e.d.

A segédtételbdl Tost csupdn annyit fogunk haszndlni, hogy
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E pon‘bosan akkor oldhaté meg M- ben, amikor E’. Azonban E’
M.-bell megoldhatésaga a dlagonalltas folytan a
D((B»_)i.l,(_g’v)i) (1414m1n{k 21 és & D(0,(B);)
£'<\i£‘i'c) oszthatosagl feltetelek egyi_dg,j;i‘i M-beli telje-
sulesevel ekv1valens._M1vel a (3. 5) -beli B’ és b’ algorlt-
vmussal nyerheto, (3 3) szerint letemk olyan, algoritmus-
sal nyerheto (E’)>O, n(E’) =1 egész, hogy E* M-beli
megoldhatosaga D(m(E?),n(E’)) M-beli teljesiilésével egyen-
értékil. Az M = Rp, E=E(AQ) szereposztésra visszatérve

olyan m :=m(E’*()), n, := n(B*(A)) adédik, melye_kl;é_l a

m
A
: té(tel (a) része teljestil. Az eddigi megfontoldsokbsl

(3.

segltsegevel az is addédik, hogy

)
( 6) Segedtetel Tetsz8leges E véges,:‘__:fr:‘o}rmélis,‘ |

11nearis egyenletrendszer regularls, azaz | i . /
i oningetdvsnlets |

- egy R ’gyuruben. valé megoldhatdésdga csakis az R .

spektrumatol fugg. _ ) »

(A segedtetel hasznalatara csak kesobb kerul sor‘)l

Az eddlgiek szerint letez:Lk egy olyan (mA",n ) pér a
(_b) esetben is, hogy Con(Loc{A})l:—‘—"— 2lm,n) és |
(VF véges ¢ A)(Hx €Rr)(m’ x-n’lp € Ann(F)) tetsz8leges R
gylirti esetén ekvivalensek. Elég tehdt D(m’,n’) és D(m,n)
egyenéx;j;,é;kiiségét_igazoln*g_.n'k: Legyen 5 egy tetszdleges
spektrum, Ry pedig egy S spektrumu gytirii, (Hutchinson, [42]
vagy (3.8)). (4.8)' szerint D(m’,n) pontosan akkor  tel-
jesiil Ry -ben, ha Con(R -Mod )= Alm, n). Mivel minden
szabad Rg-modulus D gf{R Rgf-beli, Rg-lod = Loc{R Rs} Ezért
Con(Rg-1

FSRy -re - (3x €Rg )(m x-nIR GAnn(F)) Viszont F= {1 }

—l&g)l: JL(m n) azzal ekv1valens, hogy ml_nden vegqs

eél’ét_én Ann(F) = 0, 1gy ezen utébbi feltetel R t=D(m’,n’)-
vel egyenértékil. Minthogy D(m,n) és D(m’,n’) teljestilése
csek & széban forgé modulus spelctrumdt6l fiige: . ((3:2)),
‘és Valémenny.i. S s?ekt;‘u/mpt (Rs,'sel) vtékintetbe vettiinkf,i
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a két oszthatdsdgi feltétel valdban e_kvi_va.lenAs.y Q.e.d.

3.§. Gyilrilk jellemsése hildazonossdgokkel. Most azt
vizsgdljuk, hogy egy R gyliri mely tulajdonsédgai tlikrszdd-
nek.a'Con(R-l\M_)-bqn teljesiil8 azonosségokban. Az eldzl
bizonyités sordn léttuk, hogy R-Mod =Loc {zR}, és ezt is

kdnnyli észrevenni (Ann({lR})= {OR} elepjén), hogy egy D(m,n)

Qszthatéségi feltétel pontosan akkor teljesiil RR/Ann(F) -ben

minden véges F SpR esetén, ha Ri= D_(_m,n).. Igy (y3.4)—b61

azonnal adddik a

(3.7) Kbvetkezmény ([42]). Tetepbleges R gyiiriire

(a) ,M(R-Mmmi)i:—’—l és Rl:—‘-D(m‘x,nl) ekvivqlen_sek;

(b) (11\9\;1\_(R}-Ir\{lyc?'g\i)I== J\(_m,n) és R D(m,n). e’kyiyql:engek. |

Megjegyzés. Alm,n) helyett [42] -ben mds, szintén alkal-~

mas hdldéazonossdgokat adtunk ‘meg. Specidlis (m,n) pérok
(nevézetese'nv (0,n) és (m,_l))e__sﬁetén‘{az els8 D(m,n) -et
jellemz§ azpnos‘séqua‘t‘ Herrmenn és Huhn [34] taldlta . Er-
= con(Re R

Most adott S spektrumhoz egy Rg  S-spektrumu gylriit
definidlunk, S(0) =m# O‘;eslga‘tén'Rs := Z_. Ha pedig 5(0) =0,
akkor FR(X) -szel jelslve az x:z{xp= peP} &ltal generdlt

demes hangsulyozni, hogy, pl. (4.3) kxdvetkeztében, Con(R-Mod)=

'szabad kommutativ (és persze egységelemes) gyliriit, '('JS) -gel

pedig a Jgi= {pS(R)(pxp-l_):,PéP és S(p)<w} dltal ge-

nerdlt ideélt, Rgi= FR(X)/'(JS).  Sziikség lesz még egy fogalom-

ra. Akkor morid;j_u@, hogy S,<S, | (81,82 spektrumok), ha
Sl(O) ‘SQ(O) és minden p € P-re Sl(p)é Sz(p). ‘Ezen rende-

zésre nézve —amint ez konnyen ldthatdé— a Spekt'rumok‘ egy

teljles hdldét alkotn&k, melyét SL -lel fogunk jeldlni. E hé-
1éban az egyesités a ktvetkezs: V(Sii i€I) a 0 helyen

>
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{s;(0): 1i¢ I} hnalmaz Nv{O}-beli legkisebb ktzbs t5bb-
sz0rosét, egy p€ P helyen pedig az {Si(p): i EI} ‘halmaz

szupremumdt veszi fel értékként.

(3.8) ﬁllités '(nagyrészt Hutchinson [42]). Ry spektru-

ma S, és valahanyszor Sl_ o9 mindannyiszor RS az

. - ' ‘ 1

RS -nek homomorf képe (homomorfizmuson l1-tartd gylirtthomo-~
morfizmust értiink),

Bizonyitds. RS spekt_:._r'umét illeté’eh_ Hutchinson [42]-re'
hivatkozunk. Az 5,(0)+5,(0) £0 eset trividlis. Ha S,(0) =

= §,(0) =0, akkor (JS ')l?.(JS ),.sa II‘,.,izpmorfizmust‘é'bel

2
alkalmazhaté, Ha pedig S 1(0) =m# 0 és5,(0) =0, akkor

pé‘P-re S. (p)<Cd . Vala?szunk olyan ype Z elemeke‘b,
S

melyekre a p L P (pyp-l)- (2 ~ben) . Ekkor annak
az egyértelmiien meghatdrozott FR(X)—> Zm l-tarté gytirii-
homomdrfizrpushé.k, melyre xpl—a Ypr & magje  tartalmazza
(JS ) -t. Az,‘k.iizomorfizmustétel megint alkalmazhaté. Q.e.d.

A sz;’;p_l_e:;},;ox:'gé varietdsok helyett -azq_nosségh_almazpk‘ra
ttérve - az aldbbi £1litds kénnyen adddik a (3.2),
(3.7) és (3.8) 411itdsokbdl is.

(3.9) ﬁllités (Hutchinson [42,7m.5]). A ‘Gon(R-Mod)
(R g.yﬁrii)‘ alaku kongruenciavar‘i‘eté‘sdk a tartalmazdsra néz-
ve teljes héléfc alko.tnak.. Ez a ha_iié egyrészt izpm‘ovrf a
spek_trumok SL héiéjévél (a m(R;Mg\d)H‘Sﬁ léicép.e_‘zé‘s
izomorfizmust 1étesi1.:‘, melynek inverze SH%(RS-M)),

mésrészt az e hdldban t.ékintett egyesités megegyezik a

hdlévarietdsok hdléjdban tekintettel.

4.§. Abel-csoportok je_l_le__n};ésé héléazonosségokkal. Most

azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy egy A Abel-csoport mely
tulajdonsdgai tiikrozddnek Con(Loc{Al) = Con(Pe {a% )-ban. .
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Az alabbl észrevétel szerint a helyzet a gyurukehez ha-
sonlo. Egy T Stelnltz—szamra jeldljik T-pal azt a spektru—
mot, amelyre MP=T, tovibbd T (0) =T, ha TEN, illetve
A, ' ’ ' :
T(0) =0, ha TN.

(3.10) Allltés (nagyrészt Huhn [391). & ¢onl(k) (5
Abel-c»soportokbéi 116 lokdlis verietds) alaku {-xongru-
enciavar.ietésok' a tartalmazésra_ nézve teljes hdldét alkot-
nak; Ez a hdld egyrészt izomorf a Steinitz-szémok LT hdld-
jéval, (a Con(K)l-—-’TK leképezés 1zomorflzmus, melynek inver-
ze a TI-—>Con(KT) lekepezes) mésrészt pedig a hédlévarietd-

sok héloganak \/—reszhalo;;a. Tovébbé barmely TE LT -re

con(X..) = Con(RA-Mod).

Megjiegyzés. ﬁppen az el8bbi, Huhn Andrdstdél szdrmazé

eredmény adta az dtletet az l-kong:yuen;:iavari_etafsok be-

_ vezeté sehez [5]

B:Lzonvitas. A Con(Kn )-Con(Ro\-Mod) igazolésdhoz Kn
Z-modulusok lokdlis varletgsan_ak_ _1s( tekinthetd (a természetes
médon ); Kn zért a (diszkxézﬁ)f: direkt . Ssszegre (merj;"ggf—re
is), igy valamelyik, mondjuk Ap tagia generdlja (Hu [361).
Tehdt KT-Loc{AT} Az AT 'Steinitz-széma sziikségképpen‘ T

[ T
}:

& (mert barmely Abel-féle B torz:u.oosoportra TB'TLoc{B})

az (1) Tz’/Ann(F') FCh s F véges| = 12} KEN és k T}

egyenloseg ismert, elemi, Abel-csoportelme_letl osszefugge-—

sekb8l (pl. :(m,n) =1 esetén egy m-edrendii és egy n-edrendil

. elem b'ssZeée mn-edrendii) kannyen adédik. (A * csak arra
utal, hogy a jelzett strukturéi_:at/: miﬁt Z-modulusokat te-
khintjiik.r) Mérmost (1) - és (3.4)(a) szerint egy X héléi
azonossig ﬁontqsan akkor telje”siil‘(}vq}\l_(gT) -ben, ha béx_'r'n_el»y
k[T és KEN esetén Zyk= D(m.)\,n]\)/. Ezen utébbi fei'tétel

viszont SZ,(O) =k#0 &s (3.2) szerint azzal ekvivalens,

s
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hogy my

m, = 0 esetben_) osztja n,

szerint pontosan akkor teljesiil, ha Con(R%-Mod)¥==\), .

és T legnagyobb kdz8s osztéja (legyen ez T az

-t. Ez viszont (3.2) és (3.7)

- Tehét Gon(Kq) = Con(Ra-Mod).

Jelsljilk Ty-lel @  (p :p€P) Steinitz-szdmot. Az
egyetlen nem Kn alaku, Abel-csoportokbél 4116 lokdlis varie-
tds az Osszes Abel-csoportot tartalmazé 4, (=§gg{zﬁf), de
Gon(Ay) = Con(z-Mod) = Con(Rp -Mod)-Con(K O). Igy ag

O
,LT—~>{§2§(§): K lokélis Abel-csoportvarietdsf, Tr> Con(Kn)

Ve %

leképezés riképezés. Mivel minden O-elemes \/Lfélhélé hilé
telaes hdld
(Grétzer [29,24.0.])4 az 41litéds (3. 9)-bol és a Con(Kn) =

Con(R%-Mod) osszefuggesbol mér adodlk. : Q.e.d.

]

A most igazolt dllitéds szerint Abel-csoportokbdl kiindul-
va nem kaphatunk olyan.f—kongruen01avarletast, amely nem
kongruenciavarietds (eg egyébként (2.14)-b8l is kbvetkezik,
-vhiszen.gT lbkélisag-véges), Modulgéok eseténjiS‘hasonlé a

helyzet (s ez mdr nem s?gciélis esete (2.14)-nek),

(3;11)_£1litég. Legyen ¥ egy R gylirili feletti moduluéok—
bél 4116 osztdly. (Itt —és csak itt— R nem feltétlentl egy-
ségelgmeg és nem unitér modulusokat is megengediink) Tegylik |
, fél;.hogy ﬁindéhyAézy}-ré létezik Qlyén egynél nagyobb (a-v.
kdr végtelen) k kitevs, hogy Akegx . Ekkor 9\/0\,1\1(2) kongru-
enciavarietds, és alkelmes B gytirtire Con(V) = Con(B-Mod). (B

mér ujbdl a szokdsos, egységelemes).

Bizonyitds. Feltehetd, hogy R egységelemes, és. V unitér

modulusokbdl 411, Ellenkezd esetben ugyenis tekintjiik a
72X R Thalmazon az (m,a)+(n,b):=(m+n,a+b), (m,a)*(n,b):=
(mn,mb+na+ab) mﬁveleteket Egy R¥* gyurtit kapunk (az R ugy-

*®

nevezett Dorroh-bov1teset) (R ~elemei formdlis m+a alaku

Ssszegeknek képzelhetdk el) ii0d mér egységelemes, s A€V -
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re A -t az (m,a)x:= mx+ax (xeg A, (m,a)©K¥) definicid

'.R*

folstti unitér modulussd teszi, Mivel a termfiigg-
vények (g ezért a 'direkt‘ hatvédnyok és ré'szmodulu’shélék) nem
véltoztak, T helyett V¥i= {a¥: Ac¥] 1is venets.

Tehdt feltettiik, hogy'R egységelemes és V unitér modu-
lusokbdl d1ll. AE Y -re legyen I\T . {C CCV és A vala-
mely dlrekt hatvany izomorf C-vel}‘. A megfelelo azonossag-
halmazokra dttérve vilégos, hogy a halovarietasok halo;]éban
Con(V) -\/(('{g/{l’(y/(A)): Ac—‘i). (A jobb oldal a precizebb
'\/(g: | hédlévarietds és valemely A€ Y-re U=Con(N(A)) ro-
viditése.) (3.9) szerint igy elég az dllitdst ¥ helyett
N(A) -ra igazolnunk., Konnyen léthaté, hogy Con(l\T(A)) =
Sub(N(4)) = sub(P.N(A)) = Sub(s SEr X N(A))= Ccm(§5 n(a)) =
Con(DHS P,N(A))=gonlLoc g(A)). (Itt felhaszndltuk (2.11)
mellett azt is, hogy részmodulus részmodulushéléja rész-
hdléja az eredeti modulus reszmodulushaloganak, s hogy
A bérmely direkt hatvanyaA nagyobb kltevos direkt hat-
vényaiba beaquzhato.) Eppug;)\r,, mint a (3.10) bizonyitdsa-
kor is, 14thatd, hogy }a/g/g cle/(A)? =£83{U3 teljeslil valamely U
R felet’éi modulusra. Ujbél (3. 9)-re hivatkozva élgg_endé’
azt beldtnunk, hogy Con(Loc{ ();J\/(Con(RS'-M'od)' FcU, P

r»-— g e e T T

veges, 5=5 R/Ann(F)) R - J»\mert a joub oldal

egy,'a kivant algku kongruenc:.avarietas. Varietédsok helyett

a megfelelo haléazonossaghalmazokra atterve ezen utébbi egyenlo—

S‘-g (3.2) (3.4) (3.7) és (38) alkalmazésava} J adddik., Q.e.d.

Megjeg_yzés. Tetszéleges, modulusokbdél 4116 .V -re az

elé’zé’ llltas mar nem ervenyes, mint azt a V {Z x Zzi
(Z-modulusnak tekintve) példa is mutatja. (Ek‘kor Con(V)
2-d1sztribut1v, de nem disztributiv, te.hat, ('2.13) sze-

rint, 9\2/1'\1’(’\{1) még é—ko_ng_ruencviavarietés sem lehet.)
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IV, GYURUK JELLEMZESE VEGTELEN HALGAZONOSSAGOKKAL

1.§. E-termekré_s m-azonosségok. Hogy a bevezetésben

mondottakat pontositsuk, az m-termeket az alébbi médon de-
finidljuk (Grétz‘er — Kelly [31] és [6,11]). Legyen m egy
végtelen, reguldris (azaz, ha III<’r\r}-és i€ I-re ny<m, ak-
kor Z(Bi: ie I)<Ln) szémossdg, X pedig egy nem lires hal-
maz. Ekkor ‘l‘m(X)-et, az X-(vdltozdhalmaz) feletti E-termek _
halmazit az :a.llébbi rekurzidéval definidljuk. ‘Le.gyen Xq=%X,
Egy o >0 rendszdmra pedig legyen d:z{\/S: 2£'4lS|<;\nl és
seU(xg: p<x)fU {As: 2z|si<p és s Ulxy: p<= )} a2
\/S és /\S formdlisan értendd "(_ha teljesen precizek akar-
nénk lenni, akkor az (\/,s) és (/\,’-S) pdrokat irndnk
helyettﬁk). Tehdt \/S és \/T pontosan akkor azonos, hs

S ;.T; Vs & Ao ‘mindig kiilonbsz8 termek. Mivel a 2<|s]
feltételt esetenként nem vizsgdljuk, dllapodjunk meé abioan,
hogy.s:{p} esetén a /\s  &s Vs jelsorozatok (ﬁelyek |
nem m-termek) a p termet jeldlik. I-lymédon a /\ és V
kdmfnutativ, pidempotens™ , de nem asszoci-a;tiv miveletjelek,
Végiil‘ legyen -T£;1(X):=U(X°£: Io<1< {I;n/). Egy tGTm(XV) term
rangjén a 1egki;,ebb oi%g‘a’nﬁ'\rendsvza’mot értjiik, ;elyre tEXo(.
Ho 0 # 5 €T (X) és [S|<m, skkor Vs és As is

T (X) -beli., (Valéban, ha s€S-re s rangje o, akkor

~

S-et jélrendezve és 8z « = Z(o(s: s (:‘S)fl rendszémot te=
kintve [|<m és V5 , As € X.) Bz indokolje, hogy
relucurzj'\.xv definiciénkbé;n miértA ‘eiég azon termeket tekinte-
niinic, melyek rangja ,mv-nél kisebb szémosségu; azaz Tm =

Nr

= U(Xd: o rendszém) is teljestil.

Legyen L egy olyan ,gl_gebrai" ’st.ruktura, melyben min-

den @ # S5C<L, |S|~<33 esetén VS és /\S' definidlva

ven. (P1l. minden m-teljes hdlé és T (X) 1is ilyen.) Tetszé- '
: s
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leges tGTm(X) termre ertelemszeruen deflnlalhaté az azo=-
nos médon S'Je’lb'lt $: X L termfiiggvény: re1X -re és
t€X, = X -re t(f):= £(t), t.= As -re (As)(£):=
= /\{s(f_): sé‘S} , és due’lt-li_san.;.

Egy p < q jelsorozatot, shol p,qETm(X) (X feluett:/'_L)
, E-'-.azonosségr‘;ak nevezﬁnk, ”Ak}v{or mondjul;, hggy‘p_f q teljesiil
egy m-teljes L hélvéban,‘ ha bédrmely fG_LXI -re p(f)=qlf).
Az m = }-((') gsetbeﬁ (véges) _he’{léazonosségrél., v_aéy hd1é-
termrdl besz_é)liiznkv‘. He m értéke nem 1ényeges, végtelen

(h416-) azonossdgot mondunk (de ez lehet véges is). A As

és Vo (ahol T = {po,...,pn}) .qlelo‘l‘esek_helyel_tjb érte‘—‘ :
\ lepmszeriien haszndlni ‘f;sgjuk a /\‘(p: p €S), i‘l'let\}e az
‘\/(pi: 'ién) vagy pbv plv ces VD, jelﬁléseket (;iis’ (ilyén¥
kor 'l‘ 1ndexelese tetszoleges, pl.. PV e++ VD, és

PpV PpqV +ee VD - azonos termek)

Most adott p X feletti vegtelen termre a p redukdlti-
jainak Red(p) halmaz.at deflnialauk Ha p(‘X (azaz p
véltozd), akkor Red(p {p} Tovébbs Red (Alp: pes))i=

{/\(-p’: pe'S). pPE S-r_e p? €Red(p)} és R?d(v p: p€ 8)):=
= {\/,(p’: péT);_' g £ TcS, T véges, és peT-re p’ERed(p)}‘.

Egy p termet :f‘e_duké_ltnak neveziink, ha peg Red(p_); ez ponto-

san akkor teljesiil, ha végtglen _tefr;yezé'tgzémlélé egyesi-
tés p-ben nem szerepel., Tetszlleges p végtelen termre a
o (4.1) f11ités ([6]). & <, reldcid kvdzirendezés.

Red(p) halmazon definidljuk a , <" reldeidt:

(aéaz reflexiv éS'tranzitiV) a Rleq(p) hafmazon, s ezen kvd-
zirendezésre nézve . Red(p) “irén.‘yitott (azaz bdrmely |
pl,p2GRed(p) esetén py <. p3 és Dy, £, Py teljesti va-
lemely py€ Red(p) -re). | |

A bizonyitéds 'ef‘»gy meglehetSsen egyszeril indukeid ( [6,11] ),
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melybc’?'l. csak egy ;‘észt mutatunk be. Tegyiikk fel, hogy QGS
-re Red(q) mdr irényitott, és tekintsiik a p = V(q' qes)
V(q. qCS) és

két, mondjuk p és p’ redukdltjdt! Ekkor p
! = \/(q’: q €5°) alkalmas veges ')[S S’CS -re. iLegyen

)‘ ﬂ

q’’:= g, ha q€S\S’, q’’:= q’, ha q€S8’\ St Ha pedlg

q€ sns?, skkor az ,_‘ind‘ukc;os hlpotgzls szerint q ‘ér q’’

és q° ér q? te]‘.j‘esiivl alkal@gsan vél)fisztott q’’ € Red(q)
esetén. Ezért a p’’:= \/(q”: qEéUS’) termre D Z£.0",

p* ér p?? és p’,’ERed(p), tehdt Red(p) is ‘irényi“q‘otty. Q.e.d.

\ .

2.8 Malcev-szerii feltételek. Flosztr tetsslleges 7
X feletti :fedui;élt termhezﬂ .eﬂgby »G(p) gréfot rendelﬁnk; A
gréfokrdl a II/2. §-ban mondottakra itt is témaeszkodunk,
és pl/.. véges p-re G(p) az ottani G,(p) -vel lesz azonos.
Ha peX (véltosd), akkor G(p)-nek pomtosan két ssbgpontje

(a bal és a jobb végpont) és egy, a végpontokat 6‘sszek8t6,

p-vel szinezett éle van- G(p) o P o « Ha

- Nq: q€5), illetve p=\/(q: q€T) (ekkor T sziik-
ségképpen véges), akkor legyen G(p) a Glq) (q€s,
111, q €T) gréfok p,é{rhuzarﬁos, illetve soros kapcsoltja.
(A soros kapcsqltat ugy _készitju‘k el, hogy a vége.s T elemeit
valamilyen so;‘;‘endben felsoroljuk., T = {qo,ql,.;.,qn}, és
tekintjiik a G(qq) 0 G(ql)o ... 9G(q ) soros kapcsoltat.
Igy G(p) nem teljesen egyértelmﬁ;‘most is éllapod;ju.nk‘ meg |
abben, hogy tetszéslink szerint lerdgzitlink egy, a defini-
cidénak eléget_ tevé gréfot, és azt tekintjik a G(p) gréfnak.)
A II/2.}§. g_r_-éfokra vonatkozé jeltléseit védltozatlanul
haszndljuk, pl. E(G(p)) az élhg]‘.maz,,. v(G(p)) pedig a szdg-
ponthalmaz jelb’lésére szolgdl.

Legyen M egy R gyuru feletti modulus, p egy X feletti

redukdlt
~vegtelen hiléterm, és teklntsunk egy (tobbnyire'rpg21tett—
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hek g_ondolt) q’b ‘leképezést, mely X-et Sub(M)—be, azag
M részmodulusainak héléjéba képezi. Egy+: V(G(p)) — M

leképezést (Lf-re vonatkozd) 8sszek6t6 leképezésnek neve-

ziink, ha (bal végpontly = O és valahdnyszor (a,x,b)e E(G(p)),
mindannyiszor b»{/ - a'jléxcp. Azt, 'hogy '\r \P-—fe vongtko-
z6 Osszekdt8 leképezés, (L?,'\r): G(p)—>M fogja jeldlni.
Legyen b€M! Ha valamely (§,4):G(p)—M esetén

(jobb végpont)ﬁy =b is teljesﬁl, akkor 8zt mond juk, hogy
b (&f -re vonatkozdan) elérhetd G(‘p)-vel. A Sub(M)-beli '
N és \/ miiveletek ismert leirdsdt felhaszndlve p
rengje szerinti indukciéval kénnyen addédik _(2.7) aldbbi

megfelellje:

(4.2) Végtelen gréflemma, Legyen p egy X feletti

végtelen te’rm,' R egy gylirii, Mg R+Mod, E X —Sub(M)

és b€E M! Ekkor be p(xt?: x€X) pontosan akkor teljesiil, ha
valamely p’c Red(p) -re b ¢ -re vonatkozéen elérhetd
G(p.)' -vel. Ha be p(x? x €X) és p redukdlt, akkor b

G(p) =-vel 15 elérhetd., Ha pedig p tetsz8leges (nem feltet—
leniil redukélt), akkor (a lemma elsé &llitdsdnak kivet-

kezményeként). p(x«?: x€X) = U(p’(xt{): x€X): p*éRedlp)).

Most adott X feletti redukdlt p  termhez és adott

R gyiiriihdz egy M(p) R-moduluét, egy ¢, X —s Sub(M(p)) |
leképezést és egy a €M(p) elemet definiélunk (Ezek per-
sze R-t81 is fuggenek mejd, de ezt nem jelolauk) Legyen

V' (p):= Vah)IN {G(p) bal vegpontja}‘,. M p) pedig a V’(p)
halmaz dltal generdlt szabad R-modulusﬁ. A G(p) bai végpont- '
jét az M(p) O-elemének tekintve v(G(p)) € M(p), és x€ X-re
legyen x{, & {c-—b: (b,x,c) €E(G(p))z halmaz dltal gene-

rdlt részmodulus. Legyen végil a  a G(p) jobb végpontja.

%
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(4.3) Détel.
(a) A feﬁti jelclések mellett (tehé,t P ;‘edu];élt) le-

gyen q eg‘;z_"covébbbi X ’fe]‘.et_t»i._‘végtelen t‘erm'. A p<Lq vég_ -

telen hédldazonossdgra az al4bbi hidrom feltétel ekvivalens:
(1) sub(R-Mod)p=p< q, \
(11) sub(M(p))-ben p(xy,: x€ X< qlxy : x€X),
(1ii) ap€q(xSop: x€X) .

(b) Ha p is tetszSleges (tehdt nem sziikségképpen re- -

dukdlt) végtelen term, akkor p<q pontosan akkor teljesiil,

Sub(R-Mod)-ban, he minden p’€ Red(p)-re Sub(R-Mod)l=p’<q.

Bizonyitds. Bl8szor az (a) részt igazoljuk. Az (i)=(ii)

vildgos. Tegylik fel (ii) =-t! Mivel a konstrukecid folytén a,
G(p)-vel elérhets, (4.2) szerint a €p(xp: x€X) &
Eq(xtpp: x€X), azaz (iii) is teljesiil. Sziikséglink lesz
az aldbbi segédtételre.

(4.4) Segédtétel. Legyen M‘,KGR—Mod, 2 X —sSub(M) és

K: X—>Sub(K) 1leképezések, ¢: M—K modulushomomorfizmus,
és t egy X feletti végtelen hdldéterm! Ha minden x€ X-re
EpPS XK (ahol xup = {u?: ue X/.L} € sub(K)), akkor

t(xlu: X€ X)?,Q t(xx: x€X) is teljesiil.

A (4.4) bizonyitdsa indukcidval tsrténik. A t€X eset

nyilvénvald, Ha t = /\(t i€ 1), akkor a.z indukeids hipo-
tézis szerint t( x,u X €X)g = (A4 (x,u x € X) 16 I))¢ ¢
/\t (xlu x€XJp: 1€I)C n(t (xft: x€X): 1i€1I) =

= t(xk: x€X), miga t = \/(t : 1€I) esetben pedig

tapu: x€x)p = (Vs (xp: x€x): 1€T))pc

CV(t (x/u x€ X)SP i€ I)CV (t. (xic. x€X): i€1I) =

= t(x#: x€X). - o Q.e.d.

A (iii)@(i) igazoldsa érdekében tegyiik fel (iii)
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Legyen K € R-Mod, £: X—s>Sub(K) é&s b€ plxk: x€X)S K
tetsz8leges! (4.2) szerint b G(p)-vel elérhets K-ban.
Létezik ezért olyan 4, melyre (K,?)‘: Glp)—=XK &8
(jobb végpont)y = b. A (bal végpont)y = O -feltétel le-
hetdvé teszi, hogy v -t egy 'fi\/: M(p)—}K homomorfizmussé

/

terjegsaik ki, megedlg egyertelmuen.r Mivel G(p) tetsz6leges

(u,x,v) elereﬁ —u)Y:vw-uQ v»f—uﬂ/é’ XE’J xxp ’\}/ CXK Igy (4.4)
szerint b=apy_"‘ yeq(i\op X€X)’\|/ cqlxa: x€X). Tehdt
p(xK: x€ X) S qlxk: x€X), azaz (i) teljesiil.

A (b) rész bizonyitdsihoz tegyiik fel, hogy Sub(R-Nod) =
p<q és p’ €Red(p)! Mivel (4.2) folytdn Sub (R-Mgd) t==p’4p,.
a tranzitivitdsbdél Sub(R-lod)F= p’< q. Ha pedlg_yg_l_gmeny-
nyi p’€ Red(p)-re Sub(R—}l,{Ig@ = p’< q, akkor a (4.2)—b)e‘1;_
p={J(p’: p’€ Red(p)) formuldbsl Sub(R-Mod)l= igﬁfédédik;

Q.e.d.

3.§. A h termekbol nyerhetd azonoss‘égpkrél Nem nega-

tiv m,n egeszekre és egy R gyiiriire az {rE R: (jseR)(ms-nr)}
halmazt jelSljik (m/nv)R -rel! Ez R-nek sziikségképpen idedl~
.ja, és pl. R= (O/O)R. Az m-rangu szabad R-modulust, amely

RR=RR1 -nek. az m-edik direkt hatvédnya, R Jeloll majd.
Az X = {x,y,z,t} vdltozdhalmaz f£610tt definlalauk az
- aldbbi véges hilétermeket! . |

pi= =(x+y) (z+%), w_pt= (x+z)(y+’c) wozz.- X,

O< k< €O ~ra Syt = (wk+t)(y+z) és = (s +1+p)(x+z)
velemint 0£m,n<@-ra hy ,: ((w +x)w +y+z) '

(4.5) métel. Legyen q _g_gy'ye’g.‘telen hildterm az

{xm n‘: 0<m<w, O0<n<w} vdltozdhalmaz felett. Tetsz8le-

ges R gyﬁrﬁre az alébbi hérom feltétel ekvivalens:

(1) A p(x,y,z t)< q(h : m<w,n<w) végtelen azo-

nosség télj estil Sub(R-Mod ) -ban;
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(11) Sub(pR’) = Sub(M(p))-ben Dx,,¥q,» 2y, b0 )<
fq(hm,n(xwp’yq)p’z‘?p’t‘fp): m’n<w);
(iii) (0/0)= q({m/n)g: m,n<w@) teljesiil-R bali-

deél‘jaihak hd1djdban (azasz Sub(RR)-ben).

Bizonyitds. A bizonyitdst (4_.3)(&)-ra alapozzuk, Mivel
v (p) = {al',_?'z,a3§ _‘ most héromelemil ((4.6) dbra),
(1)¢=(ii) vilédgos. A hdtralevd (ii)e= (iii)  igazolédsdhoz
mindenekel8tt vezessilkk be az U:= ug., (u€X) 8s
V= v(x?p,yyp,z?p,twp) (veip,w Wiy 84, h:L J}) jelsléseket!
(Ideiglenesen P nemcsak a primszdmok halmazdt jeldli, de ez

nem fo.g félreértést okozni.)

6(p):

(4.6) Lbra

Egy c GM( ) elem dltal generdlt részmodulust -[c] ~-vel fogunk

jeltlni. Deflnlclo szerint X = [a2] Y = [al~a2], 7 = [a3]

es T= [a -aB] . Tovdbba ervenyesek az alabbl egyenloségek is:
P= [al'_l . k& -1 -re W = [32+}<a3] , k>0 7ra )il =

(4.7) [al-az-(k+1)a3] és myn>0 -ra

Hyon = (m/n)ge,:= {ra;: (Is€R)(ns =nr)} .
Ezen osszefuggesek mlndegylke elemi szamolassal és eseten-
ként indukcidval igazolhatd, ezert példaként csak a Hm n ~Te
S . L]

vonatkozdt bizonyitjuk & kordbbiak felhaszndléséval:

(W, +X) nw ={r(aytnas): rer és (Is, »u€R)(r(ay+nas)=

=s(<"a2.+m33)+ua2} - {r(az+n33): r€R és (3s€R)(ms=nr)}, s igy

Hyon = ({r(a2+na3)': r € (m/n) R% +Y+Z)nP = {r(a +n33)+
+u(ey-a,)+vay: re(m/nlg, u véR}f\la] = {r(a2+na3)

u(a.l-a2)+va3.. r¢ (m/n)R, u,vé€ R, u=r, ’_-nr} =
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{ra : r€ m/n } = (m/n R81? valoban.

Mivel pR = [al] R, Sub(RR) izomorf a Sub( RB)

< gR
héldéban vett [{O},[al]] intervallummal. S8t az is vilégos,
hqu a G ':Sub(RR)—>- [{O} ,[al]] , I|——>Ia1={ralz ré I} 1ef
képezés hdléizomorfizmus. Mivel (4.7) s‘zerint""(m/n)RG' =

= Hy o és (0/0)3@ = [a)] = p(X,Y,2,1), (ii)&(iid)

nyilvénvalcS . 4 , Q.e. d .

Jeltljik A(m,n) -nel a p£h véges hdléazonossé-

11

got! A q termet Xn.n -nek valasztva adodlk az aldbbi
?

(4.8) Kﬁve‘tkgzmény. Tetszé’legés‘ R gyiirlire az aldbbiak

ekvivalensek:
(1) Alm,n) teljesiil Sub(R-Yod)-ban;
(ii) l(m,n‘)r teljestil Su}b-(:fRR%);_i‘v-bzgn;
(ii1) A D(m;n) oszthatdsdgi feltétel teljesiil R-ben;,

A (3.7) -t kb’vété megjegyzéshez még hozzéﬁesszﬁk, hogy |
(a mqr_ldott\épeciéli‘s (m,n) pérokra)/ (j.i) Herrmann éé
Huhn [34] -ben is szier‘epel (qhoﬁl a bizonyitds a 2-gyémént
héiéelméleti sajétossdgain mglik)y.-A kgrébbi megkdzelités
(ii)-ben csak Sub(RR4) -t eredményezett, s a 4 kitev8t csak
kiilon megf_"c_)ntol'ésokkal (melyek egyike Huhn Andrdstdl evred)
lehetett 3-ra leszoritani (bizonyités nélkiil: [6,11]). A
jelen —és a korébbigknél egyszei‘iibb— megktzelités ter-
mészetesen adja a 3 kitevé’t Egyszeri ellenpéidék (p1.
1 *R . -nal tobb elemu prlmtestek) mutatjék, hbgy a
hédrmas kitevé tovébb mdr nem csokkenthef(f. |

A bevezetésben egy \ véghelen hdléazonossdgot regu-
lérisnak neveztiink, ha vala-ha’nyszor Sp Ry = SR2 .(RZL-’.RZ gyt~
rﬁk) és Sub(R -Mod '=)t , mindannyiszor Sub( 2—3/(129)}:1.

A III. fejezet eredményei szerint minden véges héléaéonos—_
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Ség reguldris. Ezzel szemben példdul
(4.9) f11itds ([6,11]). 4 p<h, Vv /\(hu 13 uéP\{2})

azonossdg nem reguldris.

‘Bizonyitds. A (4.5) tétel szerint a kérdéses azonosség

pontosan akkor teljesiil Sub(RfDM)_fban, ha

(1) (o/0)p= (2/1),V /\I((u/l)R: u€P\{2]). Ez pedig egyen-

értékil az r+t =1
' (E) 28, =T
us, =t (u€r\{2f)

egyenletrendszer R-beli megoldhatdésdgdval. Ez nyilvén nem oled-
haté meg Z-ben (me_rt -.-végfcéleﬂ sok primosztéja miatt -
t=0, és igy 2s,=r=1 kévetkezne). Most beldtjuk, hogy
ne€N -re E megoldhats Z, -ben. Legyen n = 2'm, (2,m) = 1;
Ha v =0, akkor a 2s,=l egyenlet =és igy E is~ megoldhatd
Z, -ben. Ha pedig v> 0, akkor (3.2) szerint az r=1-m,
t =m egészithets ki E megolddsévé. Bzért E megoldhaté a
z’:=ﬂ(zn: n€ N) direkt szorzatban is. Mivel a Z’ -ben telje-
siilg _oszthatéségi_fenéte_lek valamennyi Z tényezdben is
teljesililnek, Z és 2° spektruma alz_b_nlos. Q.e.d.

Nem sokat tudunk arrél, hogy mikor reguldris egy vég-
telen hédldéazonossdg. Az aldbbi feltétel csak elegend§, de

(4._11) szerint nem szilkséges.

(4.10) Allités.- Ha q /\-mentes (azaz csaek véges. sok
tényezdt szdmldld metszetek lépnek fel benne), akkor a

p < q végtelen hidldazonossdg reguldris.
\

Bizonyitds. A (4.3)(b) ‘szerint elegendd azzal az eset-

tel foglalkoznunk, amikor p redukdlt. Legyen X a p<q
vdltozdinak halmaza. Az aléb_b_iakbari az a célunk, hogy
tetsz8leges q’ €Red(q) -hoz és V(a(p)) tetszdleges vé-

ges H részhalmazéhoz' egy E(p,q’,H) véges formdlis lined-
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dris egyenletrenqszert~rendeljiink ugy, hogy p=q pontbo-
san akkor teljesiiljtn Sub(R-Jod)-ban, ha valamely
- q* €Red(q) -ra és véges HCV(G( )) -re E(p,q’,H) megold-
hatd R—ben. Ekkor ugyanis (3 6) -bél az allltas mar adodlk.
Tegylik fel, hogy Sub(R-l\’(I/Qg) = p=q. _Ekkovr (és csak
ekkor) (4;3)(&) szerint apsq(X\Fp: x€X). Igy (4.2)
szerint 1létezik q’€ Red(q) és. ¥, hogy l(‘?p,’\y): |
¢(q?)—sM(p) és (jobb végpont)y = . Mivel G(q’) Yéges,
1étezik -olyan véges H E.'-V(G(b))‘, hogy
(1) (a,x, b)GE(G(q )) -re by- ay € [d-c: c,d€H
és  (c,x,d) €E(G(p))], és
(_2_) uEV(‘G(q )) -re u'\yG[H].
Tovdbbd (H-t81l fiiggetleniil)
" (3) (pal ‘végpqnt)«y = 0, (jobb végpont)y = a,.
Forditva, ha valamely H—ra, a’-re és VY —re (1), (2)
és (3)  teljesiil, akkor «/ alkalmas Ssszekdtd leképezés,
‘s igy a,€ q(xtpp: x€X).
Mérmost H\{O} szabadon generdlja (a] -t, igy az uy
elemek az egyértelmii uy = Z(ru,hh: h€ I-.I‘\{O'}) alakban
kereshet8k (ru,h€R). (1) ekkor annak felel meg, .ho/gy‘

alkalmas r E€R egylitthatdkkal minden

‘a,b,c,x,d
(a,x,b)GE(G(q )) esetén
- (1*) Z(xy pher, ph: n€M{of) Z(rabcxd(d c):
c,d €H és (c,x,d) €E(a(p))) teljestiil. (1*) viszont
azzal gkvivalens, hogy minden h € H\ {O} ,rré
(127) Tv,h™Ta, h=Z(ra b,c,x,h
€E(G(p)) Z(rabhxd' d€H és (h,x,a)€ B(C(p))).

: c€H és (c, xh)€

, Hasonloan léthatd, hogy - (3).: is blzonyos (mondguk (3”)
vel jelslt), az Tun egylitthatdkra felirt egyenlosegek
- , o ‘ .

teljesiilésével ekvivalens. Legyen E(p’,q’,H) az Osszes
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(12°) és (3?) egyenletekbol 8116 egyenle(trendszer, mely-
‘ EV(G
a,b,c,x,d (hGH\{o x€X, (a,x, b) € E(G(q?)),

(c,x,d) € EB(a(p) )N (HX {x x H) jelentik a valtozokat.

b r s r
en u,h s

Léthatd, hogy E(p,q’H) megfelel az eldre vizolt célnak. Q.e.d.

4.8, A reguldris hdldazonossdgokkal jellemezhetd gyii--

A'riitu,];ajdonségog. Erzésiink szerint a végtelen h4léazonos~

sdgokkal jellemezhetd gylirlitulajdonsdgok kielégits (példad-
ul (3.7)-hez hasonld) leirdsa nem lehetséges. A reguldris
azonosséigokkal jellemezhetd gyﬁrﬁtulajdonségokat azohban
meg tudjuk hatdrozni (Aa reguléris‘elne.v-ezést éppen ezért
vezettik be). Api€q; (X, feletti) végtelen
azonossdgok pontosan akkor teljesiilnek egy L feljes hélé-
ban egyidejiileg valamennyi i€ I-re, ha az \/(pi: i€I)=
<\/(q i€éT) - végtelen hélérazdnosség ‘tel,j eslil L-ben.
(Itt feltettuk, hogy i # j-re Xif\X = §.) Ezért végte-
len hé‘léazonosségo‘k halmazai dltal Jellemzett gy.ﬁriitulaj -
donsdgokkal nem kell kiildn foglall_coznunk' |
Legyen I a (3.8) eldtt definidlt SL spektrumhalénak egy

tetszoleges idedlja, és deflnlalguk a A(I) vegtelen
hdldazonossdgot a kovetkezd médons ha minden S€I . -re
S(0) # 0, akkor A(I) legyen a p<\/(ho s(0)* SET)
(végtelen) hdldazonossig, e'al_.l‘enkezo esetben ﬁedig legyen
AI) a p4V /\(h S(u)+l S(u): uIGP és S‘( )<W): SeTI)

azonossag. Az alabbl tetelbol vilédgos, hogy «l( ) reguldris, .

(4.11) 28tel ([6,11]). Legyen I az SL spektrumhils

tetszleges idedlja. Ekkor tetszSleges R gyliriire az
) speT, |
(p)  subl -mm)|=3t(1)
() sub(gr’) E=A(1)
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feltételek egvmissal ekvivalensek. Forditva, tetszlleges

regulé;ﬁis, végteien A héldazonossdghoz létezik egy olyan

egyértelmﬁen meghatérozott IW) idedl SL -ben, hogy bér-
mely R gyliriire az Sp€ I(A) jgontqsan skkor teljesiil, ha

Sub(R-Mod) =

-Eizonyités. Legyen I az SL valamely ideéljai_Elc’Sszb‘r te-
gyilk fel, hogy bérmely S€ I-re S(0) # 0t (4.5) szerint |
(P) is és (1) is ekvivalens azzal, hogy

(1) 1€Z({o/s(0))g: s€TI).

Ha (), akkor 1R€(O/SR(O))R=R miatt (1) teljesiil, For-
ditva,‘tegyﬁk fel, hogy (1) fennéll' Ekkor létezik véges sok
S1seeesS €T, rl,...,r €R, hogy 1 —r1+...+r » 59 (O)r 1703
vees8,(0)r =0 telaesul Legyen 5:= V(s;: 1= iz n)! Ekkor

n

S€I és s(0) az sl(o),._..,sn-(_o) lszémgk mindegyil_:g’pek'

t'db\bszt‘ibrb'se‘.‘ Igy S(O)-1R=S(O)"r1+...+_S.(Q)-rn=v R%"""*‘,OR:
= Op. Ennélfogva ,SR(_O.) osztéja s(0) -nek, és igy Sp<S. Ni-
vel.I idedl, Sp€ I, iv‘al'éban. 7 ‘I\Tézz'iik mos+t azt az ese-
tet, amikor valamgzlj §€ I -re ‘1':#5(0) .-?O.,!_ (4.5) szerint
(P) is és () is ekvivalens azzal, hogy |

(2) 1€ Z(ﬂ((uS(u)*l/uS.(u,).)R': u€ P és slulcc): seI).
Ha (*), akkor definicid szerint

Spiul+l  Solu o

1p€ M((u R /u R Jgt wEP és sp(ulceo), tehdt (2)
teljesiil. Forditve, tételezziik fel most (2)-t! Bkkor 1&te-
zik olyan véges JEI és rq€R (S€J), hogy 1R='Z(rsz SEJ),
06{8(0): SGJ’ﬁ, és S €EJ-re rsé_n((uS(u)+l/uS(u)ké u€pP.
és s(u)<w), Legyen S’::V(S:‘SGJ)! Ekkor S’€ I, "és bér-
mely u€P -re, S€E€J -re S(u)= S’(u). ‘Ha 8’ (u)<co , ak-
kor uS’(u,)'lR v’ (uZ(r S€J) Z‘(uS’(u)-S(u);uS(u);

SE€J) = Z( S’(u)—S(u) S(u)"'l-gs' SGJ)

= us?( +1 Z(gg. S€J) alkalmas gSGR elemekkel tehdt

.

rS.
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RpE=D(u> (u)+1 ws’ (u)) Ennelfogva SR<S , és igy Sp€ I,
azaz () telaesul.

A forditott irdnyu alll‘l:as bizonyitdsdt két segedté-
tellel_kes21t3uk elé.

(4.12) Segédtét‘ﬂenl. Legyenek R, és R, lgyiﬁirﬁk, 9 pe-
dig egy olyan Rl_}R2 leképezés, amely vagy |
(1) bijektiv és + -tartd, | | vagy
| (2) 1-tarté és + -tartd.
Ekkor minden Sub(R,-Mod) -ban teljestils végtelen  hdlé-
azonossig Sub(R,-Yod) ~ben is teljestil.
(4.12) Bizohyitésa. Legyen R egj tetszé’legés gyﬁrt‘i,

p és q pedlg X feletti vegtelen termek melyek kozul P re-‘
dukdlt! (4.2) és (4 3) szerint Sub(R-Mod)l=p<q pontosen
akkor teljestil, ha (R-re »,nézve_)l - (Hqr€ R?d(q.)/')..,(gp € o
€q’(xy,: x€ X)). Ezen utébbi feltétel (4.2) folytdn
~ g’-re nézve gyengiilS. Azaz, ha g’ ,q”ERed(q), Q® =.q”
&s a,€ q’(J‘ﬂva::XGX)‘, akkor szdksegkeppen a Eq”(xx?p xGX) :
' Tekintsilk az ape'q _(xggp. x €X) fell’c_et’»elt! Célunk az,
hogy eme feltételt végtelen, formdlis, linedris egye_nlet-
réndszerek segitségével is megfogalma_zzuk_. (‘4.24) SZeri_ﬁt
ape q’(xtpp: x €X) pontosen akkor teljesiil, he |
| (3) 1étezik ¥, hogy ,(tpp,‘\f/): G(q?)—M(p) és
(Gobb végpontly = 8, .
Jelsljiik Vv’ (p) = {f fi: i€ IE -vel a V(G(p))\{bal vegpontg
Elalmazt ugy, hogy a; -t f; -gyel jeldljiik.! Exkor V'(p) az
M(p) szabad generdtorrendszere. Legyen E.. a G(p) x-szel
szinezett éleinek halmaza! I\Eivel u€v(G(qg’))-re az uy
-elemeket Z(rﬁ,ifi:'iéJﬁ) elakban (véges J CT) ke-‘.
x'!eshetjﬁk, (3) pontosan akkor teljesiil, ha 1éteznek:_

uev(G(q®)) -re véges Ju'gI részhalmaz és r. . €R
_ , ) : v At 3% Tu,i
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(iGJu) elemek, valamint
(2,%x,b) €E(G(g*)) -re véges By x,b S By részhglxgazok
és (g'x,’,d) € Eq,x,b -re r_ b,c,x,d€ B elemek
ugy, hogy -
(4) Z(rb.al végpont, ifi: i€Jb_é.l ve’gpont) =0
‘Z(r ,1: i€7,; )=f l’ . ( tovébbd

1
(5)  (e,x,b) €E(c(q’ )) -re E(rb fy: 1€ Jb) -
,1 ,.
-2(r, ;£5: 1€3)=2(x (a-c)z (c,x,d)€
eEa,X.b)f |
Ezért a (4.10) bizonyitdséhoz hasonlé médon (4) és (5) -

abcxd

bizonyos, az ER egyutthatokra vonatkozo egyen-

1ndexek
loseg,ek egyldeau telgesulesevel ekv1valens. Ezen egyenletek

egyutesen egy egyenletrendszert alkotnak az r. Kk isme-

1ndexe
retlenekre nézve. Ezen formdlis, 1;negr13 végtelen egyen-

letrendszer (melyben minden egyenlet véges) ap=aés ¢ -n
kiviil fiigg a J és az E x‘b véges reszhalmazok valaszta—
satol isy Jelolge c az emhtett valasztas mlkentgat es
E(p,q’,c) a tekintett egyenle__’gr_epd“sz_er_t»! /Legyenv tov4bb4

Cp q’ a lehetséges ¢ -k halmaza! Vildgos, hogy az
” . o . . \

8, € q’(xtppzb x€X) és a (Je€cC ',)(E(p,q’,c\) R-ben meg-

Psq
 0ldhaté) feltételek egymdssal ekvivalensek. Vezessiink be

egy =< parcidlis rendezést a Cp q’ halmazon: c<e’
9

Jelentse azt, hogy (értelemszeru jeltlésekkel) minden

u€v(c(q’))-re J €3 és minden (a,x,b) €E(G(q’)) -
C we

8,X,b™ Ea,x,b ! psq’ 4

részben rendezett halmazzd vdlt (tehdt bdrmely két elemének

E Vildgos, hogy ezdltal C irdnyitott

van kozds felsd korldtja). Tovdbbd a (Hcecp q,)(E(p,q’,c)
. . ’ .

R-ben megoldhatd) - “feltétel c-ben gyengiild. Azaz, ha

-E(p,q’,c) megoldhaté R-ben és c<c’€C s akkor

P,q’ h
E(p,q’,c’_) is megoldhatd R-ben. Ezzel igazolltuk, hogy

~
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. (4.13) Qgggg; Redukdlt p esetén tetszlleges R gyliriire
a Sub(R-—llggg) = p<£q és a (Hq’eRed(q))(Hcécp’q,)
(E(p,q’,c) megoldhatd R-ben) feltételek ekvivalensek. Az
utébbi feltétel q’ -ben gyengiilé, C
(3¢ €c

,q’ irédnyitott, és a
, : b

p’q,)(E(p,q’,c) R-ben megoldhatd feltétel c-ben
gyengtilsg,

A (4.12) bizonyitdsdra visszatérve (4.3)(b) szerint
elégend6.blyan P=<q yégtelen azonosségot tekintenﬁnk,
melyben p redukdlt. A fenti lemméban szerepls E(p,qle) e-
gyenletrendszer.ekkor a kovetkez8 alaku: az ismeretlenek
halmaza {xt:'bEﬂﬁ , az egyenletek pedig
alxt1+...+§nxtn=b ~ (e;,p€Z, t;€T) alakuek. Ezér‘t (4.12)
(2) azonnal adédik (4.13)-bdl és ezon.ténybSly hogy ¢ e
tekintett egyenlétrendszer_@egoldésait megoldésdkba viséi
" 4t.  Legyen most r egy tetszfleges R-beli elem, és jé}ﬁl-\
jik BE(p,q’,c,r) -rel azt az beeli (tendt mdr nem formé-
lis) egyenletrendszert, amelyben az Xy (t€T) viltozdk
R-beli @smeretleneket~je161nek, és amely ' . az
alxt:+;.;+anxtn=b alaku egyenletékvhelyett rendre a -

1
" megfeleld 8.X, +...+8_X, =br egyenletekbdl 411. Ldtha-
1 tl n tn ”

t6, hogy E(p,q',c) pontosan akkor oldhaté meg R - ben, ha
az r paraméter minden R-beli értéke mellett E(p,q’,c,r)
megoldhaté (hiszen az E(p,q’,c) -beli egyenletek mindkét
'oldala:yﬁbfél megszorozhatd r-rel, s misrészt r=1p is le-
het). A (VréfR)(E(p,q’,c,r) megoldhatd) feltétel -
viszont egy (1) tulajdonségu § -vel szemben-invariéns.

Igy (4.12)(2) -h8z hasonlé médon (4.12)(1) is addédik. Q.e.d.

(4.14) Segédtétel. Legyen R; és R, két gylirii, direkt

szorzatukat ﬁedig jelvljlik R -rel! Egy p=<q végtelen hi-

ldazonossdg pontosan skkor teljesiil Sub(R-%gg) -ban, = -
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ha Sub(Rl-Mod)—ban és Sub(R,-Mod)-ban is teljesiil.
N A 2 A

(4.14) Bizonyitdsa. Mivel R; homomorf képe R-nek,
(4.12) szerint elég beldtni, hogy ha Sub(Rl-—ﬂl\g\gg) = péci
és Sub(R,-Mod) == p=q, akkor Sub(R-l\,(I,Qg)f:.- p<q. (4.3)
szerint feltehetd, hogy p redukdlt. Tegylik fel tehét, hogy
i=1,2 -re Sub(R;-Mod)F* p<q ! Ekkor (4.13) és (4.1) sze-

rint i-t81 fliggetleniil is 1étezik olyan q’ € Red(q) és

. .
c €C s hogy E(p,q’,c) mégoldhatd Ri -ben. (A fel-

9
haszia?.t feltételek q' -ben, illetve ¢ -ben vald gyengiilését
intenziven kihaszndltuk.) Igy E(p,q’,\c) megoldhatd R-ben
(azon R-beli vektorrok, melyek i-ik komponensei E(‘p_,»q’,c) »
egy rogzitett Ri—beli.meg_oldésénaljc megfeleld tagjai, meg-
olddst: szolga’ltatnak), s ezért (4.13)-bél Sub(R -Mod) I::'—:

P Z£q. : . _ ‘ _Qed

A (4.11) bizonyitéséra visszatérve, A :reg'ularitésa
S-—Mod |=‘—.).7{
johet szamltas‘p‘ak.._ ‘Ig‘y'csak azt l;ell megmutatnunk, hogy

és (3 8) szerint csekis az I(Q): {S € SL: Sub(

I(A) " idedl SL-ben, Ha S,€ I(A), S,€S5L és 5,£85,, akkor

(3;8) ésv (4;12) szerint S,€ I(A). Ha pedig Sl',82€ 1(A),

akkor (4.14) szerint Sub(Rg X Rsz-Mod)}::Jx . De (4.14)-

b8l Con(Rg -Mod) V Gon(Rg -Mod) =gon(Rg X Ry -Mod) is k&-
1 Sp ~ 1

2 "

vetkez.lk, s igy (3 9) szerint R X R spektruma slv 82. |

Sp0 S
Mlnthogy A ;‘egularls, Sub(RS v S —M) = A, azaz

S,V S, €IA). Tendt I(A) valdben idedl. Q.e.d.

(4.15) Megjegyzés. Legyen A egy tetsz8leges végte-

len hiléazonosség! Ekkor az, hogy Sub(R-lod) -ban telje-.
stil~e A, csakis R additiv csoportjdtdl fugg. Azez, ha
Ry és R, edditiv csoportje izomorf ,és Sub(R 1-—Mod )= A,
akl;oi‘ A Sub(R Mod) -ban is teljesiil.
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Az €18z8 megjegyzés csupén (4.12)(1).étfogalmazottja. :

B4r éppen (4}15),vezetett el az Abel—cSoportok véges hdlé-
‘azonossdgokkal t5rténd jellemzésének vizsgdlatdhoz (I1T/4. §),
Abel-csoportok végtelen_héléazqnoéségokkal t8rténd jel-
lemzésével a Pixley (2.5) tétel megfeleldjének hi.ja'.n nem -
foglalkoiunk. |

| Az el8z8 bizonyitdsbdl kitlinik, hogy ha A egy véges
héléazonosség, akkor (4.14) végtelen sok tén§ez§s direkt
szorzatra is érvényes, s igy I(A) f8idedl SL-ben (ez

(3.2) és (3;7) felhaszndlésdval is‘kﬁnnyen adédik). A vé-
ges héléazqnosségokkal jellemézheté\gyﬁrﬁtuladenségokat
mégsem a fdidedlok, hanem az (egyszerﬁbb) oszthatdésdgi fel-
fételek nyelvén edtuk meg (3.7)-ben. Most a reguldris hdlé-
azonoséégokkal_jgllemezheté g&ﬁrﬁtulgjdqnségokat.fqgjuk ha-
sonlé egyszerﬁséggeinmegadpi. Ehhez séﬁkség lesz a gyen-

giild bséthatésééi'félfételrehdszer fogalméra. Legyen B

oszthatdsdgi feltételek égy.rendszere. (A rendszer szdét a
halmaz szinonimdjaként hasznéljuk.) Akkor‘mqndjuk, hbgy ;B
teljésﬁl egy R gyﬁfﬁbén, ﬁaiB(minden eleme'téljesﬁl R~ben.
Legyen»(I;:E) egy irdnyitott részben rendezett helmasz, |
és miﬁden i€I-re legyén Hi oszthatdsdgi feltételeknek
egy rendszere, Tegyilk fel, hogy valehdnyszor i,jE€I, i=<j,
1?, egy gyﬁrﬁ'és RE= Hi, mindennyiszor R|= Hy-! Bkkor a
(3ie I)(Hi) feltételt gyenglild oszthatdsdgi feltétel-

rendszernek nevezziik.

(4;16) £113i tés ([el). Pontosan & gyengiil oszthaté-
ségi feltéteirgndszerek a reguldris végtelen hdléezonosséd-
gokkal jellemezhets gyﬁrﬁtulajdonség§k. Azaz minden A re-
gulédris végtelen_azonqsséghoz létezik olyan H gyengililé
oszthatésdgl feltételrendszexy és minden H’ gjengﬁlS osztha-

tésdgi feltételrendszerhez létezik egy A’  reguldris vég-
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telen azonossdg olymédon, hogy tetszlleges ﬁ gylirlire a
sub(R-Mod)l= A , illetve a Sub(R-Nod)l= 2’  feltételek
rendre ekvivalensek az R|=H, illetve az Rf=H? feltételek-
ke_lj. |
,Bizonyités; (3.2), (3.8) és (4.11) szerint elég be-

létni, hogy | '{RS: SGSL‘E -nek egy B ré#zhaln;azé ponto-
san akkor jevll‘e;mezheté gyengﬁl6 oszthat.é'ségi feltételrendszer-
rel, ha {S: RS'G B% idedl SLl-ben. Legyen I egy idedl

SL -ben, jeldlje HS“ az RS ~ben teljesii1§ bsszes osztha-
téségl feltételek rendszerét, és tekintsiik a I\{:= (Is EI)(HS)
feltételt! Az I idedl ‘rév_énA ira’nyitott, tet‘szé’l_eges oszt-
hatésdgi feltétel teljesﬁlése homomorf képrewb‘r'c_iklé’dik,
tehdt (3.8) szerinf _ H egy gyengiils oszthatéségi'felté-
t.elrends’zer, Ha S’EI', akkor ""RS‘:' H nyilvéhvglé_. Ha pedig
| Rsl—“%' H, mondjuk RS\:-‘:H , , akkor minden Ry, -ben teljesii+
15 oszthatésdgi feltétel Rg-ben is teljestil. A spektrum de-
finiciéja. szerint igy S=<S’ , tehdt SE€I.

Foréitva, legyen (3161')_(Hi) 'egj gyengiils oszthatésdgi
feltételrendszer! Tetszlleges D(m,n) Qsithatéségi feltétélf
re (3.2) szerint {S: Rgk= D(m,n)} ide4l SL-ben. Mint ilye-
nek metszete, J,:= {se_s:c,: RgF= Hi% is idedl. Végiil
{s€su: (3i€I)(Rgl= H,)}] is idedl, mert nem mds, mint
a Ji (i EI) idedlok irdnyitott rendszerének helmaz-

elméleti unidja. ' ' Q.e.d.

(4.17) Példa. A‘ps\/(ho,zk_l_l: 0=k<w), a
pé\/(/\(hu 1 WEP\H): HESP és H véges) és =
?
p=<V(h ;. & i<®) (ahol m,n,k<W) reguldris
' m-n..+ ,k'nl \ 3 . T ,
hédldéazonossdgok Sub(R-I\M),-beli (avagy Sub(RR )-beli) tel-
j.esiilése rendre az ,R quakterisztikéja pégatlan“, nnajd-

nem minden u primszdmra az u-lp ~nek’van multiplikativ
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i,nverze‘R-ben" ésp"léte_.zik olya:ri i<w , melyre

i+l

Rk=D(men™* 1, ken®)n  feltételekkel ekvivalens.

A példe dllitdsait (4.11) kdzvetlen és egyszerii
alkalmazésaival igazolhatndnk., Ezért a bizonyitds evlmaraid.

A‘fejezetet egy negativ\ eredménnyel zérjuk.-(3,9) sze-
rint tetszlleges Ri | (i€1I) gylirik esetén (ahol T is
tetszlleges indexhalmg.z) lét‘ezik olyan R gyiiri (s8t, amint
azt (4.14) kapcsdn (4.15) utén emlitettitk, R= M x 1€I)
is vdlaszthaté), hogy Sub(R-Mod)-ban azok &s csakis azok
a véges héléazohosségok teljesiilnek, amelyek valamennyl
Sub(Ri-NA&)}\i)-ban (i€ 1) A teljesﬁlnek. “Ezzel szemben:

1#
(4 18) Allltas. Legyemn€N és '?E'{vegtelen, felteteles}.

I\T:ans olyan R gyuru, hogy tetszoleges A regularls Y
haloazonossagra 8 (V1<w)(8ub(z 3 ~Mod r:.l és a
Sub(R —Mod) b A feltételek ekv:Lvalensek 1egyenek

Megjegyzés. Az a’llitéswk'dvetkeztében'- az I§ Con(R.-Mod)

(R gyuru) alaku kvézivarietdsok a hdlék kvdzivarietdsainak

halo,jaban nem alkotnak V—reszhalot

‘Bizonyitds. Legyen "Y: végtelen, tegyiik fel, hogy

ven ilyen R, és jelsljikk X (m,n,k)-val a (4.17)-ben sze-

repld harmadik azonosségot' (4.17) szerint idW-ra

Sub(Zz 4~Mod V= ( O,n, 1), ennélfogva Sub(R -Mod |===7\(O n,1) -

b8l agodoan RE=D(0, n'3) teljesiil valamely j-re. .

Ekkor (4 8) szerint Sub(R-Mod h?&(o n‘-J Mdsrészt, ha

Sub( 2 4~Mod p=}\(o nd), axkor Z hD(O nd) miatt i< j.

Ez v1szent nem teljestil valamennyl i-re. (5.2)(a) fel-

haszndlésédval a &I/- felteteles eset . ugyanigy adédik;
Q.e.d;
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AZONOSSAGOKKAL

1.§. Malcev-szerii feltételek. E paragrafusban a [13]—

beli eredményt fogalmazzuk meg modulusyarietésokra.'Mivel
/ ’ .
kezelhet8ségre toreksziink, a kapott feltétel nem Malcev-ti-

pusu, csak Ma_lciev—-szerii lesz. A tovébbiakbah legyen 7( egy
rogzitett (po_ qo& &p{;s qt) =§p_<_ q alaku feltételes
héldéazonossig, ahol P,P;,d,0; €gy U véltozdhalmaz feletti
véges hélétermek. Definidljuk a p;,q; termeket i<cw-ra is:
ha i= j mod(t+1) és 0< j=t, akkor Ds s ill.'q. legyen g\_,pj
»111. a; term. Az alabbl definicidkkal az (5.1) tétel klmon-
dasat készitjlik elo ‘ A deflnlalando modulust - szandekosan -
bizonyos szabads'ag; fokokat megengedwe hatarozzuk majd meg.
Ha G egy gi’éf ‘és‘_‘H egy halmaz, akqu_HX_G Jeldli majd azt a
_ gréfot, melynek sz_'cijgpont__l"lalmgz'a HXV(G), élhalmaza pedig
{((n,a),x,(1,0)): heH és (a,x,b) e B(G)} . Gréfok diszjunkt
egyesitését szi')'g.gf)ont“_(ég 1gyél) -halmazaik diszjunkt halmaz~-
elméleti unidjdval kapjgk‘.;gj _p]_..' HXG ¥ (_-_)‘_(G-: h&H‘);

Legyen R egy rb’g;‘itfettgyiirii, GO= G‘(p),

0 0

F:= v(a(p))\{pal végpont}, és M0 az PO 41tal s)zabadon ge~

nerdlt R—modulus. A Gé bal Végpontjét tekintsiik az w0 o
elemének. Minden x € U-ra legyen X [c-—b' b,x,c) GE(GO)}

’

(generalt reszmodulus). (A (4.3) Jeloleselvel X‘O = xcpp es

MO - u(p).) |
Tegyiik fel, hogy m> 1-re G™~ , Fm—l, Mm'-lf.; s x €U~-ra
xm-1 mdr definidlva van. A definicid most kettévdlik (mert

két definiciét adunk meg egyszerre).

(a). Vélasszunk olyan SmS Mm"1 részhalmazt, melyre

m-1 m-1

S, SP np(X : XEU).

-1

(b) Vdlasszunk egy olyan S' < M részhélmazt, melyre a

Qm .. qm(Xm Ly x € U) Jelolessel élve % _ .
*) .,Teklntes" helyett egy V(G )—>MO leképezést is vehetnénk.
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m-1y am-1c c pm=1
Pn N TS ‘[Sm] =Pn -

Legyen (mindkét esetben) GT:= ¢l (Smx G(qm)),

m—1

Pl P (S X (v (G(q ))\{bal végpont,jobb végpont})), és

legyen M® az BT altal szabadon generdlt R-modulus. Minden
: %)
S €Sm—re az (s,bal végpont) Gm—beli,sz6gpontot t;;)kintsiik

az M® O-elemének, mig az (s,jobb végpont) GM-beli.szdg-

m-1

pontot pedig tekintsik s-nek (mint M elem_ének). Minden

x € U-ra »len:___ [c-b: (byx,c)€ E(¢™)]. Lithatd, hogy Fm_lg FT,

m~1

Mm_;g M, ¢mlc ¢™, X __C_Xm tovédbbd a G™ minden szﬁgpont—

ja egyuttal M -nek 1S eleme, (Bgy MP-beli ‘elem, pl¢ a0, egy=
is lehet

szerre tobb g™ -bell szogpont) . A a0 = G(p) jobb végpontjdt

jeldljiik fl-gyel. . o

)

(5.1) Tétel. Akdrhogy is vdlasztjuk az S, részhalmazokat

az (a) (illetve a (b)) feltételnek megfelellen, X

Sub(R-Mod)-beli teljestiléséhez a ,létezik n<w, hogy

f

1€‘q(Xn: x € U)" feltdtel elegendd (illetve sziikséges és
elegend"c')' ). ‘

Megje.gvyzhé.é. A 4 (c) 'Smé; Pg—l " vdltozat ugyan egy

egyértelmiien definidlt szlikséges és elegendd feltételhez

vezetne, de ezt gyakran nehéz lenne haszndlni.

Bizonyitds. Teljesiiljon flé‘q(Xn: x€ U) az (a) vagy (b)

valtozat ese‘cén, Legyen A€ R-»M, x€ U~-ra X’ € Sub(4),
a; € p(X’: x€U), és tegylik fel, hogy i< t-re (s igy i<w -ra.

O . G(p)-vel

is) 1] (X2 xEU) q; (X’: Xx€U). A (4.2) szerint a; G
elérhetd A-ban. Azaz, az x+> X’ 1leképezést (p-vel jeldlve,
‘léti-:«zik olyan 'YO-' V(GO)-—>A leképezés, hogy flf\fo = a4 és

(LP '\1/ : G —>A. Terjesszik ki '\r -at az egyertelmuen megha-~
tdrozott «y ;‘MO—-—?-A (R-modulus-) homomorflzmussa. Ekkor
minden (b,x,c)GE(GO)-ra c‘Y bfY = c'\y bf\y €%, Tegyiik most

fel, hogy m> l-re r\)(m"~1: V(Gm l) ——->A és 'Ym 1' M l__f->A mire  /
%) (de nem G l-beli) '
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m-1

definidlva van_ugy,AhogyWerl homomorfizmus, @‘ kiter-

jesztése’Ym-l—nek és'YO—nak, s barmely (b,x,c)ETE(Gm—l)-re

A" bl e 7. Exkor x€ U-ra X H{™ e x’, anonnan
. Am-1 m-1, Am-1 . e
(4.4) szerint sy ¢ pm(X : ;ceU)\r < pm(X’ : AXE U)e

Am=-1

f_;.qm(X’: xeU), azaz sm'Y [~ qm(X’: x€U) adddik. A (4.2)

graf lemmdt az Smﬁm_l elemeire alkalmazva ldtjuk, hogy 1é-

 tezik egy olyan Q{m—l-et kiterjeszf6'Ym: V(6™ — A 1leké-
¥)

pezés, hogy minden s €85 ~re (s,bal végpont )y

: *) -
(s,jobb végponty™ = s@m 1 s bdrmely (b,x,c)€ E(G")-re

m_ o,

cYm-meE X?., Léathatdé, hogy ha valamely uEEMm—l-re pwm ér-

telmezett, akkor uy™ = u@mml

, tovdbbg Flc 4™ értelmezési
t&rtoményaéEMm"lu FP, Ezért 1létezik egy egyértéimﬁen~megha—
tdrozott Qm: M A homomoffizmué,amely'Ym—nek\kiterjesztése

és Qm—l-nek folytatdsa. (Legyen ugyanis 4" a erFm—nek_

F'-r8l az PO £1tal szabadon generdlt M -re vald kiterjesz-
tése;) Tgy bérmely (b,x,c) € E(G™)-re cA-by™ = cy™-by™e x°
is teljesiil. ‘ | -

Eddigi indukcidénk végeztével létjuk,.hogy m<w ~ra 1éte-
zik 4™ v(G™) — A és@méMﬁ~¥At@$1mgy@m engﬂﬁﬁfis
és Y"-et is kiterjeszt§ homomorfizmus, (b,x,c)& E(G™)-b41
pééig cy"-bye X’ kivetkezik. Emnélfogva XWhexe, és

(4;4) alkalmazdsdval a; = ijQ = fi?ne q(x™: x:EUW?n &
cq(x’: x€U). Tehdt x teljesiil Sub(A)-ban, s igy Sub(R-Mod) -
ban is. | ' |

| Forditva, X téljesiiljon Sub(R-Mod)-ban. A (b) vélto-

 zatnak megfelelfen definidlt fogalmakat tekintve legyen

¥, 7°,¢Y &s x eU-ra I rendre az MP-ek, Fl-ek, Gl-ek

és TR-ek (n<eo) (halmazelméleti tartalmazdsra ménoton névek-
v8 léncainak direkt) halmazelméleti egyesitettje. Ekkor M%

az F“’éltal generalt szabad R-modulus, e pedig M*-nak a

[c-b: (b,x,c) € B(G™)] ‘réoahalnaz dltal generdlt részmodu- J
%) itt (s,bal végpont )¢Gm'
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" lusa. Meg fogjuk mutatni, hogy az y: (x GUI) részmodulu-—
-sokrad,x premisszédja teljesiil. Hogy (4.2) alkalmazdsdt
elbkészitsiik, vezessilk be az xq':= X jelélést. A pj vé-
gessége miatt vildgos, hogj tetszbleges Y: V(G(pj))aedmw
leképezésre av"(qfﬁw): G(pj)-4>M9" és a ,valamely J+1l< mew-

ra m=j mod(t+l) és (Wm—l;Y): G(pj)-»amm-l

" feltételek
ekvivalensek. Ezért (4.2) szerint pj(Xw: xeU) =

- U(pj(xm‘l: X € U): j4+l< m<cw s m=3 mod(t+1)). A konst-
rukcid és (4;2) szerint j+l<m és mz=j mod(t+l) esetén
pj(xm"lz xev) = P07h o (PN ) v (207In o) =
elslu Qe g (™ xev)uQl g o (X% x€U) - qj(st xeU).
Ezt az el8bbi . formuldval Osszevetve pj(Xw}'XETJ)Equ(Xw: xeU),
tehdt x premisszdja valéban teljesiil. Médrmost (4.2)-t az
eddigiekhez hasonld médon alkalmazva f € p(x%: xevU) e
c:p(Xw'-xéU)Cq(Xw: xel) U(q(X x€U): m<w), g igy .

valamely n<60—ra f,e q(x%: xeU). ; Q.e.d.

2.5, Gyﬁrﬁk.feguléris tulajdonsdgai, I. E §-ban gylirik

azon tuladenSégairél lesz szd, melyek reguldris feltételes
héléazonoséégokkal jellemezhet8k. A (4;5) tétel eldtt de-
finidlt termek egyuﬁtal'az U;: {X,y,z,t,e}‘hélmaz folott is
fermek;'Tetsz6leges m,n,k nem negativ egésgeh&zjegyen |
Dyt = ((e+wn_1)wﬁl+x)z , api= €
q:='((wk+y)(z+t);wmn)(X+y+e)+x+z,
és a PoS 9o = p<q feltételes hdldazonossdgot jeldljik
X(m,n,k)-val.

(5.2) Détel.

(a) Tetszoleges R gyurure es m,n,k nem negativ egészekre

%(m n, k) pontosan akkor telaesul Sub(R-Mod)—ban, ha vala-
+1

elz 1<Q3~ra a D(mni* kn ) oszthatosagl feltétel telje-

‘_sul R~ ben.
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(B) Legyen * égy reguldris feltételes hdldazonossig.

_ Tegyiik fel, hbgv 1étezik olyan nulla—karakterisztikéju (azaz

az S (O) =0 feltetelt teljesits) RO gylirii, melyre f,tel- |

R .
jesiil sub(rY -Mod) ~ban. Ekkor léteznek olyan msn Y %y po- \

zitiv egészek, hogy tetszlleges R gyliriit teklntve;xpontof

san akkor teljesiil Sub(R-ﬁgg)—ban, ha valamely i<w -ra

i+l ¢ 0 1Y teliesiil R-ben.

D(ny L ,v% .

Megjegyzééék. A tétel (A) része szerint %(m,n,k) nyil-

vén reguléris (1a. (3.2)). Nem ismeretes, hogy (B)-b8l az

0

R~ 1létezésére vonatkozd feltétel elhagyhatéwe (egyuttal m

pozitivitdsdt sem kikdtve). Ha sikeriilne tetszdleges re-

v

gulédris: X-hez a fenti tula;]donsagu e Nu{0} 1étét

i
igazolni, akkor az (a) resz/telges megfprdltéséhoz és a re-
guldris feltételes héldazonossédgokkal jeilemézhetS gylri-

tulajdonsdgok pontos_ismgyeﬁéhgz»jutpénk,.A (B)Abizonyitééi>
médszere ugyan étvihet6 arra az esetre is, amikor Sub(R-Mgg)

=X -b8l SR(O)> 0 kovetke21k de csupan olyan (ni)i<cu

egész szdmokbdl allo sorozat 1etet tudnank (dg az érteke-
zesben nem fogjuk? igy igazolni, melyre Sub(Rfﬁgg)F= }ﬁ‘
a (Ji<w) (RE= D(O;nonlnz...ni_l)) feltétellel ekvivalens.
Szdmossdgi okokbdl (csak-H£ sok %_van) nem léphet fel vala-

" mennyi (ni)i<co sorozat; (5.2) (A)-bdl viszont kdnnyen 1dt-

haté, hogy a , ip € P: valamely i<cw -ra plni} véges" felté-
telnek eleget tevd sorozatok fellépnek. Vegylik:észre azt is,
hogy (5.1) érvényes (p/ < qo& P = ql& ..)=>p<q alaku

-"felteteles azonossagokra" is, ahol p,q és i<w-ra Py2d4
véges héldétermek, és mlnden jew-ra végtelen sok olyan i<w
+ 1étezik, hogy Ps = P; és a5 = 9+ (Ezen utébbi feltétel
a premissza—sgyen16tlenségek ismétlésével és dtrendezédsével

mindig elérhet6 0,1,2,3,4,... helyett vegyiik a
0,0,1,0,1,2,0,1,2, 3 0,1,2,3,4,0,... 1ndexsorozatot). Legyen

[N

b k EN és legyen (ni)i<uJ€N egy olyan sorozat,'mely minden
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tagjdt végtelen sokszor tartalmezza. Az (5.2) eldtt defi-
niglt termek mellett a hj:; ;(b(e+wn._l)w_1 +x)z termeket
is tekintve, tetsz8leges R bgyiiriLiben a D(O,knlnz. ..ni)
pontosan akkor teljesiil valamely i<w -ra, ha Sub(R-kjg/g)-ban
(hy< e& hy< e&h, < ek )==> p:’:((w"k+y)(z+t)-i~x)(X+y+e)+x+z
teljesiil. Ezen 411itds (5.2)(A)-hoz hasonldan igazolhats,

igy itt nefn bizonyitjuk.

(5.2)(A) Bizonyitédsa. Az (5._1)-et.fogjuk alkalmazni

azon (egyidejiileg (a) és (b) vdltozatu) konstrukcidra, mely-
nél 1g jew-ra 5,:= j(Xj“lz xe U). Mivel Glay) = Glay)-nek
' 0 0 '

nincs bels8 szdgpontja, F- = FJ &g M° = e (j<eco). ‘Ig'y az

(5.1) jelslései mellett a (4,6) dbrdt, a (4.7) Ssszefiiggdse-
ket és az ott fe‘lllépé' jél&ilé\seke't is hasznélhatj'uk (de ai |
helyett f -t irunk); pl. ¥ = M(p). Esetiinkben az (5.1) sze-
rinti konsltruk'cié indukcids 1lépése lén:}egébeh abban éil,
hogy" BJ:= [Ej-lu pO(Hj_‘]i‘: h.E U)] . Igy h€ U\{\e} ~re HI = HO,
és elemi (indukcidét haszndlé) szémoléssgl adddik (termé-.
szetesen (4.7)-et is igénybe véve) aLz'E:j = (O/nj)Rf3 =

= {rfB: r€R és _nj-r = ORE Osszefiiggés. Ugyancsa}; elemi szd-
moldssal (melyet a (4.7) igézoléséhoz hasonld, egysszerii
volta miatt mevgint elhagyunk) kapjuk, hogy q(Hj:' h€U) =

= {afl}bf2+cf3: a(:’(mnj+l/knj)R, b,c€R}. Innen (5.1)-et
figyelerr.lbe‘véve tétellink (A) része adddik. (A (B) részt a

fejezet utolsé §-dban fogjuk igazolni.)

3§ P.éida_ ‘nu_em reguldris feltételes héléazénosségra; Nem
reguldris feltételes hdldazonossdgok egzisztencidja
"Hutchinson £4Q];beli eredményeib8l kdnnyen kb'vetkezik; Most
olyan ;A( -t adunk" meg konkre’tari, meiy nemcsak hogy nem regu-
ldris, hanem a (4_.15“)-‘-1»_8'711_ _( ﬁ,’helyettlfra) megfbéalmazott

tulajdonsdggal sem rendelkezik. Tekintsiik az aldbbi,
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{x,y,2,t] £6164ti hdlétermeket:

il

X
p:= (x+y)(z+%) , w_qi= (x+z) (y+t) , hy:= (x+t) (y+2z) ,
hy:= (X+t)(p+w_1), h3:‘= (y+t)(h1+p),' po':= (h2+z)y,

qgi= X+z+hs, q:= Py+X, 6&s legyen 7"( a '
PoEdo=>D=q feltételes hédldazonossdg. Két gylirlit is
definidlunk. z4[iﬂ-ben'az {x%-2,2x), illetve {xg,zx} d1ltal
generdlt idedlt I;-gyel, ill. I,-vel jeldlve Ry:= 7,[x1/1,,
Ryt= Z4_[X]/T2. Az a:= X+Il€R1 és b:= X+126R2 jeltlések~
kel a® = 2, 2a = 0, b2 = 2b = 0. Mindkét gyiirii nyolcelemi,
Ry = {i+ja: 0=i=3, 0=j=1}, R, = {i+jb: 0<i=3, 0=j= 1,

additiv csoportjaik (R'{ és R"{) izomorfak (hiszen R‘{«->R+,

i+jalsitjb izomorfizmus), és karakterisztikdjuk 4.

(5.3) Tétel. Az imént»definiéltjﬁ'nem reguldris. S&t,

egy R gylri addi'tiv 'Vcsop‘plrtja nem hatéproéz.a meg, hogy

Sub(R-Mod)E=X teljesiil-e. PS1daul RIY R}, de mépis
_ 3 A
Sub(Ry-Med)= X és Sub(Rz-%gg)E#i; .

M.egjeg’yvzﬂ_éjs'.l_AMfe’ntiv e;redmé_ny elérévsében segitett

Hutchinson javasl‘a'ta_[lll] , amely ( [13] -ra reagdlva) egy nem

reguldris 7"(  keresését inditvényozta Is Sub(Rl-}\\/I’?S)_ £
Is Sub(Z4éMod) alapjdn.
A Ny

N N

. Bizonyitds. A Sub(R1~Mod)l=/( igazoldsdhoz az (5.1)

tételt fogjuk hasznilni. Legyen FO:= {155,175} ez (5.4)

Gl:
0 x Z
O o—
€1

(5.4) Abra
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‘dbra szerint'(meljen GO ré§zgréfként van jelen), pj:= Ppe
qj€= qb; Elemi-szémqlés mutatja, hogy x0 - [f ],
vOs [£,-£,], 70 = [fB] 0 _[r 1251, ( tetszoleges X betii-
re a Kr:= k(cl: ce¥X) jelslést bevezetve) PYi= [fl]ﬁ
wo, = [£,-r5), ) = [£)+£,-55, PO = {r(£,-£,): re(o/2),}.
Vélasszuk S)-et (az (a) véltozat szerint) {a(fl—f2)}-nek!
Mivel lSll =1, Got)(SIX G(ql)) helyett érdemesebb az
ezzel izomorf GleG(qo) gréfdt Gl-ﬁek tekinteni. Legyen
Fles {fl,fz,fB,el,...,eB}, az (5.4) 4brdnek megfelellen.
Az alébbi képletekben gyakran egyenl8ség (melyre nem lesz
‘szﬁkségﬁnk) is fenndll; valamennyi a kordbbiak és az dbra
egyszeri kﬁvetkezménye; ‘
XlZD[fé,el,e ~e3e5 e6] Ly :>[f -fz,e e4,e -e8,e6]
21 2[25,01-05,04-05,05-07], 112 [e 25,05 e51e7-egalf)~fy)-eq],
P Z>[fl,el este, - 5,e3-e4,e4-e8,af2+e5]
_1__[fz-f3,e2,e3—e5+e6,e4-e6,e6-e7],
lE?[f -f,-f3,e1-e5teq, e --e5,e7--e8,a(f1 f2)+el— 7],
._[f1+f f3,e1 ec+egs ey -63+95-e6,e3—e6, 7 egs
a(f f3)+e3—2e5+e6,a(f25f3)+e3 5+e7]
Mérmost fl-f2 = =(f +f,-f3)+f+ale -e6)+a(a(f1 f3)+e3-295+e6)5
€Hy + 2" miatt £ = (£,-F,)+£,€ Y +
tehdt Sub(R,-Mod)E=X.

= qt = q(C ce‘X)

1 . * .
. A
Most (k&zbiils8 1épésként) Sub(Z4{%gg)EA;i megmutatdsa

a célunk. Az R,-nél alkalmazott konstrukcidnak e _wVélasz-

szunk Sq-et" megel8z8 része Z4-re is s2zd szerint megismé-

telhetd (az egyetlen gelolesbell eltérés: Pg =

= {r -f/ : 1‘6(0/2)2‘}). Szémoljunk: H1 = [fl fz-fBJ
H) - [gfl-fz-f;,"], Q] = [2£1,5,, 5], Mivel —R,-vel ellentét-
g c 0 _ 00 _ 0 o
ben— (o/2), S 22,, P] = PyEQg = Q). Az Sy:= f
védlasztds igy megfelel a (b) Véltozatnak, Exkor viszont

0 1 0 1

cxt=x0,.00,0t = 29, p) - B caf = Qf, tenst S,-t is ez
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$-nak vilaszthatjuk. s igy tovdbb, minden m-re Sm-et az
. P-nak vlasztva ¥ = x0,...,0% = 19, o™ = u0, Q™ = O, mi-
vel £ ¢ {0,2(£,-£, )t +[£,] PO+XO  =¢® (mz1), (5.1)

1 ' 1729 24 = %0 - - ¢

A 3 s . »~

szerint X nem teljesiil Sub(Z4f%2§)-ban. (Megjegyzends,
hogy a fenti, Mo—beli'szémolé3~(5.l) nélkiil is mutatja,
08T = . v ,
‘hogy Sub(MC)Hé;( . Mi azonban (5.1) ujebb alkalmazdsdra is
példét akartunk mutatni.) Az {k} 41tal Z4[x]-ben generdlt
idedlt I-vel jelSlve I, €I, s igy Z4’-=’ Z4[x]/'I homomorf
képe R2-nek; Igy (5.8) szerint Sub o~Mod ﬁé/l Q.e.d.

4.8, Formélis,egyenletrendszgrekkelutarténé jellemzés.
Nem sokat tudunk a feltételes héléazonosségokkal jéilemeﬁ~

hetd gyliritulajdonsdgokrél dltaldban, de pl.

(5.5) Eszrevétel A ,1étezik WQJ—" " gyiirtitulajdonsdg

(n,meN, —\[—1¢N nem aellemezheto. Azaz nincs olyan)(_
,felteteles haloazonossag,*melyre Sub(R—Mod)F=j( és

(Ar er) (® = meR) tetsz8leges R gylirlire ekvivelens lenne.

Bizonyités;‘Alkalmgzzuk (5.9)—et Q-ra és annak - mint

szédmtestnek - 'QJE1— mel vald bdvitettjére. Q.e.d.

Ezek szerint az x" = m (egy egyenletb8l 4116 formdlis

egyenletrendszer) megoldhatéséga nem jellemezheté ilymédon.
Létni fogjuk azonban, hogy bizenyos formdlis egyenletren&sze-
reknek mégis kﬁzé van a feltétélés hdldazonossdgokhoz.

_A.Q14) bizonyitdsakor ldttuk, hogy az ott szérepl6 e-
r8s Malcevefeltétel R7g3g7beli melQGSﬁléSe‘egy formélis
\(ezaz R~t61l fliggetleniil definiélt) linedrig egyenletrendszer
R-beli megoldhatéségévgl ekvivalens. Hasonld médon 1ldthatd,
hogy tetszéléges U‘er6s‘Maicev-fe1téte1hgz mega@haté egy
formélis, véges_(de nem feltétleﬁﬁl lineéris)‘E egyeﬁlet-
rendszer ugy, h&éy tetsééleges:R gylirtire ,R-Mod k= U" és

wE R-ben megoldhété"vekviValensek. Ezt_ﬁssievetve azzal,
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. ? .
‘hogy Jdénsson [47] vagy [13] szerint Con(R@%gg)hﬁix Mal-
cev-feltétellel jellemezhetd, adddik az aldbbi 41litds
(melyhez (5.1)-b81 is eljuthatnédnk).

(5.6) Lemma. Minden X feltételes hdldezonossédghoz 1léte-
zik véges formdlis egyenletrendszereknek egy {Eni n-<CU}
- halmaza ugy, hogy tetszlleges R gylirlit tekintve Sub(Rjygg).
F==/( pontosan akkor teljésﬁl, ha valamely n-re En megold-
haté R-ben. A (In)(E_ megoldhatd) feltétel n-ben gyengiild,

azaz (Vh)(Vh)(En,R~ben megoldhaté = E R~ben megoldhatd).

n+l
Megjegyzés. A flif—beli algoritmust felhaszndlva a fenti

B ~ek mindegyike megkonstruélhaté, szemben Makkai és McNulty
@8]ﬁa1ébbi eredményével (melyet moddlelméleti uton iga- |
zoltak): Ha Sub(R-Mgd)l= X , akkor létezik olyan - R-t61
és X-t61 fliggd - E formdlis egyenletrendézer, amely R-ben
megoldhatdé, és valahdnyszor E megoldhaté egy R? gyliriiben,
mindannyiszor Sub(R’-Mod)E=X . Emlitéét érdemel az is,

hogy (3.6) és (5.3) szerint a lemmdban szerepld E, egyen-

letrendszerek dltaldban nem linedrisak.

(5.7) Kﬁvetkezmény. Tetszlleges R, R 4gyﬁrﬁkre a hdldk
L9 v 1“2

kvéziverietésainak hdléjdban I § Sub(Rl—w)vg s Sub(Rz-w) =
= I 8 sub(R;XR, -Mod). | |
A blzonyltas (4.14)~evel analég, csak (4;13) helyett
(5.6)-ra kell hivatkozni.

5.8. HutchinsohAﬁéhéhy‘éfedﬁéhyé. E §-ban Hutchinson

néhény [40]-beli eredményét vezetjiikk le sajédt eszkbzeink-

kel — a bevezetésben megfogalmazott célkitiizésnek megfelelfen.

(5.8) Kbvetkezméggn(ﬁutchinson [40, Prop. 2]). Legyen

¢: Ry — egy 1—8r26 gylirithomomorfizmus. Ekkor
Is Sub(R -Mod) < I 8 Sub(Ry ~Nod) .
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Bizonyitds. (5.6)-bdl adddik, mivel ¢ az B megoldds—

vektordt megolddsvektorba viszi 4t.

(5.9) £11itds (Hutchinson [40, Thm 5/6,8]). Legyen Ry
és R, két azonos spektrumu gylirii, melyekre vagy (l) R, és
‘R2 (azonos) karakterisztikdja négyzetmentes (azaz semilyen
prim négyzetével sem oszthatd) pozitiv egész szdm, vagy
(2) R, és R, torzidmentes. Ekkor I S Sub(R,-Mod) =

1 2 ~ 1 NN
£ 18 Sub(Rz—Mod)

~ r~

Bizonyitds. .. El8szdr a kdvetkez§ (gyengebb)'éllitést

‘igazoljuk: legyen SRfSR?’eS 331(0) €P vagy Ry,R, torzis-

/' mentes; |ekkor Sub(Rl-—Mod) -ban és Sub(R -Mod)-—ban ugyanazok

T

a 7(-1( telgesulnek Legyen RG{Rl,Rz} . Elég lesxz azi\; igazol- -
nunk, hogy az (5.1)(b) konstrukcié az alibb tisztdzandd érte-
lemben filiggetlen attdl, hogy R = Rl vagy R = R2; Az Mm_ egy

C. 'ré’szm-'odulusét szabélyos'nak fogjuk nevezni, ha (F = -[ fl,
..., £ } aelolessel C _[Z 1;] j
u.n. szabalyos alakban adhato meg alkalmas Cl,j egész,ekkel
és n,<¢o -vel. Legyen D= [Z(le g3 1% ;]_tm): 14 nD] egy
mésik szabalyos .(alakban megadott) részm_odulus. Ekkor

: 1= j=4 ): i<n,]

(5.10) C+D és CnD is szabdlyos, és alkalmas szabdlyos
alakguk nem fiigg attdl, hogy R = Rl vagy R = R2. |
A C+D-re vonatkozd &1llitds trJ.VJ.alls. A C, i1l1l. D ele-
mei D (r cs5fy 1=j=t ): i<ny) =
Z Z(c r : 1<nc)fj: 1ﬁ3£tm), illetve

Z(Z(dlarnc+1 '<nD)fj: lﬁjétm) alakgak (rieR tetszd-
leges. Legyen n:= nytnp, és legyen r az r.~k (i< n) oszlop-

vektora. A Z(Cijy.: i<nc)-2(dijy

i : i<nD)\'=O

nA+1i
, : : C
(lfjétm) egyenletekbdl 4116 formdlis linedris egyenletrend-
szert jeldlje By=0. Ekkor CnD ='{Z (.ri z (cijfj: 1=j=+¢):
i<nc): r €RY és B_g':QR}.'Tekintsiihk most egy Lz -0
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£€Z, x J.smeretlen) egyenletet~ -ennek 8z egyenletnek R- ben

e ——— J

ot

vagy csak .a OR az egyetlen megoldasa, vagy R minden —ele ne,

. megoldasa (s hogy melyik lehetoseg all fenn, az nem fug% attdl,

l

—R
avval ekvivalens, hogy r = Hr’ alaku, ahol r’ egyes kompo-

hcgy R=R1vagyR) Frobenlus (3 5) tétele alapaan igy Br =

nensei (mondjuk az ri-k'iel—re) tetszfleges elemei R-nek,

a t&bbi komponensek értéke pedig Op. Igy a H nXxn tipusu

mitrix elemeit hyp-ekkel jeltlve (0=i,i<n):

cnp = {SI Z(hle ¥ <n) 3oy 25t 1= 32 4)s d<ny):

zél—re r’ =0, és .1’ e‘Rn} {Z Z(Z(hleclj: i< ng )f

1=j=t ) £<n : r* ER” és géI-re r* = 0pl =

=_[Z( hiecij: i_<‘nc)fj: lfjétm : oZGI]. Tehdt CnD szabdlyos.
Most megmutatjuk,! hogy lehetséges olyan ,Sm" eket vdlagz-

tani az (5.1)(b) véltozatban, hogy q(X™: x€U) szabélyos

legyen; (5.10) szerint az Xo-ak (xeU) szabdlyossdgdbdl

Pg és q(XO: x€U) szabdlyossdga kovetkezik. Az indukcids le-

&\
peshez tegylik fel, hogy m>1-re és x& U-ra X0 1, Pm Ak

es q(Xm I.XGU) szabdlyos. Mondjuk Pm -1,
[Z(cla 3 1Ei=t, 1): i<n], ahol c, 157k m—tol fiigg8 egé-
szek. Legyen S_:= {Z(clj 5 1_3_..tm_1): i< n}'. (5.109-b81

™ (xevu), ' Pm

1 és q(X x€evU) szabélyosséga adddik,

)

Mivel q(X : xeU) szabalyos, flc q( :. XEU) egy al-

- kalmas Em linedris formdlis egyenletrendszer R-beli megold-"
hatdésdgdval ekvivalens. Igy (5.1)-b61 és (3.6)-bdl az 411ités
mondott gyengébb vdltozata adddik.

‘Pekintsiik most az SR(O) = PoPy+- Py (po,.. .sD, ki~
16nbsz8 primek) esetet. Ismeretes (McCoy [50, Thm. 28]),
hogy ekkor R élé’a’ll_pi kerakterisztikdju R, gylirik (is n)
direkt szorzataként (pl.' a (O/pi)R -ek belsd direkt szorza-

taként),_ a direkt ‘bény‘ez'é’k (mint R homomorf képei) is egység-
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 elemesek. Ezért a’z._a'llii:és & mér igazolt részéb8l és.
(5,7)-b81 adédik. Az Sp (0) = 1 eset pedig trividlis. Q.e.d.

Meg&egyzes. A fenti blzonyltasban szereplo cs i3 egyuttha-

Tk rekurzwval meghatérozhatdk; ez hasznos lehet
Sub(R—Iﬁg\d)lé]ﬁ eldontésekor olyan esetben amikor R tor-
zidmentes, vagy prim karakterisztiﬂéju.. A négyzetmentesség-
re vonatkozd feltétel (5.9)-b81 nem hagyhatdé el, mert
tetszlleges nem vnégyzetmentes n-re 1éteznék azonos n
karskterisztikdju Ry és R, gylirilkk, melyekre I § Sub(Rl-M), #
Is Sub(R,-Mod) . (Hutchinson [40]).

| Bér az I § Sub(R,-Mod) & I S Sub(R,-Nod)  gyiiriielméle~
ti ;)ellemz»ese ~megold§tlan, speciéli_s: esetekben a vdlasz
ismeretes (pl;"' emikor R, = Z,, stb,: Hutchinson [40, |

Thm. 5/1,...,10]). A [40]-beli Thm. 5 itt nem idézett 41li-
tdsai kdnnyen kdvetkeznek a (3.9), (5.7) éls (5.9) eredményekb‘&l.

6_3§. Két elegendd feltétel a regulafitésra. Legyen e §

sorén 7L : po._.qo& . P qt)——>p<q egy feltételes halo-
azonossidg, ahol pi,qi,p,q egy U vdltozdhalmaz feletti termek.

(5.11) £11itds. Ha valamennyi q; (i=1%) egyesitésmen- .
tes (azaz vdltozd, vagy véltozdk metszete), akkor}( reguldris.

Bizonyitéds. Az (5.1)(b) -t fogjuk alkalmazni, m>1l-re

8= ;E’l. Mivel G(qm)-nek nincs belsd sz8gpontja, pl_p0-l_

O, & g -ben fellépd vdltozdlkra X0 - Xm-1+Pm :,L a

-1

= eee = F

t6bbi (mondjuk y) viltozdra pedig Y? = Y™, Ezek szerint
(Xm: xEU) az XO részmodulusokbdl egy alkalmas am

temfﬁggvény alkelmezdsdval 411 el8; Q" = 4 (x0: xeU);

| am nem fiigg a kérdéses (mondjuk R) gylifiitél. Mdrmost (5.1)

szerint Sub(R—M)P}( avval ekvivalens, hégy valamely m-re

fleam(XO: x€U) (R-re vonatkozdan). Jeltléseinket a (4.3)

.jeloléseivel Usszhangba hozve (XO = X‘Pp, £, = ap) ado’dik;
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A0 ) ) . A
hogy f1€qm(X : X €U) és Sub(R Mod ) = ‘ps q, ekvivalensek.

Kaptuk, hogy _
(5;12) Az (5.11) feltevése mellett 1léteznek algorit-
mussal nyerhetd am termek ugy, hogy tetszé’leges R gyliriire
]( pontosan akkor teljesiil Sub(R—Mod) ban, ha valamely
m < -ra Sub(R-Mod)l= p< q .
Végiil (5.11) kdnnyen adddik (5.12)-b8l és abbél a tény-
“bé1 (1d; (4;10'«)' avagy (3.7) és (3.2)), hogy minden véges

héldéazonossédg regularis. ' ~ Q.e.d.

Az (5.;l)~beli feltétel alkalmazhaté pl. ]((m,n,k)-ra
is. A kdvetkez8 elegendd feltétel némi elbkésziiletet kivdn.
Akkor mondjuk, hogy egy L parcidlis héléra (CGrétzer (29,
Def. I.5.12 és Thm. I.5.20]) teljesiil a (W) Whi tman-felté-
tel (Whitman [59]); ha a,b,c,d €L esetén amennyiben aAb és
cvd deflnlalt es aAb=cvd, akkor az a<cvd‘ b<c va,.
anb=c, a/\bsd egyenl8tlenségek egyike teljesiil. Ha az
U dltal generdlt és a,l,)i,é q; (i=t) definidld reldcidkkal
megadott FL(U;.pOé GoseeesDe L qt) végesen ﬁrezegtélt hdlé-
ra (W) teljesiil, gkkor azt mvondjglf? 'hogy /'l _*F;eljeéiti a‘
Wbitman feltételt. Legyen Aa po,...,p;,qo,..l.,q,G termek-\/
ben fellépd résztermek halmaza (a vdltozdkat és magukat a
felsorolt termeket is beleértve), és legyen

i= {r(x: x€U): r€Af. Bkkor L C FL(Uspy= agseverpy=ay),
s igy L (a természetes médon) egy parcidlis h4ld. [lB]-ben
igazoltuk, hogy ,L = (W)» és ,,7U= (W)" ekvivalensek. Mivel
(6.6) szerint L algoritmussal el84llithatd, az is eld®¥nthe-
t8, hogy (W) teljesiil-e 7 -re.

(5.13) ﬁlliltés. Ha J-re teljesiil a (W) Whitman felté-
tel,. akkor }L xi'e.guléris. | ,

/Bi‘zo'n‘yiv_tva’s; [15] —bén megmutattuk, hogy -a mondott)L ese~-
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tében 1létezik héléazonossa’goknak egyl (m<c?) sorozata
ugy, hogy. tetszlleges 25n-re és v n-felcserelheto varie-
tdsra a Con(V I"—'—‘/( és a (Hmaw)(Con(V)l——: )L ) feltételek
ekvivalensek. Az is igaz tovabba, hogy -bol 'lm‘ algorlt—
% ?1e163?). )
mussal nyerhe’co. Tehat][-re is telaes 5.12); igy bizo-

nyitédsunk tovébbi része (5.11) bizonyitdsdnak (5.12) utdni

részével egyezik meg. - . Q.e.d.

T § Gyiliriik regularls tulagdonsagal, II. E §-ban az

(5.2) tétel (B) részét igazoljuk. Ehhez nehany, csak a jelen
§-ban haszndlatos fogalmat és jeldlést vezetiink be:«)a ITTI. fe-

jezetben fellépdk mellé. Egy S € SL spektrumot kové_gesn_ek-

mondunk, ha a t(S):= {pé‘ P: S(p)<w! halmaz, melyet egyut-

tal S tartoményénak neveziink el, véges. Ha H egy véges rész-

halmezs P-nek, akkor SESL esetén S H-ra -vonatkozd

kovéges kiterj"’é‘s‘ztésének> nevezziik és S[H]-—val jelsljik azt

a spektrumot, melyet a ,p€H-ra S[H](p)=S(p) és p€ P\ H-ra
s[H](p)=co" feltételek hatdroznak Ameg (egyértelmiien) . Rog-
zitslink le egy reguldris ]L -t, amely valamely O-kara_kteris_z-.
tikdju RO gyiiriire teljesiil Sub(RO-Mod)-ban. Ekkor (3.8)

és (5.8) miatt,‘.fSub(Ro—!l\\II,gg)l';)( s ahol az azonosan O spek-
rumot So—vg]_. jeldlve RO:.-. R 0° Tovdbb4, avmondottjt—hez
tartozdé (5.6)-beli (Hnéw)(lsﬂn megoldhatd) feltételt tekin’cfre
érvényes az alabb1 | |

(5.14) Segédtétel. Legyen SESL S(0) = 0 és n<cw. Ha

E megoldhaté Rs-ben, akkor P-nek létezik olyan véges H
részhalmaza, hogy En RS[H]"ban is megoldhatd.

Bizonyitds. Feltehetd, hogy En az fi(yj: jé v)=0(i<u)
egyenletek rendszere, ahol yj-k az ismeretlenek, fi—k
gylriitermek (az egységelemes gyiifiik {+,-,O,l} szignatu-

- rdjdének megfelelBen) és u,v<¢o . Legyen E megoldhatd Rg-

/
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ben. Az Ry (3.8) el8tti definicidjdbél vildgos, hogy al-
kalmss ay € FR(X) ='FR({XP: ‘pGP.S) (j<€v) elemekre
fi(aj+(JS):'j-<v) = 0+(Jg), azaz fi(aj: i<v) €(yg)
(i< u). Véges sok f.(a.: j<v)-r8l 1évén szd, létezik egy
véges ACJS ugy, hogy f (a j<v) €(a) (i<u) is teljesiil.
Ezen A nyilvén {pS(p)(pxp-l). péfHE alaku, ahol H véges
. részhalmaza P-nek és p €EH-ra S(p)€W. Ekkor viszont A =
f”JStHl, és i< u-ra f.(aj: j<:v)€ (JS[H])-bél-
fi(aj+ S[H'] : J<v) = 0+(Jg [H] adédik. Ezért E meg-
Mivel S@(Rofyﬂolg)b}, (5.6) szerint valamely ny-ra Ry-ban

E/ megoldhatd. Minthogy a (En)(En megoldhats) feltétel
o ‘ :
n-ben gyengiils, az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil az

(E.)

.. sorozat ellsé' (véges sok) n tagja elhagyhatd.
n‘n<co _ A . 0 “°

Tehdt felteheté’", _h.ogy.‘noz_o, azaz EO, (s igy valamennyi En
is) megoldhaté Ry-ben. (5.14) alkalmezdsdval lerSgzithetiink
egy kovéges S_’ spektrumot ugy, hpgy_’RS,-ben By (s ennélfog-
va valamennyi_Eﬁ) meg_oldhaté _J:egyenf-‘v

(5.15) Segédtétel. Minden j<@-rae létezik egy S

k.ovéges spektrum és egy Sj, spektrumu AJ gylirii ugy, higy

egyrészt Ej megoldhatd Aj-ben,' mésrészt pedig valaha’nyszor

By ‘megoldhaté egy R gyliriiben, hmindannyisz‘or‘ Sp=8s j'.
Bizonyitds. Legyen U = {Sé SL: 1létezik olyan S spekt-

S
egy olyan S spektrumu gylirii, melyben E:J megoldhatd., Legyen

rumu gyiirii, melyben Ej megoldhaté}‘, és SEU-ra legyen B

Agis TT(B : SEU). Ekkor By megoldhats As-ben is. Az

azon klvglasztas1 fuggvényekbo} 8116 vektor, amelyek minden
egyes Bg tényezdn az Ej. rogzitett Iﬁegoldésvektorénak meg-
felel$ komponenseit vdlasztjdk ki, az Ej Aj-beli megoldd -
sa lesz.) Minthogy hasonldé gondolatmenet szerint az 'Aj_
direkt szorzatban pmtosan azok az oszthatdsdgi feltdtelek
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telj _esiill\qek,‘ ._'.:‘,;amelye}{ minden __BS tényezc‘a’b_en, Sj:'= Sy, =
= \/(SB': SEU) = V(S' Sé’U) Ha egy R gyliriiben Ej giegold-
hatd, alsckor Sp €U miatt sR_sj. Ezért S’-re is S’< S3» te-
hédt SJ koveges. Q.e.d.

Legyen I:={S€SL: Sub(RS-RM)%%} y 68 az Sj dltal
generdlt SL-beli féidedlt, azaz {s €SL: S< .Sj§ -t jeldljiik
(.Sj] -vel. Ervényes az aldbbi

(5.16) Segédtétel. I = U((sj]: 5200,

Bizonyitds. Ha S €I, akkor (5.6) szerint Rs-ben vala-

melyik Ey megoldhaté, s (5.15) folytdn igy S = SRSG(Sj].
Forditva, tegyiik fel, hogy S € (S ] Mivel (5.6) és (5.15)
szerint Sub(A. -Mod)l:]c , Sub(R s.-;\\ﬂ/cgj\i)}:]( is teljesiil
X regularitdsa miatt. Minthogy S=8y, (3.8)-bS1 és
(5. 8)-bol SETI kbvetkezik. C Q.e.d.
Az (5 6)-beli feltetel gyengiild voltdbdl és (5. 15)
b&1 adédik, hogy SO~81_ 82_. oo és igy
t(s )D t(S )2 t(s 2)__... . Mivel t(SO) véges, valamely
u+1)=t(su+2
Legyen tovdbbi S:=\/(Sj. 3<C\9), ekkor HQ,’G(S). Tekintsiik
az m = ﬂ(pS(p)"'l: pEt(8)), ;:; T (p: perNt(8)) &8

u<w ~-ra t(Su)=t(S )=... ; legyen H:=t%t (S ).

kx:=TT(pS(p)': p€ t(s)) pozitiv egész szdmokat. £11itjuk,
hogy tetsz8leges R gyurure a Sub(R-M)i:]C és a
(31) (RE= D(m 1}3}*1 feltételek ekvivalensek.

vTelaesula on valamely i<co-ra D n? ;’*’1,» _ l) egy R gyiiriif

ben. Ekkor (3.2) alkalmazdsdval pe t(8)-re _SR(p)é s(p) és
peHNt(8)-re SR(p)S‘i‘< S(p) =¢co . Mivel S(p) a monoton né-

vekvd S. (p) sorozat hatérértéke és H véges, van olyan j in-

dex, hogy pGH-ra Sy (p)<S (p). Exkor S <SJ és (5.16)

R——
szerint Sp €I. Tehdt Sub(R-—l.\//{/og I=/'Z - regularitdsbdl és
‘Sub(Rg_-Mod) =)} -b&l adédik.
SR AAA

Most /°t teljestiljon valamely Sub(R—l\((l/Q}\i)—ban. A regula-
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rités miatt Sp € I. (5.16) szerint valamely j-re SRﬁstS.

Legyen i:= max{Sj(p): p €H \’c(S)}. (3.2) szerint vildgos,

i i 1 i . s ° V4
hogy RE=D(m ni? ~). Bzzel (5.2)(B) igazoldst nyert.
xSty el ’
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VI. ALKALMAZASOK

1.8. A hdldazonossdgok _.kb'z‘dtti, kongruenciavarietdsok~

/

ban tekintett k6vetkezményr_e_lécic’>ra. Nem ismeretes

(Jénsson [47]), hogy a ;"‘—_l’ ' k6ve>tkezményre1écié kompalkt—e,
azaz L A (A hélé&zonossa’.‘g, 2, h&ldazonossigok
halmezs) esetén mindig létezik-e olyan véges 2, C Z R
melyre 2’ & A . Day és Freese [21] igazolta, hogy
ha A a modularités a'zonosséga, akkor a vdlasz igenld (s8t

egyelemii >, is vdlaszthatd). Hasonldt éllithétunk a diszt-

ributivitdssal kapc‘solatb'an is:

(6.1) métel ([9]). Ha =L aist, akkor 2. alkal-

mas véges 2’ r'észhélmaééra > g% ‘dist is teljesiil.

Bizonyifés. Tegyiik f_el, ‘hogy Zﬁ_l dist ! Mivel min-
den'disztributiv hélé moduléris., Déy és Freese idézett g
eredménye ézerint Zl |_°—Y_ modularitéds teljesiil alkalmas |
véges 2,E2. -ra. Mivel p€ Puio}-ra Con(Q_ -Nod) Hé dist,
1étezik A EZ--, melyre Con(Q -Mod)b&ﬂ . Igy (3.7) szerint

pl—7-& ). Ezért a p=0 esetben m& =0 és n: 7L > 0.
Legyen Z’ Z' U{?t : p=0.vagy pPEP és pln} Tegyiik fel 1n—
direkt, hogy 3%’ ]—_..—_ dist mnem teljesiil! Ekkor valamely
moduldris, de nem disztributiv U kongruenciavarietdsra
U F=5". Freese (2.12) utén 1dézett eredménye vagy (2,12)
szerint valamely q € Pu{0} -ra w(Qq—w)gg, tehdt
m(Qq-lM)hZ’. Mivel ekkor (3.7)} szerint qu= p(0,n),
(3.2)-pé1 q]n’ adddik. Azaz ?\qEZ”, ami eﬂ.lentmqnd \?tq
vélasztdsdnak. Q.e.d.

A teljesség kedvéért idézziik az aldbbi eredményt (a fo-

galmak részletes ismertetése viszont meghaladnd az Srteke-



” - 80 -
2és célkitiizéseit). |
' (6;2) (Freese.EIGJ). Legyen i : pﬁq ‘egy_ véges
hdldéazonossig, ahol p és q X feletti hélétefrmek.' Az
aldbbi hirom feltétel ekvivalens: -
(1) A BX  modularitds; | |
(ii) A (2.6)"-beli U(4,p=2q,4) erds Malcev,-felfc’étei
nem teljesiil a P Polinfvarieta’sban; |
(1ii) A V(G4(p)) halmaz éltal sngadon generdlt '
g-élgebra {(a,b): (a,.x,b) GE(G4(p))}A' dltel generdlt
con(x) kongruencidira (bal végpont,jobb'végp_ont)gé
a(con(x): xGX);_ o o ‘ .

Mindenekei&tt megjegyezzﬁk, hégy‘a véges tipusu g
varietdst (Bolin [56]) ‘egyetlen négyelemﬁ-algebréja
(méndjuk A) génerélja, E igy (ii) és (iii) algoritmussal
“eldénthets. (Valdban, 1>|—_—U s0<£0,4)&> Al=U(4,p< q,4),
és a (iii}-bell szabad algebra is‘véges) A P algebrdinak
kongruehciéi dttekinthetSen leirhatdk (Day — Freese [21]
ezért (ii) és (111) koziil az utébbi Malcev-szeru feltetel
sokkal hasznidlhatébb algoritmust ad. A (iii) altgl szol-
géltatott algoritmus valdjdban alig kiilonbdzik a Day és Freese

d1tal [21]-ben ténylegesen haszné’tlt eljérdstdl,

Bizonyités (Freese [16]). Tetsz8leges nem moduldris ’g

kongruenciaverietésra Con(P)C U {(Day — Freese [21]).
Eme mély eredmény kdvetkeztében (i) avval ekvivalens, hogy

(1v) on(R)HE '

Tetszlleges r X _fe;lettiﬂhélétermre indukeidval defini-
dljuk az }r"'jr Ao-termet: r_'4‘-= _ha r€Xx, (Arlx\ r2)4:=
= r‘{A rg, és (rqv rz)ft:: ri 4 gorg. Mivel P

4-fglcserélhet6’ (Day — Freese [21]) Con(P)|=\7\ azzal ek-

T , tovdbbd Con(P) nem moduldris
Fa¥aVa . V4 ,
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vivalens, hogy p4_é q4 teljesiil P algebréinak kongruenci-_

dire. Minthogy Ulm,ptz ot
U(4,p=q,4) -gyel azonos, (Wé&(ii) (2.6)-bs1 adodlk

,n) az '(r}l,n) ~£61 fuggetlenul

A Wille (2.6) tételnek az értekezésben nem idézett, Malcev-
szerli feltételt tartalmezd alakjdt (Wille [60], Pixley [55])

hasznglva ()&= (iii) is azonnal adddik. ~ Q.e.d.

(6.3) Détel. Legyen p és q egy-egy X feletti term, s

>'tekintsiik a A :p<aq héléazonosségdt. A ’.C—l- dist

akkor és csak skkor 411 fent, ha az aldbbi (ekvivalens)
feltételek egyike telaesul*b

(a)Jué.‘L modularités, és minden p € Pu{0} esetén az-

R;Qp gyliriire vonatkozoan (_é_ a (4.3) ;Leloleselvel)

a, 4{q“(xtpp. x EX) 5

(b) (Czéari [16]) A (3.7) jeldléseivel m, =

0,

n, = 1 és ARE moduiarités teljesﬁl. -

Bizonyités. Tegyhk fel hogy \7\[—0_1 dist. Mivel minden.

'legalabb ketelemu R gyuru eseten Con( -Mod) }= dist

nem teljesiil (hlgze_n Sﬁub(RR(,)’,—-ben {{O}XR,RX{O} .

{(’r,r)_:_ rIGRﬁ egy -mal iéomorf részhd1lét generdl),
(a) addédik (4.3)-bél. Ha m, # 0, akkor Q:QQhD(mA,nﬂ) 3
- ha pedig m, = 0 és na> 1, skkor az n, bdrmely p prim-
oszt6jdra Q, = 2 ]=D(O na) Ha tehdt (ml,n ) # (o, 1)

akkor valamely pE‘Pu{O]' -ra  Q = D(m IJL’ ‘1), s igy (3.7) sze~
rint %(QP—BM)\:J. _Vlszont Qvggl(Qp-lM) nem disztributiv,
Tehdt (mwna) = (0,1), azaz (b) adddik.

Forditva, tegyllk fel, hogy (a) vagy (b) teljesiil! Ek-
kor (4.3) vagy (3.7) és (3.2) folytén Con(Q —Mod) = 2
egyetlen p EPU{O} -ra sem teljesiil. Mdarmost ha A ’= dist
nem d4llna, akkor va’lame_ly moduléris, nem disztributiv E

_kongmenciévarietésra U= A teljestilne. Ekkor viszont' -
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Freese [24,25] (2.12) utdn idézett eredménye (vagy (2.12))
szerint valamely p E:"EU{O} ~-ra HE%{I(QP"M) , 68 igy a

%(Qp-%eg) = A ellentmondds adddna. Q.e.d.

A (6.3) 41tal kindlt algoritmus nemcsak egyes A -k
esetén hasznilhats, hanem dltaldnos tételek igazoldsdra is
alkalmas. Példaként részbeh uj bizonyitdst adunk Nation
aldbbi eredményére, melynek dist X dist is-specidlis

esete.

(6.4) (Nation [52]). Legyen “7\ egy PoA W £
\/(pO)\ py: 1< if_"n) alaku, nem triviglis (t‘éhé’c nem minden
hé1dban telj'ebsiilc’;) . héléaz\onosfség,‘ ahol p; (0£i<n)

A -mentes term (_tlehét vdltozd vagy vdltozdk 'egyesitettje),
po -nak és a w termnek pedig nincs k6z8s vdltozdja.

Ekkor A L dist.

Bizonyitds., Fel fogjuk haszndlni, hogy&l-_c—l modularités
ismei’eteé (Nation t52] , de Jénsson [4'7] -beli bizonyitésa is
emlit‘h/e’cé'). (Ennyiben bizonyités nem uj.“) Legyen & py -ben,
w -ben és A -ban fellépd vdltozék halmaza rendre Sy» T és
H. Legyen Y, :=T\S,, és tekvintsviik a vi:=-/\(x: x€Y;),
vi= V(v;: 1£i€1n) hélétermeket! Bkkor -in -re Y, #p
(mert ellenkezs esetben i =0 -ra T=TnN Sg=0, 121 -re
pedig poA W< poAV(x: xem £ p AV(x: x€5,) = poa b,
azaz JA minden hildéban teljesiilne). Egyszerii, u hossza sze-
rint teljes indukcidval addédik, hogy tetszdleges u P
felett'i véges hdldtermre a vi,é u ésu éV(x: xX€ TN Si)
azonossdgok egyike (s az utébbi esetén u<L P; méginkdbb)
triviélis; Mivel (u szerepét w-nek adva) w£p; esetén A
triviéligsé vélna, 'vié w, 8 igy v_é_w. teljesiil minden

h&l6ban, Ezért A -nak kivetkezménye a
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i PoA vﬁV(pOA p;: 1£i£n) hdldazonossdg, elég te-
hé_t a ,Hg dist Bssze\fﬁgg_ést igazolnunk. Vegyik sz~
re, hogy S, \ U(S.: 1£i=n) # ¢ (hiszen ellenkez6 eée’t—}
ben A trlv:Lalis lenne), legyen pl. X5 GS' s 1£i=n -re
O¢Si‘ l(Eddlg a pontig Jénsson . [47] -beli gondolatmenetét
kovettuk.) A /A. bal és jobb oldalat p-vel, illetve g-val
jelslve G(p) az aldbbi (alaku) gréf:

A (4;3). -at fogjuk haszndlni, de tetszdleges x, r betik-
re az X:=x(Q, R:=r(X: x €H) jel'dié'sel;kel is élii!nk;v A G(p)
'sz'dgpontjait az dbra szerint az M:=M(p) ‘modulus elemeinek
tekintjik, '{fl,;;;,fk,ez,..l,en} az M szabad generdtor-
rendszere (k>=1, n>1), £, és £, , pedig az egyetlen

X, -lal szinezett é1 két "vlégpo'ntjav (12 t= k). (6v._3v)(a) sze-
~rint elegendd ézt megmutatnunk, hogy ha a kérdéses gyliril
legaldbb kételemi, akkor fl¢q X: x€H). Mivel 5,01 =

= ¢ = 'sOnY'i:,f, 0= [E1~F0380=E 5,000, 5, -0] = [£9,8,5,.00,8,].
Legyen mostllﬁlf_ n. Ekkor G(v i)—nek nincs bels§ szbgpontja,
és nincs S. -beli védltozdval szineZett éle sem; Ezért

y €S;-re Y__[f 1 Eosfs -f3,...,ft 17 Tisf iy, Thppseersfy=0)+

+ [82, 83- 2, s a0 ,ei—ei_l’ei+2_ei+l, o0 a0y en-en_l,fl-en] =

al SR PP SIRRRI LI R S VE LI VPSTRRTE N B
+ [62,83,...,el’e1+2 1+1,000,en n- 1’ 1 en] “.A esub(M)

Mivel P, = Vlx: yESi) P,< A, .Egyszert szémolds mutatja,
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hogy PyA A;= [fl £y fp=Tgs e esfy g ft,ft+i,ft+2,...,fk];
igy o(X: x€H) = V(PjAP : 12in)E

[fl-fz,f 3,000’ft 1 ft’ft+l,ft+2,...’ k]% —apo
© Q.e.d.

2;§;.Felcseré1het6ség mellett sincs 7 -re er8s Malcev- |
-feltétel. Az (5.2) tételt alkalmazva most azt fogjuk meg-
mutatni, hogy Jénsson (1.3)-ban emlitett problémdjdra a
vdlasz nemleges; Jénsson [47]-ben implicite az is benne
van, hogy a Taylor-kritérium [58] tnmagdban kevés az aldbbi
eredmény eléréséhez. |

(6.5) Kﬁvetkezmény, Nem jellemezhetl er8s Malcev-felté-

tellel az, gx a ;i(o n,i) feltételes hildazonossig tel-

jesiil-e e egy felcserelheto varietds mlnden algebrdjénak kong-

ruenciahalo;aban (1tt n>2 rogzitett ).

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy az 41litds nem igaz! Legyen

U egy erds Malqgv-fgltétel, amely ;X(Q,n,l) -et a mondott
értelemben je;lgmzi.ﬂkmint azt az (5.6) -ot mégel&z6 gon-
dolatmenet sordn ldttuk, létezik egy E véges, forméiis
egyénletrendszer, ﬁeiyre az "R-ModF= U" és az ,E meg-.
oldhatd R-ben" feltételek tetsz8leges R gyuru esetén ekvi-
valensek. MArmost (5.2) szerint k<cJ -ra 7( 0,n,1) telje--
stil Con(Z k--IMod) -ban, ezért E megoldhatd Z k ~ban, Ennél-

n

fogva E megoldhato a T1(z K’ k<W) direkt szorzatkent eld=
n

4116 R gyliriiben is. Ekkor E vdlasztdsa folytdn, (5.2)(a) -t

is haszndlva, valamely i<W -ra Rl= D(O",'ni). Ezért R va-

lamennyi direkt tény§z6jében, igy 2 -ben is teljesiil

. ni+l
D(0,n*), ami ellentmondés. ‘ Q.e.d,

3 § Egy megoldas a halok széproblemaaara._A (végesen

prezentélﬂ halék szoproblemaaa (azlaltalanossag megszoritdsa
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nélkiil) a kavetkez6: adjunk olyap algoritmusﬁ, amely tet-
sz8leges X véges védltozéhalmaz, t<cwo és p, q, Dy, 4y
(1<) véges X feletti hdlétermek esetén elddnti, hogy
az F-L(VX.;‘pO.ﬁ qo?-;;."’ptﬁ qt) végesen prezentdlt hilé
__plx: x€X) és dx'xex)ehmmreph-xex)_q&-x€X)

teljesiil-e. Egy ekvivalens megfogalmazas: adgunkAalgorlt-
must annak elddntésére, hogy egy tetsz6lééesen adott |
& (po:.éqo& .‘..& pts.qt)=} p=<gq feltételes _héié-
azonossdg teljesiil- e ‘minden hdldéban.

A halok szoproblemaaat két, altalanosabb problémakra
szabott algprltmus is megoldja (McKinsey [51],_Eyang[23]
Emlitést érdemel Dean [22] -beli algoritmusa ié, amely abban
a spec1a;15 esetben oldja meg a szoproblemat, amikor a vé-
gesen zprezentggﬁyjegy A par01alis halo segltsegevel .
FL(4) -ként (azaz az‘Aralpalkﬁﬁgbaqqn generdlt hdldéként) van
.megadvé; (Ez:azért csak spepiéiis eset, mert}ugyan minden
FL(X po._qo,...,pt._qt) - PL(A) alakban is irhatd,
de a kerdeses A megkonstrualasa feltetele21 az altalanos
szdprobléma megoldoﬁtsagat.) |

Celunk egy olyan algoritmus ismertetése, amely a hdldk
szoproblemagat az ismert (NcKlnsey [51] és Evans [23]) al-
gorltmusoknal qursabbanves egyszeriibben pldqg‘meg._Baylale
goritmusunk és Evans algoritmusa kbzbtt észrevenets ro-
konsdg ven, e hoZzéjuk Yezetélgtak‘elpéESek? s egyiknek a
misikbél vald szérmaztgtésa (ha‘eﬁ ggyélﬁalén lehetséges)
sem tﬁnik‘kﬁnnyﬁnek;

Az algoritmus ismertetése el8tt néhény mggjegyzést te-
sziink a hqzié #ezet6 utrél; mert az aldbbi részletek a
bizonyitdsbél (éppen-annak egyszeriibbé tétele miatt) nem
tiinnének ki, Az eldbbi 7 mellett a (6.2) bizonyitdsa
soran bevezetett aelolesekkel élve tekintsiik a /A

) (de - McKinsey és Evans algorltmusnwﬂ.szambn = csak azt)
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]((4): (pp< qg.& &pts qé):#pé's aQ feltételes hé-
léazonosségots Allitjuk, hogy az (a) ,X teljesiil minden
hélébba}n" s a (b),'tetsz6leges H halmaz ekvivalenqiéit

) . | (4)

a %(4{ vdltozdi helyére_helyettesitve ;( t_eljeéiil"

feltételek ekvivraiensek. Az (a)-bél kb‘nnyen kovetkezik

45p. Forditva, tegylik fel

(b)), hi‘szen q?_f_.qi- ds p
(b)-t és tekintsiink egy L hilét! Jénsson [44] bedgyazg-
si tétele (melyet Grétzer [29,/194.0..] is idéz) | szerint
feltehetd, hogy L valamely H 'halmaz E(H) ekvivalencia-
hédléjénak n3=tipusu" (terminolégiénkhoz jobban illene a
w4 - tipusu" elnevezés) rés.zhéléja. Azaz tetszlleges r

X feletti hdléterm és x €L SE(H) (x €X) ekvivalencidk e-
setén r(X: x €X) :r4(§c: x €X). Ezért ezen ekVivalenc;iékra
X is teljesiil; (‘e‘,) és (b) ekvivalencidjdt ezzel beldttuk.

[i3].-ban Mélgév-_félt_étellel Jellemeztik m"-felcs_e,_‘z;élhe#-

té’ va:g'ieté‘s.vok azon tulajdonsdgdt, hogy algebrdik kongruenci-
‘édira ][ teljesiil. Legyen az égyszerﬁség kedvéért m:=4; a
4-felcserélhetséget [13] -ban 1ényegében csak annyiban
haszndltuk ki, hogy XA helyett a |

: ](4: (pgéqg&...&pig_qi)%pzls q_4_ | V -mentes feltéte-

les azonossigot tekintettiik. Azonban pg,...,pi' és q4

v-mentességére nem volt komoly szilkség. Igy csekély mdédosi-
tédssal a [13] -beli algoritmus 7((4) jellemzéséhez is egy
U(;C(A')) Malcev-feltételt és egy ennek megfeleld Malcev-sze-
ri feltét'elt szolgdltat, immdr m-felcs_erélheté’ség nélkiil.
Legyen H a helmazok (mint trividlis algebrék) varietdsa.

Az eddigiek szerint ;C pontosan akkor teljesiil minden

héléban, hogy ha az U(7£(4))

mellett fellépd Msilce_v-szerii

feltétel (melyet jeldljiink v(}fw) -gyel) teljesiil H-ban.,
. _ ,

H = ‘V(f(d’)) pedig eldtinﬁheté’, s ez szplgél a széproblémd-

ra vonatkozd al_goritmusunk alapjdul, Akdr csak az el8z8 feje-
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‘zetben, itt sem lenne célszerii a bonyolult [13] -beli algo-
ritmust ismertetniink; ezért kb‘zvgtienﬁl a 9zd8problémébdl |

indulunk ki.

Az éltalénosség__ megszpritésa nélkiil feltehetd, hogy 7[
szabélzos, azaz

q €X (vdltozd),

' DPyPgses+sPy V-mentes, azaz véltozék‘..'.v(’metszetei),

Qg ooy A-mentes, azaz ‘véltozék;v,(eg‘yesit‘ettj ei).
Valébaﬁ,' ha egy nem szabdlyos j esetén a résztermek helyett
uj vdltozdkat vezetﬁn%c ve, és ezekre alkalmas premisszafe?l.-
tételeket rdévunk ki, akkor egy, a;ﬁ ~vel (modulo héléelmé\-
let) ekvivalens szabdlyos feltételes hdldazonossdgot nye-
riink (s mindezt & nem részletezetfs, d»e' ny-ilva’nvalé algorit-
mussal). Pé1d4ul, ha A ez aldbbi .

(sDp ) (xAy<£xAz&xAzsxAy)=>xA(yVz)ZxAY,
akkor az a:=xAy, bi=xA z,' ci=yV sz véltozdékat bevezetve az
aldbbi szabdlycs, (SDA)-—sal ekvivalens

'(SD,;): (a<b& 55_ a& a_‘_‘x& asy& XA yéa& b<xé
bszkxnzsbkeLyvz&yLcekz<c)=>xAcZe
feltételes ha'léazoﬁosééghoz jutunk. (Ez nem a legrcvidebb

lehet8ség, viszont az dltaldnos 7( esetét is tiikrdzi.)

A tovébbiakhoz lerdgzitiink egy .
7(: (poﬁ qO& oo & Py < qt)$p£ q ézabélyds feltételes

hdldazonossigot, és legyen X, M, M., U, rendre a 7C-ben,

i? Ti

p-—})en, p;-ben és q;-ben felléps vdltozdk halmaza. JelSlje |
P(X) ‘v(illetve P (X)) az X (nem ﬁres) részhalmazainak
helmezét. Minden .j<C\3—ra egy Ty P(X)— TP(‘X) leképezést
definiglunk az aldbbi rekurziéval; x €X-re T, ({xt) helyett

Tj(x) -et fogunk-irni.. Legyen TO az identikus 1eképezés. '

(azaz A X -re T4(A):=A), tovdbb4 A SX -re legyen
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sa1(B)e= T A)uU(ﬂ(T (x): x€Uy): 1=t és M ST, (a)).
Mivel j<GJ -ra és ASX -re Tj(A)_

T
j+1( A), a vegesseg
folytédn velamely n-re T =T _,. Legyen T:= T , ekkor

T= Th: T sl =Tpeo = oo és T nyilvédn meghatdrozhatd algo-
ritmussal, Tovébbd (vagy a Ton=Tp=T képlet, vagy az aldb-
bi tétel szerint) T lezdsdsi operdtor . X fo18tt, Jeldl-

je Pﬂ a Py < qo& ces &ptAqt formuldt.

.(6.6) Tétel ( ([14]). Tetszoleges x € X-re és A€P+(X) -re

x € T7(A) pontosan akkbr teljesiil, ha %% /\(y: yEA):‘.x

minden hdldban teljestil. Ennélfogva X ekkor és csak ak-

kor teljeéiil minden hdldéban, he q & (M) .

Péld'ak‘éntu aikalmazzuk a tételt (SD/: )-re! Nem kell T -t
az egész értelmeZési‘tartoményén meghatéroznunk (csak a me-
net kdzben elkertilhetetlen részhalmazokra) és n értékére
sem lesz sziikségiink. Sziikség lesz T(x,c):=T‘(‘{x,c}) -re,

_ csy/vi miatt T(y) —ra &s T(z) -re, s: y<c, z£oe

folytdn T(c) -re. Egy-két 1épés utdn ldtjuk, hogy j<@-ra
Tﬁ(y)g{y,ég » Ty (z) &1z, o, Tj(c) cic}

amit indukcidval igen konnyen igazolh_atunk. Innen viszont

T (x,¢) €{x,c} 1is r8gton (1ényegében indukcidval) adddik,

tehat a#T(x c). Azaz (SD,) nem teljesiil minden héléban;

A paragrafus hitralevs részében (6.6) bizonyitésé#al
foglalkozunk

Elegendoseg. Nyilvédn eleg azt megmutatnl, nogy tetsz8-
leges AEPY(X), j=oO, xéTj(A) esgten 7(=>/\Aé' (ahol
/\A::/\(.y: yéA)) minden hdléban teljesiil. Bzt j szerinti

teljes indukcidval tessziik; az éilités j=0 esetén viléd-
gos, tegyiik fel, hogy valamely j 20 -ra mdr beldttuk. Le-

gyen XGTj_'_l(A/)mkor az indukcids hipotézis szerint csak
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az x€ T, (A)\Tj(A) esetet kell vizsgélmunk, Ekkor vala-

j+1
mely i ?—re MiETj(A) és x€m(Tj(y): y‘»éUi.)._ Igy az in-
dukcids hipotézis szerint P% esetén yEU; -re .
xGTj(y) -bél y=Z£x kb‘_vetkezik‘. Ezért a P}‘ premissza
esetén tetszdleges hdldban az indukcids hipotézist ujbdl
felhaszndlve Ad=A\(x’: x €7 (4 = An, (1)E A, = p, <
<q; = V (y: yEUi)f-'V(x: ~y€Ui) = x, tehat

Pz_é ArL=x . minden héldban teljesiil.

A szuksegesseg igazolédsa tobb eldkésziiletet igenyel.

 Mindenekeldtt A € P (X) -re és ;;Aw -ra egy G (A) gréfot fo-
gunk :deflnlalnl. A kdnnyebb érthetlség kedveert a defini-
cié egyes 1épéseit az aldbbi példdn illusztréljuh
(6.7) gg_;_q_q. t=4, A={x§, 17)6 : x.é"y& xAy<czvubzevk
Xu<v&XATAT LU | (tghét Pg = X p4.=X/\y'AV, étb.). |
A rekurziv definicié elétt célszeri Gj(A) tulajdon-
ségait és a vele kapcsolatos jeldléseket eldre tisztdz-
ni. Gj(A) -nak nincsenek hurokélei. Van két (bal" &s jobb
végpont néven) kitiintetett szbgpontja. Korsbbi gréfjaink-—
kal ellentétben Gj(A) éleit PT(X) elemeivel szinezziik, és
pdrhuzamos éleket nem engediink meg. Ha xeX, akkor az {x}
szin}helyett x -et is irhatunk, és ford_i‘l;va; (Ilymédon
az X elemeivel szinezett kordbbi gréfokat is felhaszndl-
hatjuk a definicid sorén); Az a és D szigpontokat Sssze-
k68, B -vel szinezett &1 jelslése: (a,B,b), illetve (a,;,b)
(na B érdektéler‘l)', Az (a,.,b) és (b,.,a) éleket a_zonosak—
nak tekintyjﬁl;. Legyen G a konstrukeid sorén majdan.el‘o'for--
dulé grifok velemelyike, és B(G):= {(e,B,b): (a,B,b) éle
G -nek}. A V(G)‘ szbgponthalmaz fr-b'gzitett, de konkrétan so-
ha nem'definiélt' ~ jélrendezé_se mellzett‘ legyen E*(G):=
= {(a,B,b): (a,B,.b)EE(G') és akb}. (A < rendezésrdl
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qsupén annyit tesziink fel, hogy bal végpont«;jobb végpont.)
A sajétos szereppel'biré (bal végpont,. jobb végpont) neve:
G kezdséle; .Ha'BeP“‘(-X’), ekkor az {(e,b): (a,C,b) €E(G) és
BScl  halmazt tartalmazs legsziikebb V(G) feletti ek\_ri-—‘
vglenciareléciét e(B,G) -vel fogjuk jeldlni. (Természetefb
sen 6({x},6) helyett az e(x,6) je’l’dlést is haszndlni fog-
g’uk;) Ha H és G gréfokre V(G)CV , {(a,b): (a, ._,_b)EE(G)}E
g{(a,b),- (a,v._, € g(E . és tetszaleges (a,B,b) € E(G) ese-
az (a,.,b) H-beli szindt O-vel jeltlve BEC teljesiil,‘ ak-

kor G -t a H gyenge reszgrafganak nevezzilkk, Ha G gyenge

részgréfja H-nak és {(a,b) .‘(a,., b)E E( )} =
={(a,b): (a,.,b)EE(H) és a,beV(A)}, akkor G -t a H

réézgréfjénak mondjuk. Ha G részgréfjé H -nak és tetszd-
LgtasJana . REE _ >
legés G-beli é}t szine G-ben és H—ban azonos, akkor G -t

H eros reszgrafaanak nevezzuk Ha G reszgrafaa a (kesobb

definidland$) régzitett G, (A)“ grafnak, akkor o* v—gal fog-~
juk GCJA) azon erss reszgrafgat jeldlni, melyre v(g) =

= V(G*), Izomorflzmuson sz1ntarto 1zomorflzmus ertunk. A
4

konstrukeid sordn hasznalandovG4(qi)v; Gy (a

N (k>2)

grifokat a iI/Q, §ebgnlés’(6f2)vbizonyitésa sgrén‘defini-
dltuk. (Ezﬂugywértendé, hogy feltessziik: q - tetszés sze-
rint zéréjeleive qsgk»é kétvéltqzés v miiveletjelek fe1¥
haszndlésdval irjuk fel. Ez ‘ugyan nem egyérte}mﬁ, de egy
ilyen zéréjelezést régzitiink, és az igy adddé gréfotltekint-
ik G4( . )-nek. ) | | |
Legyen GO(A) az a graf, amelyré v(c,(a)) =

{pa1 ‘végpont, jobb végpont | és E’(G (A)) =
= {(bal vegpont A, jobb vegpontﬁ

- Tegylik fel, hogy j<w-ra G,(A) -t mér deflnlaltuk, ek~

kor G; ,(A) az aldbbi hdrom 1épésben adédik (1a (6 8) &b-

J+1
rit is, melyen a (6 7) példdt szemleltetauk).

il
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(a) Minden (a,B,b)é'E’(Gj(A)) 41 B .szinét a
B UU(Ui: ay véltpzé — azaz ‘Ui‘él— és M, SB) szinre
médositjuk..Igy kapjuk Gs(A) -t.

(b) (Ezt a.Pudldk és Tuma [57]-re emlékeztets 14-
pést élesztésnek is nevezhetjﬁk.) Tekintsiik mindazon
(a,B,b) €E’(GJtA)) éleket és i<t indexeket, melyekre
M, € B, |U\>2 és (a,b) #q(exG’(A))’xEX) Minden
egyes ilyen élhez tekintsiik a G4(qi) grif egy Gs(A) ~t81
(6s a tobbi ((a,B,b),i) pdrok esetén tekintett'példényok-
t61) diszjunkt pédénydt; G4(ql) ezen példédnyédnak bal vég-
pontgat azonositsuk a -val, jobb vegpontaat pedig b =vel,

~Ezen "elesztest" mlnden teklntett élre egyldeauleg vegre-
hajtve kapjuk a G”(A) gréfot.
(c) Minden (a B, b)EfE’(G"(A)) é1 B szinét az
4 {x. z:éXies (a,b)€ e(x G”(A } szinre valtoztatva kapauk

G, (A) -t, melynek vegpontaal és kezdoele G (A) vegpontgal-

J+1
val és kezdoelavel azonosak (elteklntve a kezdoel esetleges

sz1nvaltasatol). G”( ) = Gy (A)

GolA): Gy (a): | —2° .
° x : {x,y} B u
Gg(A):

Aok 63(4) = G3(A) = o0 = Gy(4) s
{uOV} {Z,V}
{z,

{x,yav%

ﬁQV3-

{xsy’v,u}

- (6.8) Kbra

_ 3+1 o
jik a Gj(A) (j<e) grifok (irdnyitott) unidjdt, me-

Mivel j<aJ-ra‘Gj(A) reszgrafga G:,y(4) -nak, tekinthet-
lyet G (A) -nek neveziink.

Leé&en G a tekintett grifok egyike,‘(a;.,b)E?E’(G); de-/

finidlni fogjuk G-nmek az (a,.,b) é1 41tal kifeszitett és

i
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S(a,b.,G) ~vel jelalt‘eras részgréfjét. £11jon v(s(a,b,G))
a G gréfvmindazon c szﬁgpqntjaibél, melyekre bdrhogy. is
. tekintiink egy, a ¢ -t és a G valamelyik végpontjdt Ssz--
szek&ts G-beli utat, ezen ut a -n vagy b -n dthalad. (£1-
lapodjunk meg abban; hogy egy ut a_kézd6 és végpontjén is
a’thalad;) Az S(a,b,G) bal, illetve jobb végpontjdnek az
a, illetve b szﬁgpqntokat tekintjiik., Vildgos, hogy pl.
S(bal végponf,jobb végpont,Q) = G. '

Tovédbbi részgrifokat is definidlunk. Legyen (a,.,b) €
€EKG' (A)) (j"l), és tegyﬁk .~ fel, hogy a konstruk—
010 J~ik lepeseben (azaz abban a Tepesben, mellyel G (A) -t
szapmaztattuk Gj_l(A) -bol), a (b) fa21sban'sor.keru1t ezen
(a,.,b) é1 G4(qi) ~vel térténd élesztésére. G4(qi) ame
' példépya, melyﬁek»végpontjait a -val és b -vel azonositot-
tuk? egy G4(qi)-ve1 izomorf gyengq részgréfot képez Gé(A)-
ban. Eme gyenge részgréfot Q(a,b,q;,G;(A))-val jelsljiik.
Ha‘Q(a b,q. ,GJ(A))-hoz még hozzdvesszilk a G ( )—beli
(a,.,b) élet, akkor (és ez def1n1c1o) a Q(a,.,b,ql,G (A))- :
hoz autunk melyrol lathato, hogy G (A)-nak eros régzgrif-

Jja.

(6.9) Segédtétel. Tegyiik fel, hogy 0< j<@ -ra
(a,.,b) €E’(Gj(A))\E(Gj"1(A)), “‘és legyen B az (a,.,b)
. ' \ . .

&1 Gj(A)-beli szine. Ekkor k<w-ra az S(a,b,G; ,(4)) és =

’ j+k
¢, (B) gréfok izomorfak.

Bizonyitds. Nyilvdn elég a k<w és j>1 esettel fog~-
lalkoznunk. Az 411itds k=0 -ra trividlis. Indukecids hipo~-
tézisként tegyiik fel, hogy valamely k<W-ra mir szintén
igazoltuk! Ekkor S(a,b, G3+k( )) ~ GE(B) is teljegﬁlnge_

gyen p: s(a,b,G? (A))fain(B) egy izomorfizmus. Az

Jj+k

S(a,b,G22, (4)) és Gi’(B)‘gréfok izomorfidjdhoz elegehd6

3+k
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é(a-b G’ (A))

\\\\\3\\

S(e,a,q? +k (4))
'//////////}

(6.10) Abra

f e
megmutatnunk hogy az S(a,b,G2 ., (4)) tetsz8leges (u, V)

,]+k

816t teklntve i t-re (u, v)€q (e(x, G (A)): xeX)

j+k
azzal ekv1va1ens, hogy (ucp,v\p)&' qi(e(x Gy (B)): XGX) |
Ha unp,vup -re a mondott feltetel telgesul, akkor nyllvan
(u, v)-re is. Tegyuk fel 1nd1rekt hogy |
- (u,v) € qi( e(x, G5+k . | |
(ucy,v&p)&qi( (x,G2(B)): x€X) ! Ekkor 1létezik egy legrs-

(A)): xEX), de

videbb, u-t és v-t G2 (A)-ban 6sszekﬂb‘t6, o« ~val jelslt

+k
q;~ut, azaz egy olyai ut, melyen tetszdleges él/ szine Ui-té’l
. nem diszjunkt, de ezen qi-ut nem haladhat mj.ndvégig

s(a,b, GJ k ' (A))-ban., A feltdtelek sZerint van olyan

(g,.,0) GE’(Gj_l(A)) és m< t, hogy (U =2 és i
(a,B,b) EE(Q(g,h,qm-,Gj(A))). Vegylik észre, hogy G4(qm)—

ben rr}ipden ngm -re 1egalébb két nem szomszédos x szinﬁ

é1 van. (Ez nem lenne igaz GB(qm) -re; ez is i.r_ldovkolja a

4 indexnek vélé vélasztdsdt.) Ennélfogva 1étezik

‘ (C?B,d) €E(Q(g,h,qm,Gjr(A))),' melyre {g,b}f\{c,d} = g (14. ‘
(6.10) &brdt). (Mellesleg 1l4thaté, hogy Bl =1 és BCU .)
Az 'indukciés hipotézis (és a * felsd indexig mér megtett
(a)),

1épés) szerint S’:=~S(a b,G? (A)) = Sé:: (c,d,q?

J+k° j+k
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igy (a,.,b) és (c,.,d) :¢.G3+k(A)—beli szine azonos.
Tekintsilk most a mondott« q;-utat! Mivel o kilép

82-b8l, e~n is és b-n is dthalad, és (a,+,b) G2, (A)-beli

+k
szine U;-t61 diszjunkt (ellenkez8 esetben & i6vidithet6
lenne). Vildgos, hogy az S3-t 8z egyik végpontjén &%
elhagyé ot  csakis ugy térhet a misik végponton &%
vissza, ha 4thalad a ¢ és d szOgpontokon. Ezért (-nsk a
¢ és d kbzti szakaszdra gondolva)_‘c és d \Sé ~ben
q; -uttal sszekdthetd. Ségé S, miatt ugyanez éli az Sé
a és b végpontjaira is, ezért of -nak az Séfn kiviili része‘
ig egy S2-n beliili q;-uttal helyettesithets. Azaz u s v
Sé -n belill is qi-uttal k6thet6jﬁssze, s ez ellentmond in-
direkt feltevésﬁnknek, Ezzel beldttuk, hogy |
52 += S(a,b,622, () 2 6.’ (B). |

Ha 82’  valamelyik (g,.,h) élének két végpontia x € X-re
egy x-uttal (azaz olyan uttal, meljen minden &1 szine x-et
_ptartalmazza) 6sséek6thet6'Gﬁlk(A)—ban, akkor a fentiekhez
hason}6 qkostdés szerint g és h mér vSé’—n beliil is
'Bsszekﬁthetij—gttalymMegiqtcsakma:fentiekhez hasonldan addé-

dik, hogy S(a,b,G,

J+k+1(A))g G, (B Q.e.d.

(6.11) Segédtétel. Tetszdleges A,Cyya.esCy € PH(X) -re

N(e(cy,6(a)): 1£x) = e(U(c;: 12%),6,(4)).

Bizonyités. BEPH(X) -re nevezziink egy utat B-utnak,

ha minden élének szine B-t részhalmazként tartalmazza. Vezes- -
stik be a C:= U(c;: i2k), e;3= elcy,q (4)), e:= e(c,q (a))
jelsléseket! Mivel minden C-ut egyuttal C,-ut is (i=k),
az 411itds w2 " része nyilvéhvalé. A forditott irdnyu
irédnyu tartalmazds igazoldsdt el8készitendd vegylik észre,

hogy H%]Z2 esetén G4(qi) rendelkezik az aldbbi tulajdon-

séggal:
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(6.12) Ha a,b€ V(G4(qi)), ekkor vegy minden x€ U; -re
1létezik x szinli é1 a és b koz8tt, vagy pedig minden
x€U; -re létezik nem a_ és b koz0tt elhelyezkedd x szinil e'l;
(A fenti tulajdonség IUil szerinti indukeidval kdnnyen
igazolhatd. ) |
Mérmost , & " -hoz elég azt beldtni, hogy j<w-ra
(1,) Ha c,a€v(ey(a)) g5 (c,0)€MN(e;: 1i<x), ak-
kor (c,d)€ e. V
A (c,d) € E(G,(A)) esetre (azaz szomszédos c és d eseté-
re) és a ¢c=d esetre ez nyilvdnvald a konstrukcié (c) pont-.‘
ja szerint. Ezért (Hy) igaz.
| Tegyiik fel, hogy valamely 1= j< & -ra a (_Hj 1) induk-
cids hlpotezn_s igaz, es teklntsuk (HJ)' -t! Azaz c,d€ V(G (4))
¢s (c,a)€) (e (e;: i= k). FeltehetS, hogy, mond;]uk ce'fV 5= l(A))
Ekkor alkalmas (a,., )GE’(G- (A)) és lU.l =2 mellett
c. a Qla,b,qy, G, (a)) reszgraf belsd szdgpontja.
Els8_eset: d¢V(Q(a by Gy (A))). Exkor (6.12) és
az a=b szimmetria miatt felteheto,'hogy minden
yéji -re Q(a,'b,qi,Gj(A))-nak van y-nal szinezett éle c
é€s b kozott, A (6.9) Jalkalmazéséval vilégos, hogy ha
BEPY(X) -re B a . Q*(a byays G (1)) . valamennyi.
¢ és b kozti éle sz:.nenek reszhalmaza, akkor B részhal-
maza a Q_ (a, . ,b,qi,Gj(A)) bdrmely éle szinének is. Tud~
Juk, hogy i€k -ra c¢ és d egy minimdlis hosszusdgu,
mondjuk ok -vel jelslt C;-uttal C,(A)-ban Ssszeksthets.
Idil minimalitédsa és a konstrukeié (c) pontja szerint
ol egyuttai G’;(A)-beli ut is. A mondottak szerint igy

1

olyan (mir nem feltétleniil minimilis hosszusdgu) of; ut

is 1étezik, amely dtmegy a-n, c-n, s a Q*(a,b,qi,Gj(A))

valamennyi a és ¢ k6zotti élén. Kaptuk, hogy

_a€V(G;_1(A_)) -ra (a,c)€e, (a,d) Gn(e i<k) Hasonlé-
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an (¢ szerepét d-nek s 4 szerepét a-nak adva) kaphatunk
olyan GJ%I(A)-beli h csucsot, melyre (h,d)€ e, |
(a,h) €/ e 48 i=k) (Hj-—l) szerint viszont (a,h)€ e,
s a tranzitivitdsbél (c,d) €e adddik. |
| A mésodik, nem .I"és_i‘letvez.ett cEV(Q(a,b, qi’Gj(A)‘))» e~
setben (c,d)Eé analég médon edddik. Tehdt (Hj) telje-
siil, . \ I Q.e.d,

|

(6.13) Segédtétel. Bérmely A€P'(X) -re az
e(x,Gw(A)) (x€X) ekvivalencidkra a V(Gw(A) )  helmaz

ekvivalenciahdléjdban P% teljesiil.

Bizonyitéds. Tekintsiik p;<q; -t I}L.‘—b_é’l. (6.11) -szerin“b
pi(e(x,Gw(A)): x €X) ﬂ(e(x,G (Aa)): x‘EMi) =
= e(U({x}: x €M, ) Gw('A)) = e(Mi,Gw(A)). Legje_n (a,B,b)€
fE(Gw(A)) és ‘(a,‘ ble e(u;,6 (A)). Ekkor M;EB, és valamely
j<w-re (a,B,b)e B(6;(4)) (86t (a,B,b)€ B°(G;(4)) is fel-
teheté')v. Ezért a kqnstrgkcio’_ (a) vagy (b) pontja.sz‘erint

(8,b) €, (e(x,65,,(2)): x€X) S, lelx, G (4)): €T,

J+1 .
Ennélfogva q;(e(x, Q(A)): x€X) részhalmezként tartalmez-
z8. e(I\’_!_Ii,GQ(A)) generétorvrendsvz.erét, s igy e(Mi,Gw(A))-t is.
' Q.e.d.
A Gj(A) kezd8é1ének szindt C(Gj(A))—val jeldlve ér-

vényes az aldbbi

(6.14) Segédtétel. Ha A €P'(X) &s j=co, akkor

C(Gj(A)) c 7(4).

Bigonyitds. ‘Elég csak véges j-ket tekinteni. Ha j=0,

akkor C(G—j(A)) =AST(A), valéban., Indukecids hipotézisként

n
Legyen A€ P (B), és szdmoljunk: C(G:’j’(A)) =C(G5(A)) =

(G(a)) U(U : MiEC(Gj(A)) és vyl = 1) €

tegyllk fel, hogy birmely BE P*(X) -re 0(6,(B))E 2(8) = 7 (B)!
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ng(A)uU(n({x}: x€U): M, E C(Gj(A))S

e (v UM (x): xev): myen (a)) = 11 (8) S2(a) =

= 1 (4), azaz c(a3” (4)) €1 (a) =1(a). Tegylik most fel, hogy

x€c(a, (4 ))\C('Gj’(A))! Ekkor a konstrukcié (c) pontja

+1
szerlni létezik egy minimdlis hosszusdgu, o« -val jeldlt
x-ut G:’]’(A)-ban, mely a végpontokat Ssszekdti. Mivel
|o<l>l, alkalmas i-re o athalad a Q(bal vegpont, Jobb
végpont,qli,-Gl(A),) részgrif mlndegyik szogpontgan. Legyen
bal végpont = ao;al,.‘..,ak_l,ak— jobb végpont a

Q(bal végpont, jobb végpont,qi,Gl(A)) részgréf szbgpont-
jainek sorozata, /8 az (a ses8 1) é1 eredeti ‘:u(Gl(A‘)-
beli) szindt gelolguk ym~me1! Vildgos, hogy {ym: mc.k} =
= Uy Az o nyilvén a Gj+1(A) gréfban‘ is x-ut lesz, a-

(a))

részgréfok vegpontaaln, s o( megfelelo szakaszal x-utat

mely a mondottak szerint athalad az S( 8.1 :J+l

b

kepe‘znek ezen reszgrai‘okban. (6.9) szerint
s(am,aml,c;a;l( A% ey b), tehé.t'v 6,y ¥) (m< k)
vegpont'gal is Osszekdthetdk x-uttal. Ha Pm egy, a vég-
pontokat Osszekdtd x-ut ij({qui )-ben, akkor mindazon é—
lek végpontjai,. amelyeken v Pm dthalad, =x-uttal kdthe-
té’l; Gssze ,Gj’_’_l({ymg)‘—ben, sv igy a kqnstrukcié (¢) pontja
szerint x€C(Gj({yn;§ )). (Jegyezziik meg, hogy |
c(ey(a))Nc(ea?(a)) = ¢ miatt j>0.)'  Ezért az indukci-
és hipotézis szerint xEC(G ({y mne Tn(ym) teljesiil

m<k -ra. Igy xel Nt Q7 yéU ). Tovébbé My CC(G’(A)) =

= auUu .MCAes lupl = 1) = 74(a) uUﬂ(T (z):

2 €Up) 3 MX.C.A és 1uyl = 1)em (A)s e (a).
Ennélfogva xé U (Mo (y) yE€ Uﬂ ) e 2 cT, (1)) €
(a) €

(A);,

n+1

Evvel C(G (4) = T(a) igazoldst nyert.

n+l
] Q‘e.dl

j+1
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Végiil (6.6) szﬁkéégéssége az aldbbi mdédon adédik;
Tegyiik fel, hogy P7L=>/\Aﬁx minden hiléban telje-
siil! Ekkor (6.11) és (6.13) szerint
(val vvégpont,_jobb végpont) € e(A,Gw(A)) =
= MN(ely,6,(4)): yea) € e(x,G,(A)). Bzért valamely
3< c-va (bal végpont,jobb végpont) € elx,Gy(A)), ahomnan
j+§1~~;(_i§)')J;§T(A).VTe~‘
hdt x €T(A), s ezzel a bizonyitds kész. Q.e.d.

(6.14) szerint [ o v ,.XGNC(G
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KUSZONETNYILVANITAS

Mint tanitvdnya, itt is szeretném kifejezni kdszbne-

temet Huhn Andréds docensnek, a matematikai tudoményok

kandiddtusdnak azért, hogy sz algebrai kutatisokba még
egyetemi hallgatd koromban bevezetett, sok, az értekezés-
ben is érintett'téﬁakﬁr?él megismertetett, s hogy munké-
“mat igen nagyszamu Snzetlen problémafelvetéssgl és 6t-

lettel, valamint sok mds mé@bn is‘segitette és segiti.

Ezuton is ktszbnetet mondok Csdkdny Béla egyetemi-
tandrnak, a matematikai tudomdnyok @oktoréﬁak; aki munkd-
'mat az algebrdban tett elss 1lépéseim 4ta figyelemmel.kiéée
ri, szakmailaglés emberileg mindig sokat'segifeft. Tandcsa~-

i, Stletei és problémafelvetései nemcsak az értekezés té%
méjéban bizonyultek igen hasznosaknak.

Itt is kbszonetet mondok aspirénsvesetSmnek, Schmidt
Temésnek, a matematikei tudomdnyok doktordnak, ski érte-
kezésem elkészitése és aspivanturdm sovdn, és ezt megels-
‘z6en is sok értékes tandcosal, észrevétellel Ss utmutatds-
sal volt segitségemre, valamint sok wj vagy vizegélatein-

mal=kapcéolatos eredményre h}vtg;fg;”figyglmgmjv

Kbszonetet mondok Szdkefelvi-Nagy Béla professzor
azért, hogy lehetdvé tette szémomra az algeb£ai kutaté+
sokban vald részvételt.

A feltételes hdldéazonossdgok vizsgdlatdt kisérd érté-
kes megjegyzéseiért Alan Day professzornak is kOszbnettel

tartozom.
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