POLYGON

IV. kotet 2. szam 1994.

Fogalomhalsk*

CzEDLI GABOR ES SCHMIDT TAMAS

1. Bevezetés Az ismeretelmélet (mds széval episztemolégia) tébb
mint kétezer éve foglalkozik azzal, hogy mi a tudas, hogyan szerezhetd meg,
hogyan dbrdzolhaté és adhaté tovabb. Az adatok puszta birtoklisa még
nem azonos a tudassal, igy ez a problémakor kiilonosen érdekes az adatok,
informacidk korabban nem tapasztalt b6ségét nydjt6 korunkban. Az adatok
tigyves abrazolasa, rendszerbe foglaldsa lényeges kérdés. Jol példazza ezt a
kémiai elemek periddusos rendszere, melynek segitségével D. I. Mengyele-
jev {1834-1907) szamos akkkoriban még ismeretlen kémiai elem létezését
és tulajdonsagait josolta meg. Cikkiinkben egy olyan matematikai modell
ismertetésére vallalkozunk, melynek hasznalata viszonylag kevés elSzetes
ismeretet igényel, és szinte minden tudomanyagban alkalmazhaté az isme-
retek rendszerezésére, s6t tjabb ismeretek feltdrasara is.

A fogalomhaldk és az ezekre épuld fogalomanalizis kialakuldsat Rudolf
Wille darmstadti algebrista [3] cikke inditotta el az 1980-as évek elején.
Azdéta tobb szaz cikk jelent meg ebben a témaban, fleg Wille és a koru-
lotte Darmstadtban kialakult fogalomhalds iskola munkajanak koszonhe-
tden: ezek kozul tovabbi forrdsmunkaként [1]-et és [3]-mat emlitjiik. Az
ismeretelméletben kozpounti helyet foglal el a fogalom, melyet terjedelme
és tartalma egyittesen hatiroz meg. Terjedelmen a fogalomba tartozé

A szerzok ezen munkdja az Orszdgos Tudomanyos Kutatdsi Alap OTKA
T7442 sz. tdmogatasdval készilt.
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egvedek. objektumok Osszességét, tartalmon pedig a fogalomra jellemzd tu-
lajdonsagok, attributumok Gsszességét értjitk. Tekintsik példaul azt a fo-
galmat. melyet nyelviink a ,folyadék” szdval jelol meg. Ekkor a tej, viz,
malnaszorp, benzin, stb. a folyadék terjedelméhez tartogik. A tartalomhoz
tartoznak olyan tulajdonsidgok mint pl. , a padlén elteriil”, , lyukas edény-
b6l tavozik”, stb. A kisgyermek a ,folyadék” szd jelentését tigy sajatitja
el. hogy egyre jobban megismeri a fogalom terjedelmét is és tartalmat is.
Bizonnyéra hasonlé folyamat ment végbe a nyelv és az emberi gondolkodés
kialakulasakor.

A cikk tovabbi két fejezetében részletesen megismerkediink a fogalo-
manalizishez szilkséges matematikai appardtussal. A nem-matematikus fel-
hasznédlonak viszonylag kevés elSismeretre van sziiksége, ezt adjuk meg a 2.
fejezetben bizonyitasok nélkil, inkabb szemléletességre s nem pedig tilzott
egzaktsigra torekedve. A 3. fejezetben pedig matematikai alapossiggal
targyaljuk a fogalomanalizis modelljét, s a bizonyitasokat sem keriljik el.

2. A fogalomanalizis szemléletes targyaldsa Hdldn bizonyos tulaj-
donsagokkal rendelkezé irdnyitott grafot (a héldelméletben elterjedt termi-
nolégidval: diagramot) fogunk érteni. A diagram sikra rajzolt szogpontok-
bdl és bizonyos szogpontokat osszekoid egyenes szakaszokbdl all. Az apré
korokkel jelolt szogpontok a halé elemeit reprezentaljak. Az egyenes szaka-
szokat a diagram éleinek nevezziik; nem engediink meg vizszintes helyzetii
élet. Az éleknek az a szerepe, hogy segitségiikkel rendezést értelmezziink
a halé elemei kozott, azaz hogy meg tudjuk mondani, hogy az egyik elem
mikor kisebb a mdsikndl.

DeFIN{cIO.  Akkor mondjuk, hogy a diagram & szogpontja &ltal reprezen-
talt elem kisebb-egyenlé mint az y szégpont dltal reprezentdlt elem, jelben
r <y, ha az z szégpontbdl elindulva, éleken it mindig csak felfelé haladva
eljuthatunk az y szogpontba. (Megengedett az is, hogy semmit se halad-
junk, azaz x = y esetén is x < y.)
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Az 1. abra az iskolai osztalyzatok diagramjat mutatja; a kettes kisebb-
egyenlé mint a négyes, mert az x szogpontdl felfelé haladva két 1épésben
eljuthatunk az y szogpontba. Itt a ,<” diagram dltal definidlt jelentése
megegyezik a hétkoznapi jelentésével. A masodik dbrdn a diagram szog-
pontjai az {a, b, c} halmaz részhalmazait reprezentaljak. Ha z és y részhal-
maza {a, b, c}-nek, akkor < y (a diagram szerint) pontosan akkor teljesiil,
ha r C y. Most a ,,<” jelentése nem a hétkoznapival egyezik meg (olyan
nincs is), hanem azt jelenti hogy , részhalmaza”. Megfigyelhet6 még az ab-
ran, hogy x € y2 és y2 £ «, tehit nem koveteljilk meg, hogy tetszdleges két
elem kozul valamelyik kisebb-egyenlé legyen a masiknal.
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DEFINICIO. Legyen a és b egy-egy, a diagram altal reprezentalt elem. Azon
¢ elemeket, melyekre a < ¢ és b < ¢ egyidejiileg teljesiil, az a, b elemek felsé
korlitjainak nevezzitk. Ha egy d elem olyan fels6 korldtja az a,b elemek-
nek amely az a, b barmelyik ¢ felsé korlatjanal kisebb-egyenls, akkor d-t az
a, b elemek legkisebb felsS korlatjanak, mds széval egyesitésének nevezziik,
Analog médon definidljuk a legnagyobb alsé korldtot , mas széval metszetet
is: egy ¢ elemet az aj,as, ..., a, elemek (egyik) alsé korldtjanak nevezzuk,
hae < a1, c<as, ..., ¢ < a,. Hadolyan alsé korldtja az ay,as,...,a,
elemeknek hogy ugvenezen elemek barmely c alsé korldtjdra c < d, akkor d-t
az 4y, dz,...,an elemek metszetének nevezzik. Az a,b elemek egyesitését
a Vb, metszetét pedig a A b jeloli.

Példaul az 1. dbrdn zAy =z, e Vy = y. A 2. dbrdn {a}V {c} = {a,c}
és {a} A{c} = B; innen ered az egyesités és metszet elnevezés. A 3. dbran az
a, b elemeknek nincs egyesitése, hiszen felsé korlatjaik a p, ¢, r, 5, elemek,
éspLs, sLp gLy rLp t£pszerint kozulik egyik sem , legkisebb”.
Tehat két elemnek nem mindig Iétezik metszete illetve egyesitése. Ha vi-
szont két elemnek van metszete illetve egyesitése, akkor az egyértelmiien
meghatdrozott.

Derinfc16.  Egy diagram hdlot hatdroz meg, ha barmely két elemnek
Iétezik egyesitése és metszete.

Példdul az els6 két diagram halét abrazol, de a harmadik nem.

Ha fogalmakkal akarunk dolgozni, akkor nehéz lenne a terjedelem illetve
a tartalom valamennyi elemét szdmba venni. Ezért rogzitsitk objektumok-
nak egy G, attribitumoknak egy M halmazdit, s tovabbd egy I reldciét
ezen két halmaz kozott. Azaz minden g € G és m € M esetén g I m vagy
nem g [ m. A g I m jelentése az, hogy a g objektum rendelkezik az m
attribitummal. Nevezziik a most lerogzitett G, M és I egyiittesét, azaz a
(G, M, I) rendezett harmast kontextusnak.

DeriNic16.  Legyen (G, M, I) egy rogzitett kontextus. A C G-re, illetve
B C M-re legyen

A'={me M: minden g€ A—ra g I m},
B' = {g € G: minden m € B—re g I m}.
Ha A’ = B és A = B’, akkor az (A, B) pért fogalomnak neveziink.
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3. abra

A fenti definici6 szerint 4’ mindazon attribitumok halmaza, melyekkel
A mindegyik eleme rendelkezik. Ha (A, B) fogalom, pl. a folyadék fogalma
egy korabbi példankban, akkor elég természetes az, hogy ezen fogalom tar-
talma éppen a tej, viz, malnaszorp, benzin, stb. kozos tulajdonsigaibdl
all. Tehat a definicidban szereplé A’ = B feltétel egyiltaldn nem meglepé.
Masrészt az is természetes, hogy a , padlon elteriil”, , lyukas edénybél tavo-
zik”, stb. tulajdonsdgok mindegyikével rendelkezd objektumok alkotjak a
fogalom terjedelmét; innen ered az A = B’ feltétel a definiciéban.
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DEFINICIO.  Legyen L(G,M,I) a (G, M, I) kontextushoz tartozé fogal-
mak halmaza. Azt a halot, melynek elemei éppen az L(G,M,I) elemei,
(A1, B1) < (A2, By) pedig azt jelenti hogy A1 C As, a (G, M, I) kontextus-
hoz tartozé fogalomhalonak nevezziik.

A (G, M, I) kontextusbeli G és M halmazok t6bbnyire végesek lesznek.
Egyelére fogadjuk el bizonyitas nélkiil, hogy van olyan hdlé (tehat olyan
halét meghatarozd diagram), amelyre a fenti definicid feltételei teljesiilnek.
Ha (A1, B1) < (Aq, By), akkor az (A, By) fogalmat bovebbnek mondjuk,
mint az (A, B;) fogalmat. Példaul a ,folyadék” fogalma b6vebb mint az
»innivald” fogalma. Varhatd, hogy (A1, B1) < (A, Bs) azzal is ekvivalens
hogy B> C Bj; ezt majd igazolni is fogjuk.

Egy (G, M, I) kontextust példdul igy adhatunk meg, hogy egy kétbe-
meneti tablazat sorait G, oszlopait pedig M elemeivel indexeljuk. A g-vel
indexelt sor és az m-mel indexelt oszlop metszéspontjiba pontosan akkor
irjunk I -t, ha g I m. Tekintsiik példaul az egyik jelenleg haszndlatos hete-
dikes matematika tankonyv [2] 292. oldaldn talilhaté VII/634. feladatban
szereplé attribitumokat és objektumokat. (A rovidség kedvéért négy ob-
jektumtol eltekintiink; erre kés6bb adunk magyardzatot.) Az objektumok
éppen a 4. abran taldlhaté négyszogek, az attributumok pedig az alabbiak

tszim : tengelyesen szimmetrikus

kszim : kozéppontosan szimmetrikus
vkeol : van két egyenld oldala

pkole :  pontosan két oldala egyenld

vpold : van parhuzamos oldalparja

szolp : szemkozti oldalai parhuzamosak
nolde : a négy oldala egyenlé

kkole :  két-két oldala egyenld

szeoe : szemkozti oldalai egyenlSk

kkszo : két-két szomszédos oldala egyenld.

A tankonyvbeli feladat éppen az I reldcié meghatdrozdsat, azaz az
alabbi tabldzat kitoltését kéri:
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4. abra
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tszim | kszim | vkeol| pkole| vpold| szolp | nolde | kkole| szeoe [ kkszo
Ny 1
N 1 I I I I I
N3 I I
Ny 1 I i I I 1 I
N7 I I I
Nip 1 1 I I 1 I I I 1
Nyt I I I I
Nis I 1 1 I

Az ezen kontextushoz tartozd fogalomhald az 5. dbran lathaté. A di-
agram nagyrészt egy P. Burmeister altal Darmstadtban kifejlesztett sza-
mitégépes program segitségével késziilt (v.6. [1]). A konnyebb hivatkozds
kedvéért a szogpontokat 1-t8l 16-ig sorszamokkal lattuk el. Pl az 1 sor-
szamu szogpont a leghdvebb fogalmat reprezentilja, melynek terjedelme az
osszes tekintett négyszoget tartalmazza, tartalma pedig az iires halmaz. Ezt
a fogalmat nevezhetjik a ,négyszog” fogalmanak. Vegyiik észre, hogy a ti-
zenhat fogalom koziill nem mindegyik nevezhetd el egyetlen széval, bizonyo-
sakra talan nem is gondoltunk eddig. Ilymdédon a fogalomhalé elkészitése
soran 1j fogalmakat is felfedezhetliink — az mds kérdés hogy ezek kozil
melyek lesznek hasznosak.

A fogalomhalé azok szamara is igen hasznos, akik nem ismerkednek
meg a ,fogalom” fogalmdval. Ugyanis nemcsak a példankban szereplé foga-
lomhdlé esetén hanem altalaban is az objektumokat és az attribiitumokat
hozzarendelhetjiik a halé elemeihez (azaz a diagram egyes szogpontjaihoz)
gy, hogy az aldbbiak teljesiiljenek (példankban a hozzdrendelést szintén az
emlitett program végezte):

(A) Tetszdleges g objektumra és m attribitumra ¢ I m pontosan akkor
teljesiil, ha a ¢ objektumhoz rendelt haléelem kisebb-egyenlé mint az
m attribitumhoz rendelt haloelem.

(B) Tetszbleges my, mag,...,my és m attribitumok esetén az my, mao,
..., my, attribitumok egyiittes teljesiilésébdl pontosan akkor kovetke-
zik az m attribitum teljesiilése, ha az my, mo, ... my attribitumok-
hoz rendelt héléelemek metszete kisebb-egyenld mint az m-hez rendelt
haldelem.
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5. abra

Példankban a hozzarendelés mindkét tulajdonsiga jol megfigyelhets.
(Az egyszeriibb jelolés kedvéért most ideiglenesen L£(G, M,I) egyes ele-
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meit a hozzajuk rendelt objektummal vagy attribitummal jeloljik.) PL
N4 < vkeol annak megfelelSen, hogy Ns I vkeol, N7 £ tszim annak megfe-
leléen, hogy az N7 négyszog tengelyesen nem szimmetrikus, stb. Azaz az
L(G, M, I} halébél konnyen rekonstrudlhaté a (G, M, I') kontextus. Mond-
hatjuk tehdt, hogy a kontextust megadd kéthementii tdblazatot (ami vég-
il is tetszdleges adatokat tartalmazhat és nem feltétleniil sziikséges kon-
textusnak tekinteni) egy tetszetSs uj mddon sikeriilt dbrdzolnunk. A (B)
pont szerint ennek a fogalomhdlés abrazoldsmddnak a kétbemenetii tabla-
zattal szemben komoly elénye, hogy igen konnyen leolvashaté réla az att-
ributumokra vonatkozé szamos Osszefiiggés. Lassunk erre néhdny példat.
kpszim < szeoe azt jelenti, hogy a kozéppontos szimmetriabdl kovetkezik
hogy a szemkozti oldalak egyenlSk (itt kpszim egytényezds metszetnek fog-
haté fel!), ez mindenki szamaéra ismerds. Mivel pkole A szolp a halé 16-tal
jelolt eleme, pkole A szolp < tszim, s igy addédik, hogy ha egy négyszog-
nek pontosan két oldala egyenld és szemkozti oldalai parhuzamosak, akkor
ez a négyszog tengelyesen szimmetrikus. (Kénny{i meggondolni, hogy ez a
»tétel” azért igaz, mert nincs olyan négyszég, melynek pontosan két oldala
egyenld és szemkozti oldalai parhuzamosak.) Erdekesebb geometriai tételt
ad a tszim A pkole < vpold formula, amely szerint ha egy négyszég tenge-
lyesen szimmetrikus és pontosan két oldala egyenld, akkor van parhuzamos
oldalparja is. Ezt az egyébként igen konnyen igazolhatd , tételt” korab-
ban a szerzék sem ismerték, ez a jelen cikk irdsdt megel6z6 fogalomanalizis
terméke.

A figyelmes olvasé joggal vélhette az el626 sorok olvasasakor, hogy a
mindossze nyolc négyszog felhasznalasaval késziilt fogalomhalé alapjan korai
még tetszéleges négyszogre tételeket megfogalmaznunk, hiszen , tételeink”
esetleg csak a tekintett nyolc négyszogre érvényesek. Ezen joggal felmerild
kétely jé alkalmat ad, hogy néhdny szét széljunk a mar kordbban emlitett
szamitogépes program miitkodésérdl. A programba elég elészor csak a tab-
lazat elsé sordt betapldlni, azaz a kontextusnak kezdetben csak egyetlen
objektuma van: N;. A program elkezdi keresni a kontextusban érvényes
(B)-ben emlitett alakd osszefiiggéseket az attribitumok kozott. Amint talal
egyet, megkérdezi a felhasznaldt, hogy igaz-e a kérdéses Osszefiiggés alta-
laban (azaz nemcsak a kontextusban szerepld négyszogekre). Esetiinkben
megkérdezi pl. hogy vajon minden négyszognek van-e parhuzamos oldalparja
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(vpold), hiszen az egyetlen N; négyszog alapjan ezt joggal hiheti. Erre per-
sze az a valasz hogy nem. Ekkor a program arra kéri a felhasznéalét, hogy
nevezzen meg egy ellenpéldat (nevezziik meg pl. Ns-at), s bovitsiik vele a
kontextust leird tablazatot (azaz gépeljiik be az N3-nak megfelels sort). A
bévitett kontextusban a program djra elkezdi keresni az érvényes osszefiig-
géseket. Most mar nem véli gy a tablazat alapjin hogy minden négyszogre
vpold teljesiil, ezért mast kérdez, mondjuk azt, hogy minden kpszim négy-
szogre teljesiil-e szolp. Erre — persze geometriai tuddsunkra tamaszkodva,
ami a programtdl és a fogalomanalizistdl fiiggetlen tényezd — azt valaszol-
juk hogy igen. Ebben az esetben a program nem béviti a tablazatot, hanem
ujabb kérdést tesz fel, mondjuk azt, hogy igaz-e, hogy ha egy négyszogre
kpszim és szeoe, akkor kkszo? Erre nemleges valaszt adunk, s példaul az
No-vel bovitjiik a tablazatot.

Es ez a tovabbiakban is igy folytatédik. Igenld vilaszainkat a program
megjegyzi (s nem fogja jra megkérdezni), nemleges vélaszaink esetén pedig
a ,nem’”-et aldtdmaszté objektummal (azaz ellenpéldaval) kell béviteniink a
tablazatot. El6bb-utébb a program nem tud tovébbi kérdést feltenni, mert
az igenld valaszokat érdemld kérdéseket mar korabban megkérdeste, a nem-
leges valaszokat pedig az immar elég bd tablazatbél onalléan allapitja meg.
Ekkor a program elkésziti a fogalomhalét, hozzarendeli a hilé elemeihez az
attribitumokat és az objektumokat, s miikodését ezzel befejezi. Mindehhez
még annyit kell hozzafiiznink, hogy program igyekszik minél kevesebbet
kérdezni, s ezt az alapjin teheti, hogy bizonyos valaszokra adott feleleteink
szamos tjabb kérdés feltevését teszik szitkségtelenné. Ha pl. mar kinyilva-
nitottuk hogy kszim esetén szolp, tovabba hogy szolp esetén szeoe, akkor a
program nem fogja megkérdezni, hogy kszim és tszim egiittes teljesiilésébél
kovetkezik-e szeoe, hanem tudni fogja hogy ,igen”.

A fentiekbdl kitiinik, hogy végsé soron az adott témakorben (jelen eset-
ben az altaldnos iskolai geometridban) jartas felhaszndlé donti el, hogy az
attributumok kozott teljesiil-e egy adott osszefiiggés, vagy sem. A prog-
ram altal tdmogatott fogalomanalizis azonban mégis nagy segitség, hiszen
igy a lehetd legkevesebb kérdésre kell csak valaszolnunk, s végeredmény-
ként mégis elSttiink lesz az osszes olyan alaku Osszefliggés, amelyet (B)-ben
emlitettink. S rdadédsul ezen Osszefliggéseket igen attekinthetd formaban
kapjuk.
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Egyuttal az is kiderult, hogy a tekintett kontextusban miért nem sze-
repeltettiik a az emlitett VII/634. feladatban szereplé Osszes négyszoget:
ha tobb négyszoget tekintettiink volna, akkor se kaptunk volna , 1ényegesen
mas” fogalomhalst.

Az 1smertetett moddszer természetesen nem csak négyszogek tanulma-
nyozasara alkalmas. Hogy ezt érzékeltessiik, megemlitiink néhanyat azon
nagyszamu kontextus kozil, melyet Wille és munkatarsai a fogalomanalizis
modszerével vizsgaltak:

Naprendszer. Objektumok a bolygdk, az attribitumok pedig:
kicsi, kozepes, nagy, Naphoz kozeli, van-e holdja, stb.

Vértipusok. Objektumok az emberi vértipusok (pl. Rh-pozitiv,
stb.), az attribitumok pedig az egyes teszt-szérumokra
vald pozitiv reakcidkészséget jelentik.

Meteorolégia. Objektumok a hét napjai, attribitumok pedig
az id6jardsra vonatkozé jelzdk (pl. borult, esds, stb.)

Zene. Néhany zenei stilusiranyzat (pl. ragtime, Dixiland) al-
kotja az objektumok halmazat, s az attribitumok kozott
ilyenek szerepelnek hogy melankdlikus, tanczene, szaba-
lyos ritmusi, stb.

Svajei bicskdk. Objektumok a svdjci hadseregben rendszere-
sitett tisztl zsebkések, s az attriblitumok kozott szerepel:
van-e rajta ollé, van-e rajta dugéhizé, stb.

Tarsasdgi élet. Objektumok egy adott kisvarosi lap tarsa-
sagi rovataban szereplé kozismert holgyek, az attribitu-
mok pedig bizonyos tarsadalmi eseményeken, partikon va-

16 részvételt jelentenek.

Pszicholdgia. Objektumok: a vizsgdlati alany és szlikebb kor-
nyezetének, csalddjanak tagjai. Az attriblitumok a pszi-
cholégus altal elére adott emberi tulajdonsagok {pl. szor-
galmas, 6nzd, sth). A péaciens dolga a kontextus-tablazat
kitoltése.

A sort még sokaig folytathatnank, de izelitének talin ennyi is elég.

3. A fogalomanalizis matematikdja. Legyen p egy nemiires A
halmazon értelmezett relicid. Azaz az A tetszdleges a, b elemeire vagy a p b
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vagy nem a p b. Az (A, p) rendezett par egy relacidrendszert alkot. Eszt
a reldciérendszert részbenrendezett halmaznak nevezzziik, ha a p relcié
rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

p reflexiv, azaz minden o € A-ra a p a;

p antiszimmetrikus, azaz minden a,b € A-ra ha a p b és b p a, akkor
a=b

p tranzitiv, azaz minden a,b,c € A-rahaa pbés b pc, akkor a p c.
A tradiciét kovetve részbenrendezett halmaz esetén a relaciot tobbnyire
nem p-val, hanem ,, <”-vel jeloljiik (még akkor is, ha nem a kisebb-egyenld
szokasos jelentésére gondolunk, illetve ha az A halmazon a szokasos
kisebb-egyenl6nek nincs is értelme). Egyes esetekben mas megszokott je-
lolést is szokas p helyett alkalmazni, pl. ha A egy adott halmaz részhalma-
zaibol all és p torténetesen a ,részhalmaza” reldciét jelenti, akkor p helyett
a ,C” jelolést haszndljuk. Szemben a kisebb-egyenld szokasos jelentésé-
vel, azt nem koveteljuk meg, hogy az A alaphalmaz barmely a,b elemére
a < b vagy b < a; de ha ez a tulajdonsig tetszdleges a,b elemekre fenn-
all, akkor az (A, <) részbenrendezett halmazt ldncnak nevezzilk. Ugyan-
csak lancnak (pontosabban szélva A lancanak) nevezziik az A részbenrende-
zett halmaz olyan részhalmazat, melynek barmely két eleme koziil az egyik
kisebb-egyenlé a masiknal (azaz barmely két eleme dsszehasonlithatd).

Legyen (A, <) egy részbenrendezett halmaz. Definidljunk egy < jellel

Jelolt , kisebb” relaciét az A halmazon gy, hogy a < b &L (a < bés

a # b). Konnyii latni, hogy a < relécid is tranzitiv. Valéban, ha a < b és
b < ¢, akkor egyfelél a < ¢ a ,<” tranzitivitdsa miatt, tovdbbd a # ¢
mert ellenkezé esetben & < ¢ < a-b6l b < a, majd az antiszimmetria miatt
a = b adédna, ami ellentmondds. Ha @ < b és nincs olyan ¢ € A amelyre
a < ¢ és ¢ < b, akkor azt mondjuk hogy b kiveti az a elemet, s ezt a tényt
a < b fogja jeloini.

1. ALLiTAs. Legyen (A, <) egy véges részbenrendezett halmaz. Az A tet-
széleges a, b elemeire a < b pontosan akkor teljesiil, ha létezik egy n nemne-
gativ egész szam és Iéteznek co = a, cq,..., ¢h_1, ¢, = b elemek az A-ban
gy, hogy co < ¢1,¢1 < ¢, ..., Cu_1 < Cn.
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Bizonyitds. Ha léteznek a mondott cg,cq,. .., cn elemek, akkor a kovetési
relacié definicidja miatt @ = ¢p < ¢1, €1 < €2, ..., Cpm1 < Cp 18 teljesil.
A tranzitivitds miatt ¢g < c2, majd a tranzitivitast ismételten alkalmazva
rendre ¢g < ¢3, ¢p < €4, - - -, Cg < ¢p adddik, s innen a < b.

Forditva, tegyiik fel, hogy a < b. Ha ¢ = b, akkor n-et 0-nak vélaszthat-
juk, s nincs mit bizonyitani. Ellenkez6 esetben az A halmaznak van olyan
C' lanca, pl. az {a,b}, amely egyrészt tartalmazza az a,b elemeket, mas-
részt a ' minden z elemére a < z és # < b. Az A végessége miatt az ilyen
C" 1ancok koziil tekinthetiink egy maximalis elemszdmiit, jeloljik ezt C-vel.
Vegyitk észre, hogy minden véges lancban van egy és csakis egy legkisebb
elem, azaz egy olyan elem, amely a linc minden eleménél kisebb-egyenlé.
Ha ugyanis a lancnak nincs legkisebb eleme, akkor vegyiink ki a lancbdl egy
y1 elemet. Ez nem legkisebb elem, igy valaszthatunk a lancbdl egy olyan
y2 elemet, melyre y; £ y2. De a lanc barmely két eleme 6sszehasonlitha-
t6, igy y2 < y1- De y» sem legkisebb eleme a lancnak, tehat van olyan
ys elem a lancban, melyre y3 < yo. Es igy tovabb, minden i > 1-re lesz
olyan y; eleme a lancnak, hogy v < yi—1. Minthogy a ldnc véges, valamely
i < j indexekre y; = y;. Nyilvan i # j — 1. Ekkor azonban a tranzitivitést
(7 — 7 — 2) alkalommal felhasznalva y; -1 < y; = y;, mdsrészt y; < y;-1, igy
a ,<” antiszimmetridja miatt y; = y;1, ami ellentmondés. Ezzel belattuk,
hogy minden lancnak van legkisebb eleme. Ha u; és uy is legkisebb eleme
a lancnak, akkor u; < ug és up < uy, igy az antiszimmetria miatt uy = us.
Tehat a lancnak csak egy legkisebb eleme lehet.

Most alkalmas ¢g, ¢1,...,¢n  C-beli elemeket fogunk definialni. Le-
gyen co = a. Ha cg, ¢1,..., ¢; mar definidlt és a C \ {cg,c1,...,ci} ki-
ionbséghalmaz nem iires, akkor ezen kiilonbséghalmaz (ami szintén lanca
A-nak) legkisebb elemét jelolje ¢;1+1. Ha pedig a kulonbséghalmaz tres, ak-
kor legyen n = i. Egyfel6l azt kell most igazoluunk, hogy minden értelmes
i-Te ¢; < Cit1- A ¢; elem legkisebbnek torténd valasztdsa miatt ¢; < ¢iqq, de
a c;41 valasztdsa miatt ¢; # ¢;41, tehdt ¢; < ¢;41. Ha lenne az A halmaznak
olyan ¢ eleme, melyre ¢; < g < ¢;41, akkor egyrészt (a ¢;4; valasztisa miatt)
q ¢ C, masrészt a tranzitivitds szerint a < ¢ < b és C' U {q} is lanc lenne,
ami ellentmondana annak hogy C-t maximalis elemszamunak valasztottuk.
Ezért ¢; < c;41. Mivel b-nek is fel kell lépnie a ¢; elemek kozott, valamely
j-re ¢; =b. Ha j < n lenne, akkor a tranzitivitasbdl elébb b =¢; < ¢, < b
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majd & < b adddna, ami ellentmondas. Tehat b = ¢, és ¢y < €1, €1 < 2,
iy Cn-1 <X Cn.

O

A most igazolt allitas szerint véges A esetén a kovetési relacié megha-
tarozza a,,<” relaciét. Ez médot ad arra, hogy diagrammal szemléltessiik a
véges (A, <) részbenrendezett halmazt: elemeit apré korokkel jelzett szog-
pontok fogjak reprezentilni, s ha ¢ < 8, akkor az a szogpontot a b szogpont-
nal alacsonyabbra rajzoljuk, és ezen két szogpontot osszekotjitk egy egyenes
szakasszal.

Legyen {a;: j € J} egy részhalmaza A-nak. Ha b olyan eleme A-
nak, hogy egyrészt barmely j € J-re a; < b, masrészt tetszbleges ¢ € A
esetén ha minden j € J-re a; < ¢ akkor b < ¢, akkor b-t az {a;: j € J}
részhalmaz (vagy masszéval az a; (j € J) elemek) egyesitésének nevezziik.
Az antiszimmetridbol konnyen adédik, hogy ha ezen egyesités létezik, akkor
csak egyetlen egyesités 1étezik; jeloljik ezt VJ'EJ aj-vel.

Engedjik meg az a > b, a > b, a > b jeloléseket is a b < a, b < a illetve
b < a helyett. A relacidjelek , megforditasaval” (késébbi szdhasznilatunk
szerint dualizdlasdval) tehat djabb reldcidkat definidlhatunk. Konnyi latni,
hogy a > relacié is reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv, tehat az (4, >) is
részbenrendezett halmaz, melyet az (A4, <) részbenrendezett halmaz dudli-
sanak neveziink. Lathaté az is, hogy (A, <) diagramjat megforditva (azaz a
feje tetejére allitva) megkapjuk a dudlisanak a diagramjat. Ha egy tételben
vagy definiciéban minden jelet és felhasznalt fogalmat dualizalunk (azaz a
dudlis jelre illetve fogalomra cseréliink ki), akkor a tétel illetve definicié
dudlisdhoz jutunk. A dualitdsi elv szerint ha egy P allitds igaz minden
részbenrendezett halmazra, akkor a P allitas dualisa is érvényes. Valdban,
ha P igaz az osszes részbenrendezett halmazra, akkor P dudlisa igaz a rész-
benrendezett halmazok dualisaira, viszont minden részbenrendezett halmaz
egy alkalmas részbenrendezett halmaznak (nevezetesen a sajit dualisinak)
dualisa.

A dualitési elvnek koszonhetden tételeink dualisdt nem kell kiilon iga-
zolnunk. SO6t, gyakran az egyes allitdsok vagy definicidk duélisit nem is
szokas kulon megfogalmazni. fgy példaul elhagyhaté lenne a metszet defini-
cidja (csak annyit kellene mondnunk, hogy az egyesités dudlisat metszetnek
nevezziik), de a dualizalas illusztralasa kedvéért mégsem hagyjuk el.
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Legyen {a;: j € J} egy részhalmaza A-nak. Ha b olyan eleme A-nak,
hogy egyrészt barmely j € J-re a; > b, masrészt tetszbleges ¢ € A esetén
ha minden j € J-re a; > ¢ akkor b > ¢, akkor b-t az {a;: j € J} rész-
halmaz (vagy masszéval az a; (J € J) elemek) metszetének nevezziik.
Az antiszimmetriabdl konnyen adddik, hogy ha ezen metszet 1étezik, akkor
csak egyetlen metszet létezik; jeloljik Ajes aj-vel. Véges {a1,aa,...,an}
részhalmaz egyesitését a; Vaz V ...V a, vagy \/:;1 a;, metszetét pedig
ayrNax A ... Aap vagy A\I_, a; is jelolheti.

Egy (4, <) részbenrendezett halmazt hdlénak (illetve teljes hdlonak)
nevezunk, ha barmely kételemii részhalmazanak (illetve barmely részhalma-
zénak) van egyesitése is és metszete is. Tehat minden teljes halé egyittal
halé is; forditva ez nem igaz.

Lathaté ezen definiciébdl, hogy ha (4, <) halé, akkor (4,>) is halé.
Ennek koszonhetéen a dualitasi elv a haldkra is érvényes. Az is latszik,
hogy véges esetben a hélok ezen utdbbi definicidja egyenértékii az elézd
fejezetben szerepld definiciéval. (Végtelen hélé definialasira pedig csak az
itteni definicié alkalmas.)

Egy (G, M, I) kontextus dudlisan az (M, G, I~!) kontextust értjiik, ahol
m € M és g € G esetén m I~ g azt jelenti, hogy ¢ I m. Tehat az ob-
Jektumok és fogalmak szerepének felcserélével kapjuk a kontextus dudlisat,
melyre a késSbbi bizonyitasban lesz sziikség. Adott (G, M, I) kontextus ese-
tén a megfelelé £(G, M, I) ,fogalomhdlot” az el6z6 fejezetben definidltuk,
azaz megmondtuk, hogy mik az elemei és mit jelent a ,<”. Adésok vagyunk
viszont annak bizonyitdsaval, hogy £L(G, M, I) tényleg halé.

1. TETEL. Legyen (G, M,I) egy kontextus. Ekkor L(G, M, I) teljes héld,
melyben az egyesités és a metszés miiveletét az alabbi formulik adjik meg:

V8= 4 8], (1)

jEJ j€J jeJ

"

AN, B) = (N4 [U B : (2)

jed jed j€d
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Tovabba az is igaz, hogy (A1, B1), (A2, Ba) € L(G, M, I) esetén
(Al,Bl)S(AQ,Bz) — B 2B2 (3)

Bizonyftds. Legyen az aldbbiakban X és Y a (G vagy az M tetszdleges
részhalmaza. Mivel tobb objektumnak csak kevesebb kozos attribdtuma
lehet (és tobb attribitumnak csak kevesebb objektum felelhet meg), kapjuk
hogy

XCY=X'DY" (4)
Ha (A1, By) < (A, By) akkor A; C Ay, igy (4) és a fogalom definicidja miatt
By, = A} D A, = By. A (3) miésik irdnyanak igazoldsahoz tegyiik fel, hogy
B; 2 By. A fogalom definicidjanak és (4)-nek figyelembevételével ekkor
Ay = B} C B, = Ay, ahonnan (Ay, By) < (A2, By). Ezzel (3) teljestilését
belattuk.

A tovabbiakban szikségiink lesz az

Xcx” (5)
és
AX’, — XI/I (6)
formuldkra. Ha X mondjuk G-nek részhalmaza, akkor X" = (X') azon
objektumokbél all, amelyek rendelkeznek az X'-beli attribiitumokkal, azaz
az X osszes elemének kozos attribitumaival. Viszont az X elemei is ilye-
nek, tehit X C X" s ezzel az (5) képletet igazoltuk. Az (5) formulara a
(4)-et alkalmazva X’ D (X") = X", mig (5)-ben X helyére X'-t helyet-
tesitve X' C (X'} = X"; mindez (6)-ot igazolja. A definicidk kozvetlen
kovetkezménye, hogy
!
U4i| =4 (7)
jed jer
Az aligha szorul bizonyitdsra, hogy L(QG, M, I) részbenrendezett hal-
maz. Jelolje (A, B) az (1) jobboldaldn 4ll6 rendezett part. A (7) mindkét

oldaldra az * operatort alkalmazva és kihasznalva hogy (4;, B;) fogalom:

1" !
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Misfeldl (6)-ot majd (7)-et alkalmazva kapjuk, hogy

1

A= (UAj) - (UAj)‘mﬂA;:ﬂszB.

JjeJ jeJ jeJ Jj€J

Ezzel beldttuk, hogy (A, B) is fogalom, azaz (4, B) € £(G,M,I). Az (5)
szerint minden egyes k € J-re Ay C U;es 45 C (U}'EJ Aj) ? = A, azaz
(Ak, Br) < (A, B). Tehat (A, B) fels korlatja a tekintett haléelemeknek.
Legyen (C, D) € L{(G, M, I) is egy felsé korlat. Ekkor minden egyes k € J-re

/
Ax € C, ahonnan UjEJ Aj C C. A (4) szerint innen (Ujg Aj) 2C =D,

majd a (4)-et mégegyszer felhasznidlva A = (UjeJ AJ-)" C DY = C adddik.
Ezért (A, B) < (C, D), tehat (A, B) valdban a tekintett elemek legkisebb
fels6 korlatja, azaz egyesitése. Az (1) formulat ezzel igazoltuk.

Az (1)-hez hasonlé moddon lehetne a (2)-t is igazolni, de mi inkabb a
dualitasi elv altal kinalt utat valasztjuk. Az (1) érvényes az (M,G,17%)
dualis kontextus 4ltal meghatarozott L(M, G, 1) fogalomhélébanis. Ez a
fogalomhald (pontosabban szélva most még csak részbenrendezett halmaz-
nak jogos nevezni) csak annyiban kilonbozik az L(G, M, I)-t6l, hogy ele-
meinek (melyek rendezett parok) komponenseit forditott sorrendben irjuk.
Tekintsik az L{G, M, I) tetszleges (A;, Bj) (j € J) elemeit. Ekkor az
L(M,G, I " )-nek elemei lesznek a (B;, A;) parok, s ezekre a mar igazolt
(1) szerint

V (B;,45) = (U B,-) () A
jeJ jed j€d

Felhaszndlva hogy a metszés az egyesités dudlisa, az elébbi formulabdl adé-
dik, hogy az £(M, G, I"') halé dudlisiban érvényes az alabbi

N\ (Bi, 4j) = (UBJ‘) (4 (8)

jeJ jed jed
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osszefiiggés. Most vegyiik észre, hogy az L(M,G,I~!) hdlé dudlisa 1é-
nyegében azonos az L£(G, M, I) haléval, mert a ketté kozott pusztan az a
kiilonbség, hogy az elemeik (amelyek rendezett parok) komponenseit for-
ditott sorrendben irjuk. Valéban, egyrészt ha A C G és B C M, ak-
kor a (G, M,I) kontextusra vonatkozé A’ = B és A = B’ azzal egyen-
értékii, hogy az (M,G,I™!) kontextusban B’ = A és B = A’, tehat
(A.B) € L(G,M,I) <= (B,A) € L(M,G,I"'). Masrészt, (3)-at is
hasznalva, (41, B1) < (Ag2,B3) L(G,M,I)-ben <= B; D B, <
(B1, A1) > (B2,42) az L(M,G, I‘l)-ben <= (B1,4;) < (Bz,Ag) az
L(M,G,I7!) dudlisdban.

Tehat az L(M,G, 1) részbenrendezett halmaz dualisa tényleg csak
abban kulonbozik az L(G, M, I)-t6}, hogy az (A, B) elemek helyett (B, A)-t
irunk. Ezért (8)-bdl kovetkezik (2). -

Most tgy fogjuk az objektumokat illetve az attribautumokat az
L(G. M. I) elemeihez hozzarendelni, hogy az eldz8 fejezetben emlitett (A)
és (B) érvényes legyen. Legyen (G, M, I) egy kontextus. Tetszlleges g € G
objektum illetve m € M attribitum esetén .egyen § = ({g}”, {g}’) illetve
m = ({m}’,{m}"). Legyenek m és m; (j € J) tetszdleges M-beli attri-
bitumok. Akkor mondjuk, hogy a (G, M, I) kontextusban az m; (j € J)
egylittes teljesiilésébdl kovetkezik az m attribitum, ha barmely G-beli ob-
jektumra ha minden j € J-re g I m;, akkor g I m.

2. TETEL. Legyen (G, M, I) egy kontextus.

(A) Tetszdleges ¢ € G-re és m € M-re ¢ I m pontosan akkor, ha az
L(G. M. I) hdléban § < .

(B) Tetszbleges m és j € J-re m; M-beli attiblitumok esetén az
m; (j € J) egyiittes teljesilésébdl akkor és csak akkor kovetkezik a
(G, M, I) kontextusban az m attribitum, ha az L(G,M,I) fogalomhals-
ban A;c;mj < m.
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Bizonyilds. (6)-bol kozvetlenul adddik, hogy ¢ és m eleme £(G. M, I)-nek.
Ha g I m, akkor g € {m}’ miatt {g} C {m}’, (4) szerint {g}’ 2 {m}"
majd (4)-et mégegyszer és (6)-ot is alkalmazva {g}’ C {m}"” = {m}’. ezért
g = ({g}" {9}) < ({m}Y,{m}") = m. Ha pedig azt tessziik fel hogy
g < m, akkor {g}" C {m}', innen (5) szerint g € {g} C {g}" C {m}, tehat
g € {m}, azaz g I m. Ezzel (A)-t beldttuk.

A (B) igazolasat elSkészitendd vegyiik észre, hogy a (2) formula szerint

i

A= A\ Y ¥y = | (Hm¥, [ U ) | )

jed jeJ jed jed

Tegyiikk most fel, hogy az m; (j € J) egyiittes teljesiilésébSl kovetke-
zik az m attribitum. Ez azt jelenti, hogy ();c;{m;} € {m}" Igy (9)
szerint A;c;m; < ({m},{m}") = r, valéban. Tegyiik most fel, hogy
Njesmi < m = ({m}',{m}"), ekkor (9) szerint [);¢,{m;} C {m}. Ez
azt jelenti, hogy az {m;}’ halmazok kozos elemei, azaz az Gsszes m; attri-
bitummal rendelkezd objektumok egyittal {m}'-nek is elemei, azaz az m
attribitummal is rendelkeznek. Tehdt az m; (j € J) egylittes teljesiilésé-
b6l kovetkezik az m attribitum.

4

Azon célkittizésiinket, hogy az el828 fejezet allitdsait bizonyitsuk, meg-
valdsitottuk.
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