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Jelen tanulményom elészor is arr6l szol, mit vihettem magammal a Gimnaziumbol
arra az Utra, amelynek eredményeként most a Szegedi Tudomdnyegyetem Bolyai Intézetének
katedrajan a ,komoly tantargyak” mellett a zsonglorkddés matematikajat is oktathatom.
Megemlitek egy-két érdekességet a zsonglorkddés vilagabol. Végiil igyekszem izelitét adni
abbol, miként valtoztathatd egy jaték igazi tudomannya, remélve, hogy irdasommal a
matematika irant nem feltétleniil vonzodo olvasot sem untatom majd.

Mit is kaptam a IIl. Béla Gimnaziumtol? A teljesség igénye nélkiil csak néhanyat
emlitek. Hegedlis Jozsef tanar Ur biztos tuddsa és matematika 6rdi meghatdrozoak voltak a
palyamon. Pécsi Jozsef tanar ur fizika oOrdin azt lathattam, hogyan kell a tanitvanyokat
tisztelve a tantargy szeretetét is atadni. Mivel a késdbbiekben sok sz6 esik labdakrol, hadd
emlitsem végiil, hogy a Gimnaziumban alakult ki bennem a labdajatékok szeretete is. Bar nem
sok tehetségem volt a focihoz, a testnevelés draval szomszédos sziinetekben (is) sokat rugtuk
a labdat a tornateremben.

A zsonglorkédés sokak szamdra csak bohockodds, amolyan cirkuszi produkcio:
tanyértancoltatas, ropkodo labdak és buzoganyok. Torténete a tavoli multban kezd6dott. A
legésibb dokumentdlt emlék kozel négyezer éves: egy zsonglérdket abrazold egyiptomi
sirkamrarajz a K6zéps6 Kiralysag idejébdl. James Cook kapitany felfedezései nyoman pedig
azt a meglepd tényt jegyezték fel, hogy Tonga szigetén a lednyok mindegyike tudott
zsonglérkodni, esetenként hat labdaval is.

A matematikus szamara persze a zsonglérkddés — mint sok minden a vildgon —
izgalmas matematikai feladvany, nagyon is komoly dolog. A zsonglérkodéshez hasonldan a
matematika szintén a sok ezer éves csodak vildga, melyben egyszerii axiomdkra tartalmas ¢€s
csalhatatlan elméletek épiilnek, amelyek a tudomany és az élet megannyi teriiletén
kamatoztathatoak. J6 példa erre a Neptunusz bolygd felfedezése 1846-ban. Leverrier francia
matematikus az Urdnusz palyahdborgéasaibol levezette, hogy Iétezik tovabbi bolygd is.
Kiszamolta azt is, hogy hol kell lennie — és csakugyan ott is volt! A matematika ilyen
latvanyos sikereinek bonyolult részleteit tobbnyire nehéz széles korben ismertetni. Ezzel
szemben a zsonglérkddés matematikdja konnyebben atlathato, igy akar az altalanos iskolai
ismeretekre épitve is érdekes tételeket lehet kozérthetden ismertetni. Ezen tételek gyakorlati
alkalmazasaként az el6add 0j zsongldrmutatvanyokat fedezhet fel, amelyek bemutatdsa esetén
a latvanyossdg sem marad el. Barmily meglepd, a ma ismert zsonglormutatvanyok egy részét
matematikusok ,,talaltak fel”, nem pedig cirkuszi mutatvanyosok.

A tovabbiakban csak a zsonglérmutatvanyok egyik elemével, az igynevezett egyszeri
zsonglérmintakkal foglalkozunk. Egyszerii zsonglérmintdn egy periodikus folyamatot értiink,
amelynek sordn a zsonglér adott szamu targyat (a tovabbiakban az egyszertiség kedvéért csak
labdakat) ,.iitemre” dobal. Ezt ugy kell elképzelni, hogy egyenletesen kattog egy metrondm:
tik-tak-tik-tak-tik-tak ... A zsongldr a kezeit felvaltva hasznalja, tehat ,,tik” kattanasra csak a
bal, ,,tak”-ra pedig csak a jobb kezét. Megengedett az is, hogy egy adott kattandsra ne tegyen
semmit. Cselekvésként pedig csak egy dolgot tehet: kattandsra a soros kezével elkap egy



labdat és abban a pillanatban fel is dobja. A képhez az is hozzatartozik, hogy a zsonglor kezei
nem kalandoznak el, azaz balkeze a bal-, jobb keze pedig a jobboldalon ,,dolgozik”. A
zsonglorminta fogalmara tovabbi definicid épilil majd, ezért igen ligyes (tehat akarhany, de
véges sok labdat uralni képes) ,.elméleti zsongldrt” tételeziink fel. Ugyanakkor a
tanulmanyban emlitend6 példak tavolrdl sem haladjak meg az igazi zsonglérok tudasat.

Természetesen a dobds magassdagdt a zsonglornek ugy kell megvalasztania, hogy a
labda pontosan valamelyik késébbi kattandskor landoljon, és ne két kattanas kozott. Célszert
ezért szamunkra a dobds magassdgdt idoben mérni. Példaul 1 magassdginak nevezzik az
egy item mulva (tehat a kdvetkez6 kattanaskor) landold dobast, 4 magassagunak pedig a négy
iitem mulva landolot. Periédusidon azt a legrovidebb idtartamot értjiik, amelynek elteltével
a zsonglérminta dnmagat ismétli. Jegyezziik fel a zsonglérminta periddusideje alatt rendre a
dobdsok magassdgdt. Ekkor kapunk egy szdmsorozatot. Az igy kapott (véges) sorozatokat
nevezziik zsonglorsorozatoknak. A két legismertebb haromlabdas zsonglormintahoz tartd
sorozat a kovetkezd: a 3 (a kaszkdd nevii zsonglérmintdhoz tartozé egytagl sorozat), valamint
az 5,1 (azaz Ot-egy, a koszori nevli mintdhoz tartozd sorozat). Lathatd, hogy a
zsonglOrsorozat tagjai szamanak nem sok koze van a labdak szdméahoz. A p tagu tetszdéleges
sorozatot az ai,as,...,a, képlet fogja jeldlni.

Célszerli megallapodnunk abban, hogy 0 magassagli dobasnak nevezziik azt, amikor a
zsonglor egy adott litemnél nem csinal semmit. Kétféleképpen lehet egy labdat feldobni: vagy
ugyanazzal a kézzel kapjuk el, vagy a masikkal. A tik-tak, bal-jobb valtakozasa miatt konnyt
belatni, hogy a paros magassagba dobott labdat a dobo kéz, a paratlan magassagba dobottat
pedig a masik kéz fogja elkapni. Ennek alapjan mar nem meglepd az a tény, hogy a
zsonglorsorozatbol rekonstrudlhato a zsonglorminta. A zsonglérsorozat koriilbeliill ugy
hatdrozza meg a zsonglérmintat, ahogy a kotta a zenét. Egyazon kottat persze kiilonféle
hangszereken le lehet jatszani, miként a zsonglérsorozat is tobbféleképpen adhato eld. Ezektdl
az aprd finomsagoktol azonban most eltekintiink. Nem ez az egyetlen pont, ahol idealizaljuk a
modellt, hiszen pl. a valosagban lehetetlen az elkapott labdat idéveszteség nélkiil eldobnunk.
Az efféle idealizalas megszokott dolog a matematika alkalmazasai soran, ¢s az idealizalt
modell tanulmanyozésa is 1ényeges ismeretekhez vezet. Példa erre az, amikor a fizikdban
pontszeri testekrdl van szo, vagy eltekintiink a strlodastol. A jelen bekezdést 6sszefoglalva:
mivel a zsonglérmintdk és a zsonglOrsorozatok egymast kolcsondsen meghatdrozzak, nem
sokat veszitlink, ha a tovabbiakban csak a zsonglérsorozatokra koncentralunk.

Ennél a pontnal a matematikusok azon kezdtek el gondolkodni, hogy — bizonyos
feltételek esetén (pl. a sorozat tagjainak szamat rogzitve és a dobdsok magassadgat maximalva)
— hany zsongldrsorozat van. Ismerik-e ezeket mind a profi zsonglérok? Hamar kideriilt, hogy
nem! Olyan egyszerli zsonglérsorozatokat sem ismertek, mint pl. a 4,4,1 vagy az 1,2,3,4,5.
Megint eldallt az az 6rvendetes esemény, hogy matematikailag fedeziink fel valami Gjat, és ez
altal a matematikdt népszeriisithetjiik.

A kérdés marmost az, hogy melyek a zsonglérsorozatok. Az aldbbi tétel szerint nem
minden szamsorozat zsonglérsorozat.

ATLAGTETEL. Tetszleges zsonglérsorozat tagjainak dtlaga éppen a
labdak szama, tehdt egész szam.

A tétel bizonyitisa szép és elég kozérthetd ahhoz, hogy érdemes legyen az
alabbiakban ismertetni. Legyen ai,as,...,a, zsonglérsorozat, és figyeljik meg a
zsonglérmintat. A szemléletesség kedvéért tegyiik fel, hogy labdak helyett helikopterek
szallnak, és két keziink egy-egy benzinkuttal felszerelt leszallopalya. Az abran a sotét, illetve



vilagos korok a metronom ,,tik” illetve ,,tak™ kattandsait jelentik az id6tengelyen. A helikopter
magassaga az 1d6 fiiggvénye, €és ennek a fiiggvénynek a grafikonjat jeloltiik szaggatott gérbe
vonallal. Az dbran p = 11 és csak egy helikopter utjat abrazoltuk.

Amagassag

Tegyiik fel a kovetkezoket: mindegyik helikopter iddegység alatt 1 liter benzint
fogyaszt, a leszallas pillanatara a tankja mindig kiiriil, tovabba minden egyes landolaskor egy
szempillantds alatt pontosan annyi benzint tankol, amennyi a kovetkezd leszallasig éppen
hogy csak elegendd. Jelolje b a helikopterek (azaz a labdak) szamat. A folyamatot csak egy
periddusidon keresztiil figyeljiik, azaz az dbran a két fliggdleges vonal kozott. Marmost
tegyiik fel azt a kérdést, hogy ezen id0 alatt a helikopterek Osszesen mennyi benzint
hasznaltak el.

Kérdezziik meg a pilotakat. Mindegyik azt fogja mondani, hogy p ideig volt levegdben
(a leszallasok egyiittes ideje ugyanis nulla), ezért az ¢ helikoptere p liter benzint fogyasztott.
A b darab helikopter igy 6sszesen bp liter benzint hasznalt fel.

Kérdezziik meg a benzinkutasokat is. Az elsé azt mondja, hogy 6 egy a; magassagu
(azaz a; ideig tarto) repiiléshez a; liter benzint szolgalt ki. (Az dbran a; = 4.) A masodik azt
mondja, hogy az a, ideig tart6 repiiléshez a, litert. (Az a, litert felhasznalé helikoptert nem
tiintettiik fel az abran.) Es igy tovabb. A benzinkutasok allitasait osszegezve kapjuk, hogy
Osszesen ajtart...ta, liter benzint tankoltak a helikopterek. Mivel a benzint a lehetd
legszlikebben mértiik, a helikopterek 0sszesen aj+as+...+a, litert hasznaltak fel.

Latszolag lehet egy kis gond az el6z6 mondat kapcsan a p hosszisagu iddintervallum
sz¢leinél, hiszen nem vettiik figyelembe az dbran lathaté helikopter esetében az elsd (az abran
az 1. litemben torténd) landolas eldtt fogyasztott benzint, valamint az utolsé (az abran a 6.
litemben torténd) tankolasbol az intervallum végén megmaradt benzint. Szerencsére ez a két
hatés kinulldzza egymast, hiszen (a periodicitas miatt) az abran az elsd landolas eldtti ivnek az
intervallumon beliili darabja egybevagd az utols6 landolas utani ivnek az intervallumon kiviil
esO darabjaval.

Két kifejezést is nyertiink a felhasznalt benzin mennyiségére. Ezért ez a két kifejezés
egyenld, azaz a\ta,*...+ta, = bp. Az egyenléség mindkét oldalat p-vel elosztva éppen az
Atlagtétel allitasat kapjuk. Az Atlagtételt ezzel bebizonyitottuk.

Mielott egy szamsorozat alapjan kézbe vessziik a labdakat egy Uj zsonglérminta
megtanulasanak reményében, célszerli a sorozatot matematikailag megvizsgalnunk. Igy
elkeriilhetd, hogy honapokat fecséreljiink egy nem 1étez6 zsonglérminta tanuldséara. Példaul az
5,1,2 sorozat esetén a sorozat tagjainak atlaga (5+1+2)/3 = 8/3 nem egész szam. Tehat ez a



sorozat nem zsongldrsorozat, hiaba is probalnank labdakkal végrehajtani. Sajnos az Atlagtétel
csak annak kimutatdsira alkalmas, hogy egy adott sorozat nem zsonglOrsorozat, de nem
elegendd annak eldontésére, hogy példaul a 4,7,3,6 sorozat (ahol a tagok atlaga 5, tehat egész
szam) zsonglOrsorozat-e. Az igazan hasznos tétel igy szol.

PERMUTACIOTESZT. Tekintsiink egy nemnegativ egész szdmokbol dllo
tetszoleges ai,a,...,a, sorozatot. Ez a sorozat akkor és csak akkor
zsonglorsorozat, ha teljesiil az alabbi két feltétel:

1) az aitl, axt2, ..., a,tp szamokat p-vel (azaz a tagok szamdval)
maradékosan osztva egymastol kiilonbozé6 maradékokat
kapunk;

(2) a sorozat nem dll elo egy rovidebb sorozat periodikus
ismétléseként.

Példaul a 4,4,1,4,4,1 sorozatra a (2) feltétel nem teljesiil, hiszen ez a sorozat eldall a
4,4,1 sorozat kétszeri megismétléseként. Ezért ezt a sorozatot mi nem tekintjiik
zsongl6rsorozatnak'. Hasonld okbol a 3,33 sem zsonglérsorozat. A (2) feltétel szoros
Osszhangban van azzal, hogy a zsonglérminta periddusidején a legrévidebb iddtartamot
értjiik, amelynek elteltével a zsonglérminta 6nmagat ismétli.

A 4,4,1 sorozatra (2) nyilvanvald, az (1) ellenérzésekor pedig a 4+1=5, 4+2=6, 1+3=4
szamokat kell 3-mal osztanunk. Rendre a 2, 0, 1 maradékokat kapjuk, ezek egymastol
kiilonbozdek, tehat a 4,4,1 zsonglorsorozat.

Vizsgaljuk most meg a kordbban emlitett 4,7,3,6 sorozatot. (2) nyilvan teljesiil. A
4+1=5, 7+2=9, 3+3=6 ¢és 6+4=10 szamokat 4-gyel osztva rendre az 1, 1, 2, 2 maradékokat
kapjuk. Most nem igaz, hogy ezek a maradékok egymastol kiilonbdznek, tehat a 4,7,3,6 nem
zsongloérsorozat.

Természetesen a Permutacioteszt akkor is alkalmazhatd, amikor a sorozat mar az
Atlagtétel szerint sem zsongldrsorozat; pl. a 3,3,7,1 nem zsonglOrsorozat, hiszen a megfeleld
maradékok a 0,1,2,1, azaz nem kiilonbozoek.

A Permutécioteszt bizonyitdsa meghaladna a jelen tanulmany kereteit, és igy még arrol
sem esik sz6, honnan nyerte a nevét. Mindkét tétel (a fentieknél erdsebb formaban)
megtaladlhatd egy 1994-ben megjelent cikkben (Juggling drops and descents, American
Mathematical Monthly 101, 507-519). A cikk szerzdinek egyike, Ronald L. Graham tobb
vonatkozésban is nevezetes: a Magyar Tudomanyos Akadémia Tiszteleti tagja, 1993-ban az
Amerikai Matematikai Tarsulat elndke, 1972-ben pedig a Nemzetkdzi Zsonglérszovetség
elnoke.

! Amit mi most — az egyszeriiség érdekében — zsonglSrsorozatnak neveziink, azt az elmélet mélyebb felépitése
soran mas szerzOk minimadlis zsonglorsorozatnak hivjak.



