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Legyen G egy n-dimenzios projektiv geometria. PI. Rnt1, (Ho-
mogén koordinatakra gondoljunk.) A G geometriat teljesen
meghatarozza

altereinek a C tartalmazasra nézve hierarchikus rendszere,
azaz az L(G) altérhalo.

Def.: HalO: (A4; <) részbenrendezett halmaz és

Va,b € A 3 aVvbe A (egyesités, szupremum)
Va,be A Jdanbe A (metszet, infimum).
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Az L(G) altérhald esetén: a,b e L(G)-re

aANb=aNnNb és

aVbaz aUb altal kifeszitett altér.

Az L(G) altérhald ismert tulajdonsagai:

27' 7 |[ESEIREN Definialhatta volna-e Neumann. ..

v 3



r<z —=— (zeVyAz=zV (YAz), (modularis)



r<z —=— (zeVyAz=zV (YAz), (modularis)

30,1€ L(G) :Vx e L(G) :0<z <1, (korlatos)



r<z —=— (zeVyAz=zV (YAz), (modularis)
30,1 € L(G) : Ve e L(G) : 0 <z < 1, (korlatos)

Ve € L(G) Jye L(G): xzAy=06észVvy=1, (komplem.)



r<z —=— (zeVyAz=zV (YAz), (modularis)
30,1 € L(G) : Ve e L(G) : 0 <z < 1, (korlatos)
Ve € L(G) Jye L(G): xzAy=06észVvy=1, (komplem.)

dd : L(G) — [0, 1], d(zAy)+d(xVy) =d(x)+d(y) (n.d.)



r<z —=— (zeVyAz=zV (YAz), (modularis)

30,1 € L(G) : Ve e L(G) : 0 <z < 1, (korlatos)

Ve € L(G) Jye L(G): xzAy=06észVvy=1, (komplem.)
3d: L(G) — [0,1]r, d(zAy) +d(zVy) =d(z) +d(y) (n.d.)

L(G) direkt irreducibilis (irreducibilis),



r<z —=— (zeVyAz=zV (YAz), (modularis)

30,1 € L(G) : Ve e L(G) : 0 <z < 1, (korlatos)

Ve € L(G) Jye L(G): xzAy=06észVvy=1, (komplem.)
3d: L(G) — [0,1]p, d(zAy) +d(@Vy) =d@) +dy) (n.d)
L(G) direkt irreducibilis (irreducibilis),

L(G) teljes halo (teljes),



r<z —=— (zeVyAz=zV (YAz), (modularis)

30,1 € L(G) : Ve e L(G) : 0 <z < 1, (korlatos)

Ve € L(G) Jye L(G): xzAy=06észVvy=1, (komplem.)
3d: L(G) — [0,1]p, d(zAy)+d(zVy) =d(@)+d) (n.d)
L(G) direkt irreducibilis (irreducibilis),

L(G) teljes halo (teljes),

cAN\ y=V (@A),

yeC yeC



r<z —=— (zeVyAz=zV (YAz), (modularis)
30,1 € L(G) : Ve e L(G) : 0 <z < 1, (korlatos)
Ve € L(G) Jye L(G): xzAy=06észVvy=1, (komplem.)

dd : L(G) — [0, 1], d(zAy)+d(xVy) =d(x)+d(y) (n.d.)

L(G) direkt irreducibilis (irreducibilis),

L(G) teljes halo (teljes),

zAN\ y=\V (@Ay), v N y= A (zVy) (folytonos)
yeC yed yeC yeC
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Def (Neumann): folytonos geometria : olyan L halo,
amelyre a felsorolt tulajdonsagok teljesulnek és van benne
végtelen lanc. Ekkor d értékkészlete sziikségképpen [0, 1] N R.

(Eredete: Hilbert-terek operatorgydrii...) A haloelmélet
legmélyebb tétele:

Tétel (Neumann, 1935-37): (1) (n.d.) kdvetkezik a t&bbibsl!
(2) Un. Neumann-regularis gylriikkel koordinatazhatok.

Megj.: messzemend altalanositasa Hilbert — Veblen — Young
tételének (3<n<oo = proj. geom. koordinatazhato).

22' 7 |[ERSIREM Definialhatta volna-e Neumann... |ESCIUEICEGE ./ &

5



Definialhatta volna-é jobban? Lehetséges valaszok:
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mas sem.




Definialhatta volna-é jobban? Lehetséges valaszok:

1.: Neumann Janos = Neumann Janos — nem, és
mas sem.

2.: A J. von Neumann: Continuous Geometry: a haléelmélet a
legmélyebb tételeinek kulcsa — nem.
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3. Valasz ([75]F): Nem, illetve nemigen. Ehhez: Idézzik fel
Neumann Janos konstrukciojat (arra, hogy létezik folytonos geo-
metria): Legyen F test, p = 2. Az F™ vektortér altérhalgjat
L(F™) jeloli majd. A dontd Iépés:

L(F™) beagyazasa L(F?2™)-be 0—1-tarté maédon: legyen

w1 F?" = F2" (z1,...,2n) — (21,...,2n,0,...,0),
7ot F? — F2" (z1,...,2n) — (0,...,0,21,...,7n),



3. Valasz ([75]F): Nem, illetve nemigen. Ehhez: Idézzik fel
Neumann Janos konstrukciojat (arra, hogy létezik folytonos geo-
metria): Legyen F test, p = 2. Az F™ vektortér altérhalgjat
L(F™) jeloli majd. A dontd Iépés:

L(F™) beagyazasa L(F?2™)-be 0—1-tarté maédon: legyen

w1 F?" = F2" (z1,...,2n) — (21,...,2n,0,...,0),
75 F™ — F?" (z1,...,2n) — (0,...,0,21,...,2n),
L(F™) — L(F?"), S+ m1(S) @ ma(9).
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Es igy tovabb:;

L(F?) C L(F*) C L(F®) C L(F'®) C ---
L(F) ;= L(F?) UL(F*) U L(F8) U L(F19).

L(F) esetén d értékkészlete:
a
{?:aENO, ke N}NJ[O,1].
L(F) még nem folytonos geometria!

Legyen x,y € L(F)-re z és y tavolsaga d(zVy) —d(x Ay). Példaul
az abran z és y tavolsaga 1/2:
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Ez tényleg tavolsag. Legyen L(F) az L(F) metrikus lezartja.
Ekkor L(F') folytonos geometria.

Def [74]: L'(F)-et az L(F)-hez hasonléan definidljuk; a
kulonbség az, hogy most az n-edik Iépésben nem duplazzuk a
dimenziot, hanem (n 4+ 1)!-szorosara noveljuk:

L(F?) C L(F*) C L(F?*) C L(F>™®) C ...
2 X O X 24 %

L'(F):=L(F?) U L(F*") U L(F?**) U L(F°™®) U .
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Def. [74]: Egy M korlatos halot fraktalhalonak neveziink,
ha barmely a < b € M-re [a,b] .= {z € M : a < z < b} 1ZO-
Morf M-mel, tovabba (a tOmorség kedvéért de csak ma) M
modularis és nemdisztributiv.
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Def. [74]: Egy M korlatos halot fraktalhalonak neveziink,
ha barmely a < b € M-re [a,b] .= {z € M : a < z < b} 1ZO-
Morf M-mel, tovabba (a tOmorség kedvéért de csak ma) M
modularis és nemdisztributiv.

1. Tétel [74]: L'(F) is és metrikus lezartja, L'(F) is
fraktalhaloé. Az utobbi folytonos geometria.

Az eddig |atott folytonos geometriak fraktalhalok (Halperin). Igy
a cimbeli kérdésre is valaszt adunk, ha megmutatjuk: nemcsak
a folytonos geometriakat hanem a fraktalhalokat sem lehet
jobban definialnil
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Jobban? Mineél tobb haldazonossag teljesiiljon benne!

vagy minél kevesebb!

Jelolje F) a p-karakterisztikaju primtestet, azaz Fp = Q, Fp = Zyp
ha p prim. Egy H haléra 7(H) jeloli a H-ban teljesiild azo-
nossagok halmazat; ezt a H (azonossag)elmeletének ne-
vezziik. Ez 2No-féle lehet. Ha R 1l-elemes gyiiri, akkor L(R™)
jeldli az pR™ részmodulusainak halgjat.
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2. Tétel [75]: Tegyuk fel, hogy M fraktalhalo. Ekkor 3 n
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2. Tétel [75]: Tegyuk fel, hogy M fraktalhalo. Ekkor 3 n
p € PU{0}, hogy

T(M) CT(L'(Fp)) = T(L'(Fp)).

Tehat a "minél tobb azonossag” szempontjabol Neumann Janos
nem alkothatott volna jobb fogalmat. Az 7 (M)-re adott felsd
korlat éles (hiszen M = L'(F),) is lehet). A tételbeli p-t az M
fraktalhalo karakterisztikajanak nevezzik.
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3. Tétel [75]: Jelolje p az M fraktalhalo karakterisztikajat.
Ekkor tetszOleges R egységelemes gyurare

charR#p = T(M) Z T(L(R3)).
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A tétel azt fejezi ki, hogy 7 (M) nem lehet tal kicsi, tehat a,, minél
kevesebb azonossag'’ szempontjabol sem alkothatott volna Neu-
mann Janos Iényegesen jobbat.



3. Tétel [75]: Jelolje p az M fraktalhalo karakterisztikajat.
Ekkor tetszOleges R egységelemes gyurare

charR#p = T(M) Z T(L(R3)).

A tétel azt fejezi ki, hogy 7 (M) nem lehet tal kicsi, tehat a,, minél
kevesebb azonossag'’ szempontjabol sem alkothatott volna Neu-
mann Janos lényegesen jobbat. (Ez az alsé becslés j6, de nem
allitom, hogy éles.)
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érdeme: az altala felfedezett Huhn-gyémant ekvivalens
a Neumann-kerettel, és ez a tény kapcsolja 0ssze Neumann
Janos elméletét a haldéazonossagok elméletével.) Sziikség van
tovabba az 7 (L(R"))-et leirs, [Hutchinson—CzG, 1978]-
beli tételre is. A bizonyitas soran a f6 (de lekiizdott) nehézséget
az okozza, hogy a modularis halok széproblémaja nem megold-
haté (Hutchinson).
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Freese, Herrmann, Huhn eredményeit. (Huhn Andras
érdeme: az altala felfedezett Huhn-gyémant ekvivalens
a Neumann-kerettel, és ez a tény kapcsolja 0ssze Neumann
Janos elméletét a haldéazonossagok elméletével.) Sziikség van
tovabba az 7 (L(R"))-et leirs, [Hutchinson—CzG, 1978]-
beli tételre is. A bizonyitas soran a f6 (de lekiizdott) nehézséget
az okozza, hogy a modularis halok széproblémaja nem megold-
haté (Hutchinson).

[74], [75], tovabba a jelen fajl is elérhetd a honlapomon:

http://www.math.u-szeged.hu/~czedli/
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Neumann Janosnal is és [75]-ben is a f6 technikai eszkdz: a
(Neumann-féle) n-keret:

(CL,C)—(CL]_,...,CLn,C]_Q,...,C]_n)ELn ’
aj/\\/az-:O, \/ai=1,
aiVeyj=a;Veyy =ai1Va;, ay1/Acyy=ajNcy;=0.

Ez ekvivalens a Huhn-féle n-gyémanttal. A [75]-beli dontd I€pés:



Neumann Janosnal is és [75]-ben is a f6 technikai eszkdz: a
(Neumann-féle) n-keret:

S 2n—1
(a,,C)—(CL]_,...,a,n,C]_Q,...,C]_n)ELn ’
aj/\\/az-:o, \/ai=1,
aiVeyj=a;Veyy =ai1Va;, ay1/Acyy=ajNcy;=0.

Ez ekvivalens a Huhn-féle n-gyémanttal. A [75]-beli dontd I€pés:

4. Tétel [75]: (Szorzatkeret tétel) Ha (a,¢) egy m-keret
L-ben (klls6 keret) és (i, ¥) egy n-keret [0,aq1]-ben (belsd keret),
akkor kanonikus moédon megadhato egy (b,d) mn-keret L-ben
(szorzatkeret), és char(a, &) = char(i, ¥) = char(b,d).
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Huhn Andras, 1947—1985 Neumann

? Definialhatta volna-e Neumann. ..

Janos, 1903—1957
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