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Miért kongruenciahalokrol?

MathSciNet Author Profile: Schmidt, Elégius Tamas

Total publications: 128; Total author/related publications: 138. A
128-bédl 57 cikk halék kongruenciahaléirdl (£2).

De pl. az alabbi nem szerepel a MathSciNet-ben:

Scmidt Tamas els8 cikke

Gratzer Gyorgy és Schmidt Eligius: Halok idealjai és
kongruenciarelaciéi |.; MTA Mat. Fiz. Oszt. Kézl. 7 (1957), 93-1009.
(a cikk végén: EStvos Loran Tud. Egyetem Il. mat.-fiz. szak.)

Tehat kb. 60 cikk halok kongruenciahaléirdl. A kovetkezé oldalt
kivéve csak halék kongruenciahaléirdl lesz szé.
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? 2'/43

FL(w) < FL(3) (Whitman 1941),

Tétel (CzG, Acta Math. Hung. 148, 100-108, 2016 * * )

Legyen ¢ € DualAut(FL(3)), amely identikusan hat a
generatorokon. Van olyan S részhaloja FL(3)-nak, hogy

5(S) = S = FL(w).

Torténetek kongruenciahalékrél (Schmidt E. Tamas 80)
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? 2'/43

FL(w) < FL(3) (Whitman 1941),

Tétel (CzG, Acta Math. Hung. 148, 100-108, 2016 * * )

Legyen ¢ € DualAut(FL(3)), amely identikusan hat a
generatorokon. Van olyan S részhaloja FL(3)-nak, hogy
5(S) =S = FL(w).

Crawley—Dean (1959): minden hal6 beagyazhaté 3-generalt teljes
haléba (a generalast teljes halo értelemben értve). Az alabbihoz a
Gratzer-Schmidt Tétel bizonyitésa is kellett.

Tétel (CzG, benytjtva 2015.dec.12-én)

Trh. L algebrai és |L| elérhetS. Ekkor L egy K 3-generélt algebrai
hals teljes részhaldja gy, hogy |K| < 2max(Ro.lLl) - Vgges [-hez
véges K is van.
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Con(L), Comp(L), Princ(L), specialis L.

Megjegyzés

Schmidt Tamasnak sok olyan tétele van, amelyek mélyebbek a
Gratzer-Schmidt Tételnél és szintén nagyon elegansak. (Néhanyat
emliteni fogunk.)

Témaink: Con(L), Comp(L), Princ(L).
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Mik a Con(L)-ek? 6'/39

Con(L) algebrai és (Funayama—Nakayama 1942) disztributiv. Adott
D disztributiv algebrai halo; létezik-e L halé, hogy D = Con(L)?
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Mik a Con(L)-ek? 6'/39

Con(L) algebrai és (Funayama—Nakayama 1942) disztributiv. Adott
D disztributiv algebrai halé; létezik-e L halé, hogy D = Con(L)?

Tétel (Schmidt E. Tamas, 1981, x*)

Igen, ha D-ben barmely két kompakt elem metszete kompakt.

Tétel (Huhn Andras, 1989, x)
Igen, ha D-nek legfeljebb N1 kompakt eleme van.
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Mik a Con(L)-ek? 6'/39

Con(L) algebrai és (Funayama—Nakayama 1942) disztributiv. Adott
D disztributiv algebrai halé; létezik-e L halé, hogy D = Con(L)?

Tétel (Schmidt E. Tamas, 1981, x*)

Igen, ha D-ben barmely két kompakt elem metszete kompakt.

Tétel (Huhn Andras, 1989, x)
Igen, ha D-nek legfeljebb N1 kompakt eleme van.

Tétel (Wehrung, 2007)

Altalaban nem.
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Con(L) alapismeretek/1

Lemma (GG-SchT elsé 2 cikk, azéta/ill. "Folklor")

Ha © € Con(L), akkor © osztalyai konvex részhalok. (Ezért ©-t
meghatarozza, hogy mely intervallumok korlatelemeit ejti dssze.)
Tovabba a < b és x < y esetén (c,d) € con(a, b) <=

d O

(c,d) € con(a,b) <~
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Con(L) alapismeretek/2

Lemma (VEGES modularis haléval nemigen lehet reprezentalni)

Ha L modularis, a < b, akkor con(a, b) atom Con(L)-ben. Tovabba
ha ¢ < d, akkor vagy con(a, b) = con(c, d), vagy ezek kiilonbézé
atomok. Ezért ha L véges modularis halo, akkor Con(L) Boole-halo.

(¢,d) € con(a,b) = (d', V') € con(z;_1, x;)
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Dilworth repr. tétele és két friss ,egy-halés’ tétel 11'/34

Tétel (Dilworth; elsé publikalt bizonyitas: Gratzer-Schmidt 1962)
D véges disztributiv = 3 véges L hogy D = Con(L).

coooo0000lTIITLITS
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Dilworth repr. tétele és két friss ,egy-halés’ tétel 11'/34

Tétel (Dilworth; elsé publikalt bizonyitas: Gratzer-Schmidt 1962)
D véges disztributiv = 3 véges L hogy D = Con(L).

Tétel (Gratzer-Schmidt, Period. Math. Hung. 69, 32-40 (2014))

L valaszthato rektangularisnak gy, hogy Con(L) = Princ(L). (Sét,
cp-cp kiterjesztés is lehetséges. )

coooo0000lTIITLITS
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Dilworth repr. tétele és két friss ,egy-halés’ tétel 11'/34

Tétel (Dilworth; elsé publikalt bizonyitas: Gratzer-Schmidt 1962)
D véges disztributiv = 3 véges L hogy D = Con(L).

Tétel (Gratzer-Schmidt, Period. Math. Hung. 69, 32-40 (2014))

L valaszthato rektangularisnak gy, hogy Con(L) = Princ(L). (Sét,
cp-cp kiterjesztés is lehetséges. )

Tétel (CzG-Schmidt, AU 65 91-108 (2011))

L vélaszthaté ,almost-geometric" halénak: véges féligmodularis,

amelyben J(L) =°° 000008080 La8
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Dilworth repr. tétele és két friss ,egy-halés’ tétel 11'/34

Tétel (Dilworth; elsé publikalt bizonyitas: Gratzer-Schmidt 1962)
D véges disztributiv = 3 véges L hogy D = Con(L).

Tétel (Gratzer-Schmidt, Period. Math. Hung. 69, 32-40 (2014))

L valaszthato rektangularisnak gy, hogy Con(L) = Princ(L). (Sét,
cp-cp kiterjesztés is lehetséges. )

Tétel (CzG-Schmidt, AU 65 91-108 (2011))

L vélaszthaté ,almost-geometric" halénak: véges féligmodularis,

amelyben J(L) =°° 000008080 La8

Megjegyzés

Er6sebbek az an. kiterjesztési tételek; Schmidt Tamasnak a fentin
tal is sok olyan tétele van.
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Rektangularis halé (Gratzer—Knapp, 2009)

Volume 29, No. 3, 2012

A JOURNAL O
THE THEORY OF ORDERED SETS;
AND, ITS APPLICATIONS]

Planaris féligmodularis + 3 duplan irreduc. komplementum elempaér.
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Rektangularis halok struktiratétele

(Az abran: csak villabeszaras, L és L' NEM rektangularis!)

Tétel (CzG-Schmidt, Order 29, 481-497 (2012))

Rektangularis halok = racsbdl villak beszarasaval (Id. abra), majd
fed6 négyzetek Ms-ma alakitdsaval nyerheté halok.
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Jordan—Holder (1889) 3! <= Con(L)-reprezentalas!  15'/30

X
3: Gratzer—Nation (AU 64, 309-311, 2010)

Theorem (CzG-Schmidt Tamas, AU 66, 69-79 (2011))

Véges (kompoziciélancd) csoport barmely két kompoziciélanca
kézétt pontosan egy ,le-fel” parositas létezik.
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Rektangularis halok szama

Definicié

Egy rektangularis hal6 sovany (definicié) nincs benne M; ( <~
J(L) két lanccal lefedhetd); ezek pontosan a racsokbdl
villabeszirasokkal nyerheté halok.

Tétel (CzG-Dékany—Gyenizse—Kulin, AU 75 33-50, 2016)

Aszimptotikusan (n — 2)! - €2 /2 darab n-hossziisagii sovany
rektanguléris halé van.

e=Ilim(1+1/n)" ~ 2,718281828459 04523536028747135...
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Beagyazas reprezentalasa ,rektangularisan”

Tétel (Schmidt, ASM 77 47-52 (2011) specialis esete)

Legyen v : Dy — D; egy 0-1-halobedgyazas a Dy véges disztributiv
haléba. Ekkor van olyan Ly rektangularis halé és abban egy Ly
rektangularis filter, hogy D; = Con(L;), (i =1,2), és 1 = a
Con(Lz) — Con(L1) megszoritas.
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Beagyazas reprezentalasa ,rektangularisan”

Tétel (Schmidt, ASM 77 47-52 (2011) specialis esete)

Legyen v : Dy — D; egy 0-1-halobedgyazas a Dy véges disztributiv
haléba. Ekkor van olyan Ly rektangularis halé és abban egy Ly
rektangularis filter, hogy D; = Con(L;), (i =1,2), és 1 = a
Con(Lz) — Con(L1) megszoritas.

Megjegyzés
Schmidt ASM 77 47-52 (2011) cikkében L; is el6re adott, igy ott
kiterjesztési tétel szerepel, ami a fentinél ersebb.

Czédli Gabor  (SZTE Bolyai Intézete, Szeged) Torténetek kongruenciahalékrél (Schmidt E. Tamas 80)



Beagyazas reprezentalasa ,rektangularisan”

Tétel (Schmidt, ASM 77 47-52 (2011) specialis esete)

Legyen v : Dy — D; egy 0-1-halobedgyazas a Dy véges disztributiv
haléba. Ekkor van olyan Ly rektangularis halé és abban egy Ly
rektangularis filter, hogy D; = Con(L;), (i =1,2), és 1 = a
Con(Lz) — Con(L1) megszoritas.

Megjegyzés

Schmidt ASM 77 47-52 (2011) cikkében L; is el6re adott, igy ott
kiterjesztési tétel szerepel, ami a fentinél ersebb.

Megjegyzés (CzG, AU 67 313-345, 2012)

A tétel V 2 Dy — Dy {V, A, 0,1}-homorfizmusra is igaz.
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Egyetlen D reprezentalasa rektangularis haléval/1  20'/25
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Egyetlen D reprezentalasa rektangularis haléval/2 ~ 22'/23

Ss(p > q)
Q

con(p) > con(q)

Szinek azonositasa és atvezetése egy lanc idealra.
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Egyetlen D reprezentalasa rektangularis haléval/3  23'/22

Szinek azonositasa és atvezetése egy lanc idealra.
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Egyetlen D reprezentalasa rektangularis haléval/4 24’ /21




Az v: Dy — Dy beagyazas reprezentalasa/1 25'/20

Ha a € Dy, akkor 3 := min{b € D, : a < b}.
Disztributivitdas = ha a € J(D1), akkor a € J(D5).
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v: Dy — Dy beagyazas reprezentalasa/2 27'/18
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Mely K reprezentalhaté Comp(L)-ként?

Tétel (Reuter-Wille, 1987 x)
Comp(L) nem mindig disztributiv. ?
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Mely K reprezentalhaté Comp(L)-ként?

Tétel (Reuter-Wille, 1987 x)
Comp(L) nem mindig disztributiv. ?

Tétel (Gratzer 1988, Gratzer—Lakser, Trans. AMS 1991 )

Barmely teljes halo reprezentalhaté Comp(L)-ként.
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Mely K reprezentalhaté Comp(L)-ként?

Tétel (Reuter-Wille, 1987 x)
Comp(L) nem mindig disztributiv. ?

Tétel (Gratzer 1988, Gratzer—Lakser, Trans. AMS 1991 )
Barmely teljes halo reprezentalhaté Comp(L)-ként.

Tétel (Freese—Gratzer—Schmidt 1991)

Az el6z6 L 3-disztributiv modularisnak is valaszthatd.
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Mely K reprezentalhaté Comp(L)-ként?

Tétel (Reuter-Wille, 1987 x)
Comp(L) nem mindig disztributiv. ?

Tétel (Gratzer 1988, Gratzer—Lakser, Trans. AMS 1991 )

Barmely teljes halo reprezentalhaté Comp(L)-ként.

Tétel (Freese—Gratzer—Schmidt 1991)

Az el6z6 L 3-disztributiv modularisnak is valaszthatd.

Tétel (Gratzer-Schmidt, ASM (67) 39-50, 2001, specialis eset)

Sét, modularis 2-disztributivnak is agy, hogy Comp(L) = Princ(L),
és VO € Comp(L)-et primintervallum general. (m is)
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Van-e disztributiv teljes L, hogy K = Comp(L)? 32'/13

Ha p primintervallum L-ben és L disztributiv, akkor con(p)
\/-irreducibilis. Es ha K-ban ilyen nincs? Uj médszer kellett.
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Van-e disztributiv teljes L, hogy K = Comp(L)? 32'/13

Ha p primintervallum L-ben és L disztributiv, akkor con(p)
\/-irreducibilis. Es ha K-ban ilyen nincs? Uj médszer kellett.

Tétel (Gratzer-Schmidt, Proc. AMS 1993  ASM 115-126, 1993)

Létezik 2-nél tobb elemii L teljes disztributiv hals, hogy
|Comp(L)| = 2. (Azaz L teljesen egyszert, és nyilvan végtelen.)
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Van-e disztributiv teljes L, hogy K = Comp(L)? 32'/13

Ha p primintervallum L-ben és L disztributiv, akkor con(p)
\/-irreducibilis. Es ha K-ban ilyen nincs? Uj médszer kellett.

Tétel (Gratzer-Schmidt, Proc. AMS 1993  ASM 115-126, 1993)

Létezik 2-nél tobb elemii L teljes disztributiv hals, hogy
|Comp(L)| = 2. (Azaz L teljesen egyszert, és nyilvan végtelen.)

Tétel (Gratzer-Schmidt: Do we need complete-simple distributive

lattices?, AU 1995)

Ha D teljes disztributiv halé és Comp(D) € {3, N5}, akkor valamely
© € Comp(D)-re D/© végtelen disztributiv, teljesen egyszerd hald.
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Van-e disztributiv teljes L, hogy K = Comp(L)? 32'/13

Ha p primintervallum L-ben és L disztributiv, akkor con(p)
\/-irreducibilis. Es ha K-ban ilyen nincs? Uj médszer kellett.

Tétel (Gratzer-Schmidt, Proc. AMS 1993  ASM 115-126, 1993)

Létezik 2-nél tobb elemii L teljes disztributiv hals, hogy
|Comp(L)| = 2. (Azaz L teljesen egyszert, és nyilvan végtelen.)

Tétel (Gratzer-Schmidt: Do we need complete-simple distributive
lattices?, AU 1995)

Ha D teljes disztributiv halé és Comp(D) € {3, N5}, akkor valamely
© € Comp(D)-re D/© végtelen disztributiv, teljesen egyszerd hald.

Tétel (Gratzer-Schmidt: J. Algebra 171 204-229, 1995; m is.)

Barmely teljes halo Comp(D) alakd alkalmas disztributiv D haléval.
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Con(modularis)?

Tétel (Schmidt, AU 4, 49-57, 1974)

Barmely D véges disztributiv haléhoz van olyan 2-disztributiv
modularis L hals, hogy D = Con(L).
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Con(modularis)?

Tétel (Schmidt, AU 4, 49-57, 1974)

Barmely D véges disztributiv haléhoz van olyan 2-disztributiv
modularis L hals, hogy D = Con(L).

Lemma (Schmidt, AU 4, 49-57, 1974)

Ha D disztributiv, akkor Ms3[D] modularis és D-nek
kongruenciabrzé kiterjesztése.

A\
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Con(modularis)?

Tétel (Schmidt, AU 4, 49-57, 1974)

Barmely D véges disztributiv haléhoz van olyan 2-disztributiv
modularis L hals, hogy D = Con(L).

Lemma (Schmidt, AU 4, 49-57, 1974)

Ha D disztributiv, akkor Ms3[D] modularis és D-nek
kongruenciabrzé kiterjesztése.

A\

A bizonyitas (és az ajabbak is: Schmidt, Publ.Math.Debrecen
(1993) és Gratzer-Schmidt, Studia Sci. Math. Hungar. 2013, itt
Aut(L) is) az M3[D] ,,Schmidt extension"-t hasznaljak!
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Con(modularis)?

Tétel (Schmidt, AU 4, 49-57, 1974)

Barmely D véges disztributiv haléhoz van olyan 2-disztributiv
modularis L hals, hogy D = Con(L).

Lemma (Schmidt, AU 4, 49-57, 1974)

Ha D disztributiv, akkor Ms3[D] modularis és D-nek
kongruenciabrzé kiterjesztése.

A\

A bizonyitas (és az ajabbak is: Schmidt, Publ.Math.Debrecen
(1993) és Gratzer-Schmidt, Studia Sci. Math. Hungar. 2013, itt
Aut(L) is) az M3[D] ,,Schmidt extension"-t hasznaljak!

Tétel (Schmidt, AU 18, 386-395, 1984)

Barmely D véges disztributiv haléhoz van olyan komplementumos
modularis L hals, hogy D = Con(L).
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Ms[D], amikor D a négyelem( lanc

Definicié (Schmidt, AU 4, 49-57, 1974)
Ms[D] := ({(a,b,c) € D> :anb=aAc=bAc};<)
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Con(slim semimodular)? Ellenpélda

Tetel (CzG, AU 72, 225-230, 2014)

Az fenti D nem all el6 Con(sovany féligmodularis) alakban.
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Con(slim semimodular)? Ellenpélda

Tetel (CzG, AU 72, 225-230, 2014)

Az fenti D nem all el6 Con(sovany féligmodularis) alakban.

Elég sovany rektangularis halékat vizsgalni.
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Bizonyitasahoz: trajectory coloring

de az alabbi def. helyett inkabb %.
Definicié (CzG, , AU 72, 125-154, 2014)

u € Traj(L)-re top(u) az az e € u él, amelyre 1. a legnagyobb.

u,v € Traj(L)-re legyen (u,v) € o &

o u siivegtrajektoria, 1, < 1,, de Ogop(u) % Otop(v)-
(Traj(L);quord(c)) meghataroz egy r.r.halmazt: (fr;j(L); <).
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Con(slim semimodular) trajektériakkal

Tétel (CzG, , AU 72 125-154, 2014)
Ha L sovany regtangularis hals, akkor J(Con(L)) = ('I{r;j(L); <).
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Trajektoriak vagy Lengé Lemma?

Megjegyzés

Con(L) ,,megértésére” tobb lehetdség is van.
o trajektoriakkal (CzG), amint az el6bb lattuk;
@ a halé specialis (,source”) elemeivel (SchT);

@ a Lengs Lemmaval (GG).
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Gratzer: Leng6 Lemma; g € con(p)?
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Aranylag 0] kutatasi terilet: Princ(L)

Tétel (Gratzer, AU 70, 95-105, 2013)

Béarmely P = (P; <) korlatos r.r.halmaz el6all Princ(L) alakban,
ahol length(L) = 5.

Princ(L) mindig iranyitott és 0-elemes. Nyitott kérdés: forditva?
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Tétel (Gratzer, AU 70, 95-105, 2013)

Béarmely P = (P; <) korlatos r.r.halmaz el6all Princ(L) alakban,
ahol length(L) = 5.

Princ(L) mindig iranyitott és 0-elemes. Nyitott kérdés: forditva?

Tétel (CzG, AU 2016 (3 page proofs) )

Ha P iranyitott, 0-elemes és van benne kofinélis lanc (pl. ha
|P| < W), akkor P el6all Princ(L) alakban.
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Tétel (CzG, AU 2016 (3 page proofs) )

Ha P iranyitott, 0-elemes és van benne kofinélis lanc (pl. ha
|P| < W), akkor P el6all Princ(L) alakban.

Anonym lektor: johetne mar egy negativ eredmény is ...
y
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Aranylag 0] kutatasi terilet: Princ(L)

Tétel (Gratzer, AU 70, 95-105, 2013)

Béarmely P = (P; <) korlatos r.r.halmaz el6all Princ(L) alakban,
ahol length(L) = 5.

Princ(L) mindig iranyitott és 0-elemes. Nyitott kérdés: forditva?

Tétel (CzG, AU 2016 (3 page proofs) )

Ha P iranyitott, 0-elemes és van benne kofinélis lanc (pl. ha
|P| < W), akkor P el6all Princ(L) alakban.

(Anonym lektor: johetne mar egy negativ eredmény is .. .)
Ha {1 < o < ...} egy kofinalis lanc, akkor a konstrukcié lényege:
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0 € P, kofinalis lanc esetén/a
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0 € P, kofinalis lanc esetén/b
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Koszénom a figyelmet

Ez a fajl itt érhet6 el (Id. "Conference talks"):

http://www.math.u-szeged.hu/ czedli/
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