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Két emlék 0'/50

@ 1978. februar 15. (els6 Acta cikkem benydjtasanak torténete)
@ 1979. augusztus 1. — 1986. julius 31.: az Analizis Tanszéken
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Kor-e egy sikidom?

konvex burok = gumikarika-burok [
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Csak an. kompakt konvex sikbeli halmazokkal foglalkozunk.

—

Czédli Gabor  (SZTE Bolyai Intézete, Szeged) Kongruenciahaléktdl a korokig



Adaricheva—Bolat 4' /46

(Kira Adaricheva & Madina Bolat, 2016. szept. 1., arXiv) Barhogy
rakunk két kért egy haromszogbe, akkor a haromszdg egyik oldala
és az egyik kér konvex burka tartalmazza a masik kort.

konvex burok = gumikarika-burok
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Korok jellemzése

Az Adaricheva—Bolat tétel bizonyitasa hosszi (36 abra, sok eset).
CzG: rovidebb bizonyitas — Acta.
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Korok jellemzése

Az Adaricheva—Bolat tétel bizonyitasa hosszi (36 abra, sok eset).
CzG: rovidebb bizonyitas — Acta.

Ez a tulajdonsag jellemzi is a kbroket,; sét, tobb is igaz: egy K1
sikidom (pontosabban: sikbeli kompakt konvex halmaz) akkor és
csak akkor kér, ha barhogy rakjuk Ki-et és egy vele egybevago
Ko-t egy haromszogbe, az egyik haromszégoldal és a K1, K>
sikidomok egyikének konvex burka tartalmazza a masik sikidomot.
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A tétel szemléltetése/1
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A tétel szemléltetése/2 9'/41

konvex burok =
gumikarika-burok

gumikarika
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A tétel szemléltetése/3

konvex burok =
gumikarika-burok
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A tétel szemléltetése/1 11'/39

konvex burok = tehat nem kor

gumikarika-burok
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Swing lattice game (CzG & Makay Géza, 2016)

http://www.math.u-szeged.hu/"czedli/swinglattice/
http://www.math.u-szeged.hu/ "makay/swinglattice/

A jatékban halok lathatok.
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ok 17'/33

Definicié

Halo: (L; <,V,A\). Hasse-diagramon: a < b <= a-bdl van b-be
végig felfelé haladé at. a < b <= a < b és az it egyetlen élbél
all. v, \: egyesités (szupremum), metszet (infimum).

Peldaul (P(A); C,U,N); ha A= {3,4,5}, akkor
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Halékongruenciak

Ha a; = by és ap = by, akkor a; + a» = by + by. (Szorzasra is.)
Ha a; = by (mod 10) és a; = b, (mod 10), akkor
a1 + ax = by + by (mod 10). (Szorzasra is.)

Definicié

Ha egy L halon értelmezett = relacic "igy viselkedik" az L hals Vv,
A miiveletekre nézve, akkor (hald)kongruencianak nevezziik. Az L
kongruenciai maguk is halot alkotnak: Con(L), azaz (Con(L); C)
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Halékongruenciak

Ha a; = by és ap = by, akkor a; + a» = by + by. (Szorzasra is.)
Ha a; = by (mod 10) és a; = b, (mod 10), akkor
a1 + ax = by + by (mod 10). (Szorzasra is.)

Definicié

Ha egy L halon értelmezett = relacic "igy viselkedik" az L hals Vv,
A miiveletekre nézve, akkor (hald)kongruencianak nevezziik. Az L
kongruenciai maguk is halot alkotnak: Con(L), azaz (Con(L); C)

Tétel (Funayama & Nakayama 1942, Dilworth)

Con(L) disztributiv halé. Forditva: ha D véges disztributiv halo,
akkor Con(L) alakd (-val izomorf).

A\
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Specialis halok

Ceél: minél szebb L-et talalni; az ilyen tételeket itt
(kongruenciahalés) reprezentacictételeknek fogom nevezni. Ennek
érdekében definialjuk az alabbiakat (de majd a struktaratételiink
tobbet elarul réluk).

Definicié (Gratzer & Knapp: |, Acta, 2007)
Legyen (L; <,V, ), réviden csak L, egy halo.

@ L planaris, ha Hasse-diagramja sikgraf és L véges.

@ L sovany, ha L véges és nincs harom, paronként
Osszehasonlithatatlan eleme, hogy mindegyikbdl lefelé csak
egyetlen él indul.

o L féligmodularis L, Vx,y,z € L, ha x <y, akkor
xVz =XyVz(ld Swing lattice jaték)
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Specialis halok/2 22'/28

Definicié (Gratzer & Knapp: Ill, Acta, 2009)

L rektangularis L g planaris, féligmodularis, és van a, b € L,
melyek mindegyikébdl felfelé is és lefelé is egyetlen él indul ki,
aNb=0, (legkisebb elem) és aVv b =1, (legnagyobb elem).
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Specialis halok/2 22'/28

Definicié (Gratzer & Knapp: Ill, Acta, 2009)

L rektangularis S pa planaris, féligmodularis, és van a, b € L,
melyek mindegyikébdl felfelé is és lefelé is egyetlen él indul ki,
aNb=0, (legkisebb elem) és aVv b =1, (legnagyobb elem).

Tétel (CzG-Schmidt,2012)

(Ld. kévetkezé abrak.) Sovany rektangularis halok = racsbdl villak
beszirasaval (Id. dbra) nyerhetd halok. Rektanguléris halok: sovany
rektangularisbdl indulva fedé négyzetek Ms-ma alakitasaval
nyerhet6 halok. Planaris féligmodularis halok: ezekbél sarkok
elhagyasaval nyerheté halok.

Czédli Gabor  (SZTE Bolyai Intézete, Szeged) Kongruenciahaléktdl a kérokig



Villabesziras/1 23' /27

villabeszuras
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Villabeszaras/?2 24' /26
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Sarkok torlése 26' /24
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Kompoziciélanc 27' /23

A sovany féligmodularis halok nemcsak a kongruencidk miatt
fontosak: ezen halék vizsgalataval javithatjuk a klasszikus
Jordan—Hélder-tételt (1889).

Le-fel parositas:

A {1} = Ap <A1 <--- <A = G egy kompozicidlanc, faktorai:
Ai/Ai_1. B : {1} = By<B1 << By = G pedig egy masik
kompoziciélanc.
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"Le-fel" parositas

Tétel (Gratzer—Nation, AU 64, 309-311, 2010)

Van ilyen "le-fel" parositas.
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Jordan—Holder tétel unicitassal

Tétel (CzG-Schmidt Tamas, AU 66, 69-79, 2011)

Csak egy van, azaz véges (kompoziciélancii) csoport barmely két
kompoziciélanca kbzétt pontosan egy ,le-fel” parositas létezik.
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Megjelent az e szam 30'/20

Tétel (CzG-Dékany—Gyenizse—Kulin, AU 75 33-50, 2016)

Az n hosszisagu sovany rektangularis halok szama aszimptotikusan
(n—2)!-e?/2.

e = lim(1+1/n)" ~ 2,718 281828 450 045 235 360 287 47135 . ..
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A Swing lattice jaték hattere

Kapcsolat a Swing lattice jaték és a kongruenciak kdzott:

Tétel (Gratzer: Swing Lemma)

Sovany féligmodularis haléban a kongruencidk agy terjednek, ahogy
a piros él mozoghat a jatékban. Azaz, ha p és q élek, akkor con(p)
Osszeejti a q él két végpontjat <> a piros él a jatékban p-bdl
eljuthat q-ba.

Rovidebb aj bizonyitas: CzG & Makay Géza 2016 — Acta.
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Reprezentacié rektangularis halokkal

Tétel (Gratzer & Knapp IlI, Acta, 2009)

Barmely legalabb 2-elemii D véges disztributiv halé Con(L) alakd,
ahol L rektangularis.
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Reprezentacié rektangularis halokkal

Tétel (Gratzer & Knapp IlI, Acta, 2009)

Barmely legalabb 2-elemii D véges disztributiv halé Con(L) alakd,
ahol L rektangularis.

Ha L filter egy véges K haldban, akkor a
Con(K) — Con(L), ©—0©nNn(LxL)

an. megszoritas egy {0, 1}-6rz6 halshomorfizmus. Sok szimultan
reprezentacios tétel volt korabban (Gratzer, Schmidt, Lakser, .. .),
itt is az a cél, hogy minél szebb halokkal. Gratzer (2016): "The
Congruences of a Finite Lattice (2006, 2016)" monografia.
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Szimultan reprezentacié rektangularis halokkal 33'/17

Tétel (CzG, AU 67 (2012), 313-345)
Barmely (Id. bra fekete része) létezik (Id. dbra piros része).
'

> E

véges disztr. {0,1}-6r26 véges disztr.
hdlohomorfizmus

~Y ~Y

: megszoritds
Con(K) » Con(L)

K rektangularis hadlo

és abban L eqy rektanguldris filter

Ez a tétel Schmidt Tamas tételét altalanositja injektiv ¢-rél (mas
néven beagyazasrol) tetszéleges ¢-re.
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Teljes kongruenciak (bevezeteés)

Teljes halo: barmely részhalmazanak van egyesitése és metszetet.
Teljes kongruencia: a végtelen valtozés egyesités és metszés is
meglrzi.

Mar vagy két évtizede folyt a kongruenciahalés tételek ,gyartasa”,
amikor (1983) a teljes kongruenciak Com(L) haléjarél még semmit
sem tudtunk azon tal, hogy teljes halok. (Ma mar) tudjuk, hogy
ezek nem disztributivak; s6t, semmilyen specialis tulajdonsaguk
nincs. Egy halé erésen atomos, ha barmely a # 1 elemét valamelyik
elem koveti (azaz, 3b hogy a < b).
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Teljes kongruenciak (bevezeteés)

Teljes halo: barmely részhalmazanak van egyesitése és metszetet.
Teljes kongruencia: a végtelen valtozés egyesités és metszés is
meglrzi.

Mar vagy két évtizede folyt a kongruenciahalés tételek ,gyartasa”,
amikor (1983) a teljes kongruenciak Com(L) haléjarél még semmit
sem tudtunk azon tal, hogy teljes halok. (Ma mar) tudjuk, hogy
ezek nem disztributivak; s6t, semmilyen specialis tulajdonsaguk
nincs. Egy halé erésen atomos, ha barmely a # 1 elemét valamelyik
elem koveti (azaz, 3b hogy a < b).

Tétel (Freese, Gratzer and Schmidt 1991)

Barmely K teljes halohoz létezik L er6sen atomos modularis teljes
hals, hogy K = Com(L).
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Az el6adas fététele

Fététel (CzG, 2016)

Legyen A és A’ teljes hals, f: A — A’ pedig egy leképezés. Az
alabbi harom abran, ha a fekete feltétel teljesiil, akkor léteznek a
piros objektumok is a dbran mondott feltételekkel agy, hogy a
diagram kommutativ.
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Fotétel elss allitasa 36'/14

f

A — > A
teljes hdls (V,0)-6rzd és teljes hdls
0-szepardlo

~ ~

kiterjesztés

Com(K)

» Com(K’)

K, K’ erésen atomos, teljes, moduldris,
K féidedl K'-ben
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Fotétel masodik allitasa

A / > A
teljes hdlo (N\,0,1)-0rz6 teljes hdlo

~ [

megszoritds

Com(K)

» Com(K")
K, K' erdsen atomos, teljes, moduldris,

K’ részhdloja K -nak
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Fotétel harmadik allitasa

A f” - > A
teljes hdlo (\/,0)-6rz6 teljes hdld

~ [

s

@ és a generdldas kompozicioja

Com(K) » Com(K")

K, K' erdsen atomos, teljes, moduldris,

v: K — K' teljeshalo-homomorfizmus
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A bizonyitasbél

The colors of the new edges in J:

D IS/

111111

22222

=
ISH
¥ T
S
o
SRS
SYRSY
S

Kongruenciahaléktél a kordki

ed)

e, Szeg

(SZTE Bolyai Intézet

Czédli Gabor



A bizonyitasbél (néhany kongruenciablokk)
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Fékongruenciak 42'/8

Fékongruencia: egyetlen elempar altal generalt kongruencia.
Princ(L): az L halé f6kongruenciainak részbenrendezett halmaza
("poset") a C-ra nézve.

Tétel (Gratzer, 2013)

Minden 0, 1-elemes Q részbenrendezett halmaz reprezentalhato
Princ(L) alakban (izomorfia erejéig).
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Fékongruenciak 42'/8

Fékongruencia: egyetlen elempar altal generalt kongruencia.
Princ(L): az L halé f6kongruenciainak részbenrendezett halmaza
("poset") a C-ra nézve.

Tétel (Gratzer, 2013)

Minden 0, 1-elemes Q részbenrendezett halmaz reprezentalhato
Princ(L) alakban (izomorfia erejéig).

Ha nincs 1, akkor sokkal nehezebb és csak Ng-ig van megoldva.

Tétel (CzG, AU 75 (2016), 351-380)

Ha |Q| < No, akkor Q pontosan akkor reprezentalhaté Princ(L)
alakban, ha 0 € Q és Q irdnyitott.
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Még nem "kategorikusan" 43' /7

Nemcsak két részbenrendezett halmaz, hanem jéval tobb is
reprezentalhats. Az allitast csak kategériaelméleti nyelven lehet
precizen megfogalmazni; a lényege az alabbi:

Tétel (CzG, http://arxiv.org/abs/1508.00921 , 2015)

Legyen adott halmaznyi sok 0, 1-elemes részbenrendezett halmaz és
kéztiik halmaznyi sok 0,1-6rz6 monoton leképezés (barmelyik ketté
kozétt is lehet oo sok leképezés), igy, hogy az adott leképezések
halmaza zart a leképezésszorzasra. Ha az adott leképezések
mindegyike ,injektiv leképezés mddjara viselkedik” a tekintett
rendszeren beliil, akkor ez a rendszer reprezentalhaté Princ(L)-ekkel
"természetes médon".

A "természetes mod" kb. azt jelenti, mint a Fététel harmadik
allitasaban. A konstrualt L-ek szép tulajdonsagokkal birnak:
onduélisak és a hosszuk 5.
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"Kategorikusan szélva" 44’ /6

Erdekes hozadéka a fenti tétel bizonyitasanak az iistékés funktor.
Ismeretes, hogy minden leképezés egy sziirjektiv és egy injektiv
szorzata. Ezt meg lehet csinalni egy leképezéssel, de tobbel
egyszerre természetes médon ez nem megy. Viszont érvényes az
alabbi.

Jeldlés: ha egy A kategéria részkategoériaja egy B kategérianak,
akkor az (identikusan "viselked6") A — B beagyazé funktort ta g
fogja jelolni. Az elézé tétel bizonyitasa részben az alabbi tételen
alapul.
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Ustokos funktor

Tétel (CzG, ugyanazon arXiv, 2015)

Ha A kis konkrét kategdria, akkor létezik egy Feom: A — Set
tgynevezett iistokos funktor és egy ™™ : Feom — LA Set
természetes transzformacio ugy, hogy minden A-beli
monomorfizmus Feom melletti képe injektiv leképezés és wom
komponensei sziirjektiv leképezések.
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Ustskés funktor /2

. L
Fcom(X) > Fcom(Y) - —

Fcom(g)

LA,set(g)

LA set(X) > LA set(Y)
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Lokalisan konvex geometriak

Definicié (CzG—Kincses Janos, 2016 — Acta)

Ha A halmaz és ®: P(A) — P(A) olyan lezarési operator,

®(2) = @, és lokalisan teljesiil a kicserélhetetlenségi axioma, azaz
V véges X C A-ra ésu € A\ ®(X)-re (X U {u}) meghatarozza
u-t, akkor (A; ®) (absztrakt) lokalisan konvex geometria. Altér:
olyan X C A hogy ®(X) = X.

Példaul A = { sik pontjai} (nem feltétleniil az Gsszes), ahol ®(X)
az X konvex burkanak A-ba es6 része. Vagy A = { a sik korei }
(nem feltétleniil az &sszes) hasonlé médon a konvex burok
képzéseére:
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Példa korokkel
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Korok és lokalisan konvex geometriak

Tétel (CzG, 2014)

Barmely sovany féligmodularis halé duélisan reprezentalhaté
korokbdl allé konvex geometria altérhaléjaként.

Tétel (Richter—Rogers, 2015)

Barmely véges absztrakt (lokalisan) konvex geometria
reprezentalhatdé poligonok konvex geometriajaként.

Az 8sszes poligonbél all6 halmaz nem alkot lokalisan konvex
geometriat, és az alabbi tétel sem menne poligonokkal.
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Majdnem-korok

Tétel (CzG & Kincses Janos, 2016. aug.23. — Acta)

Létezik "majdnem-korék" olyan affin transzformacickra nézve zart
halmaza, hogy azokkal mar barmely véges absztrakt konvex
geometria reprezentalhaté (koréket tetszéleges pontossiggal
kézelité majdnem-kérokkel), és amelyek lokalisan konvex geometriat
alkotnak.

Megjegyzés: itt a "majdnem" jelz6 a korok mellsl nem hagyhaté el;
ez pl. az Adaricheva-Bolat tételbdl kovetkezik.
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Majdnem-korok

Tétel (CzG & Kincses Janos, 2016. aug.23. — Acta)

Létezik "majdnem-korék" olyan affin transzformacickra nézve zart
halmaza, hogy azokkal mar barmely véges absztrakt konvex
geometria reprezentalhaté (koréket tetszéleges pontossiggal
kézelité majdnem-kérokkel), és amelyek lokalisan konvex geometriat
alkotnak.

Megjegyzés: itt a "majdnem" jelz6 a korok mellsl nem hagyhaté el;
ez pl. az Adaricheva-Bolat tételbdl kovetkezik.
Koszonom a figyelmet! A jelen fajl innen érhets el:

http://www.math.u-szeged.hu/ czedli/

http://www.math.u-szeged.hu/~czedli/conference-talks/conflectures0.html
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