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Frankl’s conjecture, union-closed sets conjecture
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Megjegyzés: ha valaki megoldja a Frankl-sejtést, a harom tu-
cat cikk zOme foloslegessé valik. Az alabbi eredmény viszont
tovabbra is érdekes marad!
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1. Gyengébb sejtés Az 2m/2 ngvelhetd valami f(m)-re ugy,
hogy f(m)/2™/2 — oo akkor is, ha nem tessziik fel a Frankl-
sejtést az m-elemi alaphalmazokra. (Tudjuk: f(m)—2"/2 — o.)
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A halos megkozelités eldnye: Pl. (m,n) = (5,12): a hald
konnyen attekinthetd, a Venn-diagram kevésbé.
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Bm-nek, A pedig az atomok halmaza. (0 € F mindig feltehetd.)

Mikor lesz w > 07 (Heurisztikusan) pontosan akkor, ha ,,sok”
b < X par van (ahol b€ A és X € F), ezeket a , b-k fel&l Oss-
zeszamolva’” . Ugyanezen parokat az X-ek felbl 0sszeszamolva
ez azzal ekvivalens, hogy F ,,elemei alatt atlagosan is elég sok
atom van, azaz F elemeinek atlagos magassaga elég nagy, azaz
atlagosan h(F) > m/2. (Kijon. Szokasos kombinatorikai fogas.)

Mivel h(Bn,) = m/2, h(F) > m/2 & h(Bn \ F) < m/2. Ez
indokolja, hogy (Bm; V,0) valodi részalgebrainak (t.i. az F-eknek)
a komplementereivel foglalkozzunk; ezekkel konnyebb dolgozni
és szemiidealoknak fogjuk 6ket nevezni. = F&tétel <—



Frankly, és |F| >2M —-2"M/3 = W > 0 CzG-MM-SchT 9’ /56

2. Tétel. Legyen m > 3, és legyen X C B,, egy szemiideal. Ha
| X| < 2™/3 és m-re érvényes a Frankl-sejtés, akkor h(X) < m/2.



Frankly, és |F| >2M —-2"M/3 = W > 0 CzG-MM-SchT 9’ /56

2. Tétel. Legyen m > 3, és legyen X C B,, egy szemiideal. Ha
| X| < 2™/3 és m-re érvényes a Frankl-sejtés, akkor h(X) < m/2.
Viszont van olyan X szemiidedl, hogy |X| = [2™/3] és h(X) >
m/2.



Frankly, és |F| >2M —-2"M/3 = W > 0 CzG-MM-SchT 9’ /56

2. Tétel. Legyen m > 3, és legyen X C B,, egy szemiideal. Ha
| X| < 2™/3 és m-re érvényes a Frankl-sejtés, akkor h(X) < m/2.
Viszont van olyan X szemiideal, hogy |X| = [2™/3] és h(X) >
m/2.

Szukség lesz a szemiidealok konstruktiv leirasara:



Frm, X szemi, | X| <2™/3 = h(X) <m/2 czG-MM-schT 11'/54’

1. Lemma. B,, szemiidealjai pontosan azok a részhalmazok,
amelyek elballnak
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1. Lemma. B,, szemiidealjai pontosan azok a részhalmazok,
amelyek elballnak [atom, egyéb elem] alakd intervallumok
uniojaként.

Egyesités-0-félhalo
Szemiideal
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1. Lemma. B,, szemiidealjai pontosan azok a részhalmazok,
amelyek elballnak [atom, egyéb elem] alakd intervallumok
uniojaként.

Egyesités-0-félhalo
Szemiideal

Bizonyitas: Egyszerl hazi feladat. Meqgj.:
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1. Lemma. B,, szemiidealjai pontosan azok a részhalmazok,
amelyek elballnak [atom, egyéb elem] alakd intervallumok
uniojaként.

Egyesités-0-félhalo
Szemiideal

Bizonyitas: Egyszerl hazi feladat. Megj.: véges disztributiv
haldra is igaz, de akkor ,,atom” helyett ,,Vv-irreducibilis” kell.



Szemiid. = [atom,egyéb]-ek unidja CzG-MM-SchT 12/ /53’
Lattuk, az a cél, hogy a minél nagyobb elemszamu (egészen
2™ /3-ig) szemiidedlok atlagos magassaga Kicsi (< m/2) legyen.
A legr
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Lattuk, az a cél, hogy a minél nagyobb elemszamu (egészen
2™ /3-ig) szemiidedlok atlagos magassaga Kicsi (< m/2) legyen.
A legrosszabnak
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Lattuk, az a cél, hogy a minél nagyobb elemszamu (egészen
2™ /3-ig) szemiidedlok atlagos magassaga Kicsi (< m/2) legyen.
A legrosszabnak — legalabbis annak gondolt — eset az,
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Lattuk, az a cél, hogy a minél nagyobb elemszamu (egészen
2™ /3-ig) szemiidedlok atlagos magassaga Kicsi (< m/2) legyen.
A legrosszabnak — legalabbis annak gondolt — eset az,
amikor elindulunk egy atombdol,



Szemiid. = [atom,egyéb]-ek unidja CzG-MM-SchT 12/ /53’

Lattuk, az a cél, hogy a minél nagyobb elemszamu (egészen
2™ /3-ig) szemiidedlok atlagos magassaga Kicsi (< m/2) legyen.
A legrosszabnak — legalabbis annak gondolt — eset az,
amikor elindulunk egy atombdl, és egyesével veszunk hozza
elemeket uUgy, hogy minden egyes I|épésben az elemek ma-
gassagainak osszege (és ezért az atlaga is) a lehetd leggyorsab-
ban ndjon. Az ilyen szemideal neve: mMoho szemiideal.

KO



Szemiid. = [atom,egyéb]-ek unidja CzG-MM-SchT 12/ /53’

Lattuk, az a cél, hogy a minél nagyobb elemszamu (egészen
2™ /3-ig) szemiidedlok atlagos magassaga Kicsi (< m/2) legyen.
A legrosszabnak — legalabbis annak gondolt — eset az,
amikor elindulunk egy atombdl, és egyesével veszunk hozza
elemeket uUgy, hogy minden egyes I|épésben az elemek ma-
gassagainak osszege (és ezért az atlaga is) a lehetd leggyorsab-
ban ndjon. Az ilyen szemideal neve: mMoho szemiideal.

Konnyu belatni, hogy B,;, automorfizmusaitol eltekintve az elem-
szama meghatarozza a mohd szemiidealt. Az ab



Szemiid. = [atom,egyéb]-ek unidja CzG-MM-SchT 12/ /53’

Lattuk, az a cél, hogy a minél nagyobb elemszamu (egészen
2™ /3-ig) szemiidedlok atlagos magassaga Kicsi (< m/2) legyen.
A legrosszabnak — legalabbis annak gondolt — eset az,
amikor elindulunk egy atombdl, és egyesével veszunk hozza
elemeket uUgy, hogy minden egyes I|épésben az elemek ma-
gassagainak osszege (és ezért az atlaga is) a lehetd leggyorsab-
ban ndjon. Az ilyen szemideal neve: mMoho szemiideal.

Konnyu belatni, hogy B,;, automorfizmusaitol eltekintve az elem-
szama meghatarozza a mohd szemiidealt. Az abran : =
1,2,...15-re {aq,...,a;} egy i-eleml moho szemiidedlja Bs-nek:



Frm, X szemi, | X| <2™/3 = h(X) <m/2 czG-MM-schT 14//51’

Moho szemiideal
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Moho szemiideal
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Moho szemiideal
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Frm, X szemi, | X| <2™/3 = h(X) <m/2 czG-MM-schT 14//51’

Moho szemiideal

1+2+2+3
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Frm, X szemi, | X| <2™/3 = h(X) <m/2 czG-MM-schT 14//51’

Moho szemiideal

[+2+2+3+2
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Frm, X szemi, | X| <2™/3 = h(X) <m/2 czG-MM-schT 14//51’

Moho szemiideal

1+2+2+34+2+3
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Frm, X szemi, | X| <2™/3 = h(X) <m/2 czG-MM-schT 14//51’

Moho szemiideal

1+24+2+3+24+3+3
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Frm, X szemi, | X| <2™/3 = h(X) <m/2 czG-MM-schT 14//51’

Moho szemiideal

[+2+2+3+2+3+3+4
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Frm, X szemi, | X| <2™/3 = h(X) <m/2 czG-MM-schT 14//51’

Moho szemiideal

1+24+2+3+2+3+3+4+1
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Frm, X szemi, |X| <2™/3 = h(X) <m/2 CzG-MM-SchT

Moho szemiideal

1424243424343 +4+1+2+2+3+14+2+1

15'/50'
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Frm, X szemi, |X| <2™/3 = h(X) <m/2 CzG-MM-SchT

Moho szemiideal

1424243424343 +4+1+2+2+3+1+2+

15'/50'



Frm, X szemi, |X| <2™/3 = h(X) <m/2 CzG-MM-SchT

Moho szemiideal

1424243424343 +4+1+2+2+3+1+2+

15'/50'



Frm, X szemi, | X| <2™/3 = h(X) <m/2 czG-MM-schT 15/50’

Moho szemiideal

14242434243 +3+4+1+2+2+3+1+2+

Figyeljuk meg, hogy a kék, majd rendre a lila, z0ld és narancs in-
tervallumokban



Frm, X szemi, | X| <2™/3 = h(X) <m/2 czG-MM-schT 15/50’

Moho szemiideal

14242434243 +3+4+1+2+2+3+1+2+

Figyeljuk meg, hogy a kék, majd rendre a lila, z0ld és narancs in-
tervallumokban az torténik, hogy
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Moho szemiideal

1424243424343 +4++24+2+3+1+2+

Figyeljuk meg, hogy a kék, majd rendre a lila, €S narancs in-
tervallumokban az torténik, hogy egyre nagyobb moho ren-
dezésidealt adunk meg! (Ennek definiciéja analdg.)
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Fr,, X szemi,

Moho szemiideal

14242434243 +3+4+1+2+2+3+1+2+

Figyeljuk meg, hogy a kék, majd rendre a lila, €S narancs in-
tervallumokban az torténik, hogy egyre nagyobb moho ren-
dezeésidealt adunk meg! (Ennek definicidja analég.) Adott
elemszam esetén a moho rendezésideal is automorfizmus erejéig

meghatarozott.
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Fro, X szemi, | X| <2™/3 = h(X) <m/2 czG-MM-schT 17'/48’

Moho szemiideal

1+2+2+3+2+3+3+4+1+2+24+3+1+2+

Legyen ﬁ(m) az a 2™ — 1 -tagu sorozat, amelynek i-edik tagja a
Bm-beli moho szemiideal ,,7-edik tagjanak” magassaga. Példaul

34 =(1,2,2,3,2,3,3,4,1,2,2,3,1,2,1).

21



Fro, X szemi, | X| <2™/3 = h(X) <m/2 czG-MM-schT 18'/47’

Legyen alm) gz a 2m -tagu sorozat, amelynek i-edik tagja a By,-
beli moho rendezésideal ,,i7-edik tagjanak” magassaga. Példaul

&% =(0,1,1,2,1,2,2,3,1,2,2.3,2,3,3,4).

Is



Frm, X szemi, | X| <2™/3 = h(X) <m/2 czG-MM-schT 18'/47’

Legyen alm) gz a 2m -tagu sorozat, amelynek i-edik tagja a By,-
beli moho rendezésideal ,,i7-edik tagjanak” magassaga. Példaul

&% =(0,1,1,2,1,2,2,3,1,2,2.3,2,3,3,4).

Ismerds-e a sorozat?

22
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12...
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12...
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12...



Frm, X szemi, | X| <2™/3 = h(X) <m/2 czG-MM-schT 19/46’




Frm, X szemi, | X| <2™/3 = h(X) <m/2 czG-MM-schT 19/46’




Frm, X szemi, | X| <2™/3 = h(X) <m/2 czG-MM-schT 19/46’

1 2 3 4 5 6 4 3 9 10 11 12...
O 1 1 2 1 2 2 3 1 2 2 3...
c 1 10 11 100 101 110 111 1000 1001 1010 1011
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o 1 1 2 1 2
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Fractal sequence,
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o 1 1 2 1 2 2 3 1 2 2 3 2 3 3 4...

Fractal sequence, 0—1 counting sequence,
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o 1 1 2 1 2 2 3 1 2 2 3 2 3 3 4...

Fractal sequence, 0—1 counting sequence, digit sum seqgquence.
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o 1 1 2 1 2 2 3 1 2 2 3 2 3 3 4...

Fractal sequence, 0—1 counting sequence, digit sum seqgquence.

Megjegyzés: szamjegyosszeg sorozatokra, sOt annal altalanosabb
sorozatokra, lancok direkt szorzatara, soOt kulonbozd hosszusagu
lancok direkt szorzatara is . ..
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o 1 1 2 1 2 2 3 1 2 2 3 2 3 3 4...

Fractal sequence, 0—1 counting sequence, digit sum seqgquence.

Megjegyzés: szamjegyosszeg sorozatokra, sOt annal altalanosabb
sorozatokra, lancok direkt szorzatara, soOt kulonbozd hosszusagu
lancok direkt szorzatara is . ..
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Frm, X szemi, |X| <2™/3 = h(X) <m/2 czG-MM-schT 21'/44"

Rekurzié: &%) =(0,1,1,2,1,2,2,3,1,2,2,3,2,3,3,4).
a53) T4+ a0

Legyen V(m) az a(m_pél egyel nagyobb tagokbdl allé sorozat, pl.

74 =(1,2,2,3,2,3,3,4,2,3,3,4,3,4,4,5).

25



Frm, X szemi, | X| <2™/3 = h(X) <m/2 czG-MM-schT 22'/43’

Moho szemiideal

1424243424343 +4++24+2+3+1+2+

Azért érdemes az a(™) sorozatot ,eggyel feltolva"” a fV(m) SOro-
zatot is tekintenunk, mert a mohdo szemiidealban a mohd ren-
dezésidealok ,,eggyel feltolva” vannak jelen. Az abra szerint
érvényes:

26



Frm, X szemi, | X| <2™/3 = h(X) <m/2 czG-MM-schT 23'/42’

Moho szemiideal

)
¥ =(1,2,2,32334,1.223,1.2, \(10,,)>
~(3) ) 52)  5(1) 5 )
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Eddigi rekurziv 0sszefuggések = késObb szukséges tulajdonsagok
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Eddigi rekurziv 0sszefuggések = késObb szukséges tulajdonsagok
(=~ 4 oldal)

Osszefoglalva: Ha X C B,, egy moho rendezésidedl ill. moho
szemiideal, akkor h(X) (az X &tlatos magassaga) egyenlé az
a(m)  illetve 3("M) sorozat els¢ | X| tagjanak atlagavall
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Frm, X szemi, | X| <2™/3 = h(X) <m/2 czG-MM-schT 25'/40’

Eddigi rekurziv 0sszefuggések = késObb szukséges tulajdonsagok
(=~ 4 oldal)

Osszefoglalva: Ha X C B,, egy moho rendezésidedl ill. moho
szemiideal, akkor h(X) (az X &tlatos magassaga) egyenlé az
a(m)  illetve 3("M) sorozat els¢ | X| tagjanak atlagavall

Miklos
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2. Lemma. A moho rendezésidealok a lehetb legmagasabbak!
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2. Lemma. A moho rendezésidealok a lehetb legmagasabbak!
Azaz ha X,Y C By, rendezésidealok és Y moho, akkor h(X) <
h(Y).

Bizonyitas Legyen X rendezésideal. Az a feladat, hogy X elem-
szamat fixen tartva, atlagmagassagat nem csOkkentve addig
modositsuk, amig mohdhoz érkezunk.
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Legyen



Legmagasabb a moho ideal CzG-MM-SchT 28" /37"

Legyen a € B, atom, a’ az a komplementere. Ekkor By, az |a’ és
Ta diszjunkt unidja. (Ld.



Legmagasabb a moho ideal CzG-MM-SchT 28" /37"

Legyen a € B, atom, a’ az a komplementere. Ekkor By, az |a’ és
Ta diszjunkt unidja. (Ld. szaggatott vonal.) Legyen G := TanN X
és G' = |d N X.
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Legmagasabb a moho ideal CzG-MM-SchT 30'/35’

TOobb eset van, ezek egyike, amikor 2™ /4 < |G'|. Az abran p < d/,
G =G,UG, Ha G =



Legmagasabb a moho ideal CzG-MM-SchT 30'/35’

TOobb eset van, ezek egyike, amikor 2™ /4 < |G'|. Az abran p < d/,
G = Gy UG,5. Ha G = 0, akkor |a’-re az indukciés hipotézis
alkalmazhatd. Természetesen



Legmagasabb a moho ideal CzG-MM-SchT 30'/35’

TOobb eset van, ezek egyike, amikor 2™ /4 < |G'|. Az abran p < d/,
G = Gy UG,5. Ha G = 0, akkor |a’-re az indukciés hipotézis
alkalmazhatd. Természetesen az ind.hip. miatt feltehetd, hogy
G mohoé Ta-ban, G’ pedig |a’-ben.
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Legmagasabb a moho ideal CzG-MM-SchT 32'/33'

A G elemeibdl rakjunk at annyi elemet (akar az osszeset) a [b, a’]
intervallumba, amennyit csak lehet (akar teljesen feltoltve a [b, a’]
intervallumot.)
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Legmagasabb a moho idedl C2zG-MM-SchT 33//32

Az atrakott és a visszamaradd elemeket persze moho r.idealla
rendezzuk



Legmagasabb a moho idedl C2zG-MM-SchT 33//32

Az atrakott és a visszamaradd elemeket persze moho r.idealla
rendezziik (ez az [a, 1] £ [0, d] izomorfizmussal ,,komptaibilisen”
is megtehetd!).
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Legmagasabb a moho ideal CzG-MM-SchT 35'/30’

A , komptatibilitas”™ miatt moho r.idealt kapunk. Az, hogy a
magassag nem csoOkkent, a B(m) tulajdonsagaibdl (,, konvexitas')
kovetkezik.
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Legmagasabb a moho ideal CzG-MM-SchT 36 /29’

A masik eset (a



Legmagasabb a moho ideal CzG-MM-SchT 36 /29’

A masik eset (amikor |G/| < 2™/4) sokkal egyszeriibb: ekkor
G’2 = (), igy X C |[b miatt az ind.hip. azonnal alkalmazhato.
Q.E.D.
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Mohd szemiidedlok CzG-MM-SchT 37'/28’

Theorem 2 Legyen X C B, egy szemiideal. Ha |X| < [2™/3] és
m-re érvényes a Frankl-sejtés, akkor h(X) < m/2.
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Theorem 2 Legyen X C B, egy szemiideal. Ha |X| < [2™/3] és
m-re érvényes a Frankl-sejtés, akkor h(X) < m/2. Viszont van
olyan X szemiideal, hogy | X| = [2™/3] és h(X) > m/2.

Bizonyitas. A masodik mondat: a mohd konstrukcio igazolja a

ﬁ(m) sorozat alkalmas tulajdonsaga szerint, ezt nem részletezzuk.

Tfh. | X| < |2™/3]. Mivel By \ X részalgebraja (Bm,V,0)-nek,
a Bp,-re érvényes Frankl-sejtés szerint van olyan a;;, atom, hogy
felette By, \ X elemeinek legalabb a fele, azaz X elemeinek leg-
feljebb a fele van. Legyen aq,...,a,,—1 @ tObbi atom, és legyen

Xo=XnNnla,, Xi=Xntam)\{om}, Xo=Xn{an}
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Moho szemiidealok CzG-MM-SchT 39//26'

Itt tehat Tam-ben van a kisebbik (vagy =) fele X-nek.



Moho szemiidealok CzG-MM-SchT 39//26'

Itt tehat Tam-ben van a kisebbik (vagy =) fele X-nek. A ma-
gassagot noveljik, ha (ind.hip.!) Tam-ban mohd szemiidealra
cseréljuk Xi-et. (Abran a sziirke J-k és V.)
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Mohd szemiidedlok CzG-MM-SchT 40' /25’

Az [am, 1] £ [0,d),] izomorfizmussal képezziik le Xi-et |al . -be,
és az folytassuk | Xg| elemszamu (sziirke) mohd szemiidealla |al,-
ben. (Azért lehet, mert | Xg| > | X1].)



Mohd szemiidedlok CzG-MM-SchT 40' /25’

Az [am, 1] £ [0,d),] izomorfizmussal képezziik le Xi-et |al . -be,
és az folytassuk | Xg| elemszamu (sziirke) mohd szemiidealla |al,-
ben. (Azért lehet, mert | Xg| > |X1|.) Ind.hip. = h nem csokken.
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Emlékezzlink vissza: a moho szemiideal ugy készul, hogy a
Boole-hald felsd felét mint moho idealt feltoltjuk,
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Emlékezzlink vissza: a moho szemiideal ugy készul, hogy a
Boole-halo felsd felét mint moho idealt feltoltjuk, majd ezt az
eljarast megismételjuk az also felére. Ahanyszor ezt ismételni
kell, azt nevezziik a moho szemiideal rangjanak (az abran a
rang = 2.)

Moho szemiideal

142-+2+3+2+3+3+4+1
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Moho szemiidealok CzG-MM—-SchT

Moho szemiideal
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Moho szemiidealok CzG-MM-SchT 43/ /22

Moho szemiideal

1424243424343 +4+1+2+2+3+14+2+1

Itt pedig a rang =4. Visszatérve a bizonyitashoz, az els® eset
az, amikor az tam-beli és a |al -beli mohé szemiidedlok rangja
azoNnos:
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Moho6 szemiidealok CzG-MM-SchT 44' /21’

Alkalmazzuk a moho
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V-t tartalmazo K3 intervallumra (az alja a3z):



Moho6 szemiidealok CzG-MM-SchT 44' /21’

Alkalmazzuk a moho r.idealokra vonatkozé lemmat az U-t és
V-t tartalmazé K3 intervallumra (az alja az): U U V-t cseréljuk
kKi egy K3-beli moho r.idealra!
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Mohd szemiidedlok CzG-MM-SchT 45' /20’

Az atlagmagassag csak nbhet, és XgU X1 moho szemiideal lesz!

(
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Mohd szemiidedlok CzG-MM-SchT 45' /20’

Az atlagmagassag csak nbhet, és XgU X1 moho szemiideal lesz!
(Ehhez rendre a K1 = I UJ1, Ko = I>U J> intervallumokat, és a
K3 intervallum most feltoltott részét tekintsiik.)
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Mohé szemiidealok CzG-MM-SchT 47'/18’

Ha X> = 0, akkor kész. Egyébként
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gassagu, tehat am,-et elhagyva és helyette XgUXq-et egy elemmel



Mohé szemiidealok CzG-MM-SchT 47'/18’

Ha X, = (), akkor kész. Egyébként X, = {am} minimalis ma-
gassagu, tehat am,-et elhagyva és helyette XgUXq-et egy elemmel
moho szemiidealld megtoldva az atlagmagassag csak ndhet.
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Moho szemiidealok CzG-MM-SchT 48" /17’

Amikor a két rang nem egyenld, akkor tobbszor is at kell pakolni
a lenti részbdl a fentibe — a sorozataink tulajdonsagai szerint
ez mikodik. (
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Amikor a két rang nem egyenld, akkor tobbszor is at kell pakolni
a lenti részbdl a fentibe — a sorozataink tulajdonsagai szerint
ez mikodik. (Bonyolult, nem részletezziik.) Q.e.d.
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Szemiideal-sejtés CzG-MM-SchT 49'/16’

Az elb6z0 bizonyitas szerint a Frankl-sejtés pozitiv megoldasa
igenld valaszt adna az alabbi sejtésunkre is:
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Szemiideal-sejtés CzG-MM-SchT 49'/16’

Az elb6z0 bizonyitas szerint a Frankl-sejtés pozitiv megoldasa
igenld valaszt adna az alabbi sejtésunkre is:

2. Sejtés: B,, barmely szemiidealjara érvényes az, hogy
atlagmagassaga legfeljebb akkora, mint a vele azonos elemszamu
moho szemiideal. (1. Sejtés: 2/2 novelhets .. )

Tamas
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Féligmodularis haldok CzG-MM-SchT 50'/15’
3. Tétel. Ha L féligmodularis, akkor az 1/3 helyett 3/8 (azaz
a 8/24 helyett 9/24) mondhato. Azaz, ha m = |J(L)| > 1, L
féligmoduldris €s |L| > 2™ — 3. 2™, akkor L-re teljesiil a Franki-

sejtés.

4. Tétel. Ha L feligmodularis és planaris és |L| > 4, akkor
L-re teljesiil a Frankl-sejtés. SoOt,

e vagy 1 € J(L) és igy |Ta| < |L\ Ta|/3; vagy pedig

o |Ta| < |L\ Ta| legalabb két a € J(L)-re teljesiil.
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Féligmodularis halok CzG-MM-SchT 50'/15’
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