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Keywords: T

ahol g és 1 jeldli rendre a gravitacios konstanst és az inga hosszat.
Cikktérténet: Az ¢ > 0 paraméter méri a hintazas intenzitasat. Bevezeljlik
Received a kézeledb és tavolodé megoldas fogalmat. Sziikséges és ele-
Revised gendo foltételt adunk a T és az « paraméterek segitségével a
Accepted 2T -periodikus és a 4T -periodiku megoldasok létezésére.

Abstract

1. Bevezetés

Amint az tudott [1, 3, 17], a matematikai inga kis lengéseit leirja az alabbi linearis differencial-
egyenlet

a;"—i—%a;:O, (1)

ahol z jel6li a rud és a fliggdlegesen lefelé mutaté irany koz6tti iranyitott sz6get, melyet ugy iranyi-
tunk, hogy az 6éramutatd jarasaval ellentétes irdny a pozitiv; g és [ rendre a gravitacios konstans,
illetve a rad hossza. Az egyenlet 6sszes megoldasa periodikus ugyanazzal a 27r\/% periédussal,
és az © = 2’ = 0 egyensulyi helyzet stabil. Ugy tekintiink a hintara, annak modelljére, mint egy
valtoz6 hosszUsagu ingéra [13]. A hintazo6rdl foltesszik, hogy célja: az egyensulyi helyzet destabili-
zalasa egymast kovetd fol-le mozgassal. Ennek eredményeként a tdmegkdzéppontjanak tavolsaga
az inga/hinta félflggesztési pontjatol az idoében periodikusan valtozik, amit leir a kdvetkezd egyenlet

"+ aQ(t)x =0,

ap = if 2kT <t < (2k + 1)T, (2)

ag := if (2k+1)T <t<(2k+2)T, (k=0,1,...).
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Ez egy periodikus egydtitthatos linearis egyenlet (Hill-egyenlet [11, 15]), melyben az egyltthaté in-
tervallumonként konstans fliggvény (Meissner-egyenlet [16, 18]). A feladat abban all, hogy adjuk
meg a paramétertartomanyon (7', ¢) az instabil z6ndkat az (2) egyenletre vonatkozéan (parametrikus
rezonancia). A Floque Elméletet hasznalva bizonyithat6 [1, 2, 17], hogy a stabilitasi tartomanyok egy-
mastol kilénvalé komponensek és ezen un. Arnold-nyelveket hatérold két gorbe T' = f(e), T = g(¢)
olyan pontokbdl all, melyek megfelelnek az (2) egyenlet 27-periodikus, illetve 4T-periodikus megol-
dasainak.

Ebben a dolgozatban [3] megmutatjuk, hogy a hintdzas ezen problémajat elemi geometriai mod-
szerekkel is targyalhatjuk. Foltételeket adunk arra, hogy az (2) egyenlet t — (z(t; zo, x(), 2’ (t; zo, ()
trajektéridja kiindulva az (z, 2') fazissik P(x¢, z(,) pontjabdl visszatérjen az L egyenes egy pontjaba,
mely L az origd (0,0) és P pontok kdzétt halad ugy, hogy (x(2T'; zo, z()), ' (2T; zo, x)) € L.EQy ilyen
megoldas vagy tavolodik az origétdl, vagy kézeledik ahhoz, vagy 27 vagy 47 periodikus.

2. A modszer

Az (2) egyenletet a [6] cikkben latott mddon kezelhetjik, mely modszer tovabbfejlesztve a [7] dol-
gozatban megtalalhat6. Roviden szélva arrél van sz6, hogy adva két pozitiv szamsorozatot {a}3° 4,
{tr}72, gy, hogy (limy_, tr = o0), tovabba o := 0, tekintsik a kévetkezd egyenletet

2" +ad*(t)x =0, a(t) ==ay ifti—y <t <tx (keN). (3)

Az x : [0,00) — R megoldasa (3) egyenletnek, ha folytonoan diffeencialhat6 a [0, co) intervallumon,
tovabba kétszer differencialhaté és egyben megoldasa az egyenletnek minden [tx_1,tx) intervallu-
mon valamely k € N értékre. Bevezetve az (j allapotvaltozét y := 2'/a; (3) egyenlet 2-dimenzids
rendszerként tekinthetd

¥ =ayy, Y =—aix (tg—1 <t < tg, k €N). 4)

Garantalandd, hogy az (4) rendszer ekvivalens az (3) egyenlettel, elegendd elbirni, hogy legyen
z(ty) = z(tp — 0), 2/(tx) = 2'(tx — 0) (k € N), ahol f(t — 0) jeldli az f flUggvény bal oldali hatarértékét
a t-edik idépontban. Ennek azonnal kévetkezménye, hogy egy tovabbi ,6sszefliggdségi” foltételt
kapunk a (4) megoldasaira. Nevezetesen, az alabbit. Az elsé egyenldséget mint kezdeti foltételt
eldirjuk a [tx, tr+1) intervallumon. A masodikrdl ezek alapjan lathatjuk, hogy a1y (tx) = ary(tr — 0)
minden k£ € N esetén, ami egy Ujabb foltétel a [tx,tx+1) intervallumon. Ez azt jelenti, hogy az (3)
ekvivalens egy impulziv els6 rendl differencialegyenlet-rendszerrel

o =apy, Yy =-ary (th—1 <t < ty),
_ _ Gk (5)
o(ty) = x(ty, — 0), y(tx) = y(t, —0)  (keN).
Ag+1

Adva az zp,yo kezdeti értékeket, kdnnyen konstrudlhatjuk a (5) megolddséat a [0,00) intervallu-
mon. Megoldjuk a (4) egyenletet ezzel a kezdeti foltételekkelaz elsd részen: [to,t1), €s igy kap-
juk a megoldast (z1,y1) : [to,t1) — R2. Ezutan definidljuk a kdvetkezoket: xo(t1) := z1(t1 — 0),
ya(t1) := (a1/a2)y1(t1 — 0) és megoldjuk a (4) egyenletet ezekkel a kezdeti féltételekkel a [t1,t2) sza-
kaszon, és ezt folytatjuk tovabb. igy eljutunk a (5) megoldasahoz a [to, ) félegyenesen a kévetkezd
definici6 segitségével

(a:(t),y(t)) = (fljk(t), yk(t)) iftr_1 <t< t, (k S N) (6)
Mivel (22(t) + y2(t))’ = 0 az [t_1, t;) intervallumon (k € N), ezért azt mondhatjuk, hogy a trajektoria
darabjai az orig6 kérili kérokdn vannak, és, hogy a t = t, iddpillanatban a trajektéria egy ugrast
végez az y-tengellyel parhuzamosan.

K&szdnhetben a specialis formanak, az impulziv (5) rendszer reprezentalhaté mint diszkrét dina-
mikus rendszeraz (x,y) sikon. Polarkoordinatakat bevezetve r, ¢ a szokasos formulakkal

T=Tr1cosp, y=rsing (r>0,—00 < p< ). (7)
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Tudjuk, hogy /() = 0 barmely megoldas mentén minden [t;_1, t;) intervallumon. igy

2 (1) = —r()¢ (#)sin p(t) = apy(t) = apr(t)sinp(t)  (tey <t < ty),

kapjuk tehat, hogy

¢'(t) = —ay

(th—1 <t <tp). (8)

Vagyis, a folytonos komponensek origé korili egyenletes forgatasok a;, szégsebességgel, mig az
impulziv Iépések kontrakciok vagy dilataciok az y-tengellyel parhuzamos irdnyban,lasd az 1-es ab-
rat 1. TekintsUk a polarkoordinatdkban megadott rendszert. Jeldlie (rgr,¢r), and (r¢,pc) =

u

2 = {0, )

P
= (g ) o —
; -

F -
’ '
Il s -
| !
| ]

1. abra. A dinamika

(p(r, oK), d(p; k) az (r, @) fazispont képét rendre a rotécid, illetve a kontrakcio-dilatacié soran. Ek-

kor rr(r,p) =r, pr(r,¢) = ¢ — 0; tovabba,

p(r, i k) = Va? + K2y? = 7’\/1 + (k2 = 1)sin® p = f(p3R)r,

flp,K) = \/1+(/<L2—1)Sin2(p, (k>0,—00 < @ < 0).

Kénny( latni, hogy tan ¢(¢; k) = ky/x = ktany (z # 0), SO

P(p; k) =
@

™
v+3
arctan(k tan @) + | —=

if o # (2k + 1)%,

n¢:@k+ng, (k € 2),

ahol [z] jeldli az = € R egészrészét. igy a (5) rendszer polarkoordinatakban a kévetezd alakot olti

41
The1 = f (tpk — apg1(tpg1 — th)s ) Ths

Ak+2
(k=0,1,2,...). 9)

k41
Oky1 = ¢ <<Pk — g (tepr — ) — ) ;

ak42

Az alabbi lemma 6sszefoglalja az f és a ¢ fliggvények alapvetd tulajdonsagait. A lemma bizonyi-

tas a [7] dolgozatban megtalalhaté.

2.1. Lemma. 1. Minden x > 0 esetén f(-; k) : R — (0, 00) paros és w-periodikus; tovabba,

f (oo )

1

= (p €R)

fp; k)
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2. Minden k > 0 esetén ¢(-; k) €s ¢(- + 7/2; k) — /2 paratlan, ¢(- + km; k) = ¢(-; k) + kn (k € Z);
fovabba,

¢ (cb(«p;fi); i) =¢ (p€R).

3. Ha0 < k < 1, akkor barmely k € 7. esetén

oo k) < @ ikaE <p< (2k—|—1)g

o(p;K) > @ f(2k+1) <g0<2(k:+1)

4. Ha k > 1,akkor a ¢(p; k) és ¢ k6zdtti egyenlbtlenségek értelme megfordul.

3. Eredmények

Transzformaljuk az (2) egyenletet egy olyan egyenletté, amely explicite tartalmazza az rezgetés
periddusat mint paramétert. Bevezetjik a 7 = (7 /7))t valtoz6t mint dimenziétlan id6t és az uj fuggd
valtozét z(7) = =((T'/m)7). Ekkor az (2) a kdvetkezd alakot Olti

. d
. 2 o _dJd
ahol
/9 if 2km <7 < (2k + 1),
T /T T\ l—e¢
A(T) = —a <T> =
T g T g .
— if(2k+1)r <7< (2k+2)7 (keZy:={0,1,...}).
T\ l+e

A kényelem kedvvért haszndljuk az id6re tovabbra is a ¢-t a 7 helyett, és az z, /-t a z, Z helyett.
Bevezetve a A := T'/m paramétert, (10) a kdvetkezbbe megy at

" + N2Q(t)x = 0,

a? = a2(e) ;:lfg if 2k < ¢ < (2k + 1), -
Qt) =
a% = adi(e) = lis if(2k+1)r <t < (2k+2)7 (keZy).
Legyenek
ty = km, A2k+1 1= AA1, A2k42 1= A2 (k€Zy),
D = ﬂ, d:= a2 (12)
as al

igy (11) a (3)-nek felel meg.
Miutan (7) polarkoordinatazas megtértént, tekintsik a fazissikon a mozgast. Induljon a trajektéria
az rg, o pontbdl a ty = 0 pillanatban. Az elsd 6t olyan allapot, amit figyelniink kell a kévetkezé

ro := 1(0), o :=(0) (mod 2m), —1 < o < T

r1 = r(m —0)(= ro), p1 = @(m —0);

rog:=r(m) = flpi; D)1, pa:=¢(r) = ¢ (p1; D); (13)
r3 =121 — 0)(= 12), w3 1= (27 — 0);

T4 1= 7"(27T) = f<@3 d)?"g, P4 = 80(27() (9037 d)

(az indexelés eltér a (9)-belitdl!, lasd 2 abra).
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{ra,42a)

2. abra. A dinamika es6 négy lépése

3.1. Definicié. A mozgast leiré egyenletrendszer egy megoldasat 2w periddusu szégperiodikusnak
(illetve 47 periddusunak) hivunk, ha

w4 =¢o (mod 27) (illetve, ha o4 = po — m (mod 2m)).

3.2. Definicidé. A mozgast leird egyenletrendszer 2n vagy 4r periddusu szdgperiodikus megolda-
satkdzeleddnek (illetéleg tavolodénak) hivunk, ha

ry <ro (illetbleg, ha r4 > 1p).

Tovabba, a mozgast leiré egyenletrendszer egy megoldasa 2x-periodikus (illetve 47-periodikus) pon-
tosan akkor, ha szégperiodikus €s ry = rg.

3.1. Lemma. 1.A rendszer egy szégperiodikus megoldasa kézeledb (illetbleg tavolodd) pontosan
akkor, ha

[ (p1; D) < f (w0; D) (illetve, ha f (v1; D) > f (o;: D)).

2. A rendszer egy 2w vagy 4rn periodusu szégperiodikus megoldasa ugyanazzal a periodussal
periodikus akkor és csakis akkor, ha

f(p1;D) = f(v0; D).

A bizonyitas megtalélhato a [3] dolgozatban.
Ezek utan kimondhatjuk fé eredménylinket, megfogalmazva ezzel az (2) egyenlet periodikus meg-
oldasai létezésének foltételét.

3.2. Tétel. Barmely ¢ > 0 esten léteznek a {T},(¢)}32 4, {Tk(e)}g’: | Sorozatok ugy, hogy az (2) egyen-
letnek aT = Ty(e) (illetve T = Ty (c)) értékekkel 2Ty (e)-periodikus (illetve 4Ty, (¢)-periodikus) megol-
dasai vannak. Tovabba,

O<TV1§TV2<T1§T2<T3§T4<...; lim T} = oo, (14)

k—o0

. . 1
EE{{I’_O 2Top1a(e) = EE&O 2Top12(e) = (2p +2) (2 (27‘(’

~ ~ 1
. _ T = (2 H=1(2
5362—0 2T2p+1(€) 628}—0 2T2p+2(€) ( Pt ) (2 ( m

érvényes minden p € 7 esetn.

A bizonyitas megtalélhat6 a [3] cikkben.
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