Bevezetés az analizisbe

ElGadas vazlat.
2009. sz

4. el6adas

Téma: Numerikus, hatvany- és fiiggvénysorok. Fiiggvénysorozatok. Konver-
gencia és mas tulajdonsagok.

Rejtény. Ha egy tégla egy kilo és egy fél tégla, akkor milyen nehéz egy tégla?

Valasz. Vonjunk ki mindkét oldalbol fél kilot, és készen is vagyunk: egy tégla
kettd kilos.

Masképp is lehet. Egy tégla az egy kil meg egy fél, igy fél tégla fél kil6 meg
egy negyed tégla,... kapjuk tehat a kovetkezét:

1+1+1+ =2
2 4 -

Legyen = € R tetszsleges és tekintsiik a kovetkezs Osszeget:

l+o+2°+...
Ha foltessziik, hogy az el6bbi végtelen Osszeadasnak van véges Osszege és az
A, akkor a kovetkezbket irhatjuk:

A=1+2 - (1+z+22+...)=1+2-A,

ami, ha x # 1, akkor
1

1—a

l+ox+a*+-- =
Irjuk be most az z helyére az % értéket, visszakapjuk a ,téglas feladat” ered-
ményét.
Irjuk be az & = 2 értéket. Ekkor

14244+ =—1.



Irjuk be az x = —1 értéket. Ekkor

1
1—14+1—-14...=2=
+ - 5

ugyanakkor, ha a bal oldali kifejezést paronként zarojelezziik, akkor

1=+ —=1)4-=0+0+---=0,

mig, ha mésként zarojelezziik, akkor példaul

1-(1-1)—-(1=-1)—--=1-0-0—---=1.

Bizonyara maris érezziik, hogy mig véges sok szamot minden gond nélkiil
0ssze tudunk adni és az eredményt is ki tudjuk szamitani, addig végtelen sok
elem Osszeadasanak értelmezése mar nem ilyen egyszert.

1. Definici6. Legyen a,, egy sorozat, és s, = ay + as +az + - - - + a, az Ugy-
nevezett n-edik részletosszeg. A Y7 | a, végtelen soron az (ay,s,) rendezett
part értjuik.

Kérdés, hogy miként tarsitsuk a végtelen 6sszeadéshoz annak végeredményét.
Ezt a kovetkezSképpen tessziik.

2. Definicié. Ha 3lim,,_,. s, = A, akkor amh, hogy a ZZOZI a, sor konver-
gens és dsszege A. Ha s, divergens, akkor a sor is divergens. Ha lim,, .. s, =
oo(—00), akkor Y | a, = 0o(—00).

3. Tétel. (A konvergencia szikséges foltétele.)
Ha 2> | a, konvergens, akkor lim, ... a, =0

n=1

Bizonyitas. Legyen a sorosszeg A. Ekkor s,_1 — A, igy a,, = s, —S,_1 — 0.

4. Allitas. A Y72 L sor divergens.



Bizonyitas. Tekintsiik a sor n-edik részletosszegét:

1+1+1+ +1
STL: — — —.
2 3 n

Errél a sorozatrol pedig mar belattuk (a sorozatokrol szolo gyakorlaton), hogy
divergens (és Osszege 00), igy készen is vagyunk.

5. Allitas.

o0

1

anq =1 ha |q| < 1, kilonben a mértani sor divergens
—q

n=1

Bizonyitas.
Legyen g # 1, ekkor az n-edik részletsszeg:

gt — 1
g—1°

Sn=1+q+ - +q" " =

Ha |¢| < 1, akkor s,, — 1, kiilénben divergens.
q

6. Allitas. Eqy nemnegitiv tagi sor pontosan akkor konvergens, ha részlet-
osszegeinek sorozata korldtos, tovdbbd, ha eqy nemnegativ tagi sor divergens,
akkor dsszege 0o.

Bizonyitas. Trivialitas, az olvaséra hagyjuk.

7. Allitas. Legyen 1 < a. Ekkor
EOO L < 00
ke '
k=1

Ha o < 1, akkor a sor divergens.



Bizonyitas.

Az 1 < « esetén a sor konvergenciajat mar belattuk az oktober 10-iki gyakor-
laton, tudniillik az n-edik részletdsszeg-sorozatot vizsgaltuk.

Ha o < 1, akkor

=1 =1
Z@>Z;7
k=1 k=1

ha 2 < k. A jobb oldali részletosszeg sorozat nem korlatos, igy a bal oldali
sem lehet az, vagy a tekintett sor ez esetben divergens.
|

8. Tétel. (Cauchy-kritérium)
A Y% | ay sor pontosan akkor konvergens, ha

Ve>03w:Vn,m>v:|ap + Gpio+ -+ an| <e.

Bizonyitas. A részletosszeg-sorozatot nézve a kovetkezét irhatjuk:

Sm = Sn = Qpy1 T Apyo + -+ Q.

Erre a kiilonbség-sorozatra alkalmazva a Cauchy-féle bels6 konvergencia kritéri-
umot készen vagyunk.

Folmeriil az a probléma, hogy két (vagy tobb) konvergens sort Gssze lehet-e
adni? Tme.

9. Tétel. (Linearitds)

Legyen Y~ a, €s Y . b, két konvergens sor, illetve X\, p € R. Ekkor

)\-Zan—l—u-an = Z(x\an—k,ubn) < 0.
n=1 n=1 n=1



Bizonyitas. A sorozatok limeszképzése linearitasara vonatkozo tétel alapjan

nyilvanvalo.

10. Tétel. (Zdrdjelezhetdség)

Legyen Zj; a; eqy konvergens sor, (ng) egy olyan indexsorozat, amelyre

ny = 1, tovabbd
’I’Lk+1—1

by == Z a;.

J=nk

Ekkor Y. | by, is konvergens és dsszegeik megegyeznek, azaz

0o oo MNgr1—1 oo
d =) (> a) =) a;
k=1 k=1 j=ng 7j=1

11. Megjegyzés. Gondoljuk meqg ezeknél a tételeknél, hogy ha a foltételekbdl
elhagyunk, példdul a sor konvergencidjdt, akkor mit dllithatunk.

. 21 2 o) . , . ,
Bizonyitas. A > ;=1 @; sor n-edik részletGsszeg sorozata konvergens, igy a
zardjelezett sor részletosszeg sorozata ennek egy részsorozata, tehat konver-

gens.

12. Tétel. Egy konvergens sor tagjai kozil véges sokat elhagyva vagy véges
sok 1y tagot hozzdvéve a sor konvergens marad - az 0sszege viszont vdltozhat.

Bizonyitas. Trivialitas, az olvasora hagyjuk.
|

Korabban lattuk, hogy csupan a zardjelezéssel megvéltozhat egy sor Gsszege.
Most ratériink ennek vizsgélatara.



13. Definicié. A Y 7, a, sor abszolit konvergens, ha Y -, |a,| konver-
gens. Eqy konvergens, de nem abszolit konvergens sort feltételesen konver-
gensnek hivjuk.

Vegyiik észre, hogy 3lim |a,| # 3lim a,.. Vajon hogy alakul ez a sorok esetén?
14. Tétel. Minden abszolit konvergens sor, konvergens is.

Bizonyitas.

Legyen » > a, abszolut konvergens. Ekkor a Cauchy-kritérium alapjan

Ve >0 3v: |aps1| + |ange| + - +am| < e, Vn,m > v esetén. A haromszog-
egyenlGtlenség miatt:

a1+ anpo + 4 | < ana] + |anae| + -+ |am| <e.
Ez pedig azt jelenti, hogy a > - a, is kielégiti a Cauchy-kritériumot, azaz

konvergens.

Bizonyitas nélkiil megemlitjiik, hogy egy abszolit konvergens sor barmely
atrendezettje is konvergens marad, és Osszege ugyanaz, mit az eredeti soré.

A feltételesen konvergens sorok viszont lehet&séget adnak arra, hogy példaul
a széles publikumot elbtivoljiik.

15. Tétel. (Riemann)

Ha a )" | a, sor feltételesen konvergens, akkor dtrendezhetd ugy, hogy az
dsszege 00, —oo legyen, tovdbbd VA € R esetén dtrendezhetd gy is, hogy
az dsszege az A legyen, illetve olyan is van, amelyik divergens, és nincsen
0sszege.

Miel6tt a bizonyitasra ratérnénk bevezetiink két fogalmat.

Legyen = € R tetsz6leges. Ekkor x pozitiv részén az

+  J =z haO<ux
v 0, haz <0
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szamot értjiik, mig negativ részén az

~ | =z, haz <0
roT 0, haO<u

szamot. Vegyiik észre, hogy mindkett6 nemnegativ.

Bizonyitas.

Csak azt a részt bizonyitjuk, amikor is véges Gsszeghez konvergald sort ka-
punk.

Legyen ), a, feltételesen konvergens, tovabba ennek pozitiv részét jelolje
a;, negativ részét pedig a, . A foltételes konvergenicabol kovetkezik, hogy

o0 o0
+ - _
g a, = 00, g a, = 00,

n=1 n=1

kiilonben példaul, ha "> | a;f konvergens, akkor Y 7 |a,| = > 7 24t —a,
is konvergens volna. Legyen A egy tetszGleges valos szam - amelyet a sor
Osszegévé kivanunk tenni. Vegyiink annyi pozitiv tagot az eredeti sorrendben,
hogy az Osszeg éppen meghaladja A-t. Ezutan annyi negativ tagot, hogy
a részletosszeg éppen A ala keriiljon. Ezt kovetSen vegyiik ugy a pozitiv
tagokat, hogy a sorOsszeg most megint éppencsak meghaladja az A-t,...és
ezt az eljarést folytassuk a végtelenségig. A részletosszegek az A-t6l nem
tavolodnak el jobban, mint az aktuéalis utolséként hozzévett a,. Mivel ap — 0,
igy biztosak lehetiink abban, hogy a sordsszeg valoban A lesz.

Hogyan dontsiik el egy sorrol, hogy az konvergens-e (abszolut konvergens-
e) vagy sem?A Cauchy-kritérium ugyan segit ebben, &m hasznalata gyakran
nehézkes. A kovetkezsket allithatjuk.

16. Tétel. (Majordns kritérium)

Tfh. 3707 [ an €s Y| by, sorok tagjaira minden, elég nagy n-re teljestl, hogy
lan| < b,. Ekkor, ha a ) . b, sor konvergens, akkor > >~ | a, abszolit kon-
vergens.



Bizonyitas.

Tth. |a,| < b, Vn € N esetén. (Ezt megtehetjiik, hiszen véges sok tag megval-
tozatdsa nem befolyasolja a sorok konvergenciajat.) Ekkor > 7 |a,| rész-
letGsszegel nem nagyobbak a Y > | b, megfelel§ részletosszegeinél, melyek
foliilrsl korlatosak (hiszen a sor konvergens), ez viszont azt jelenti, hogy a
Yoo |an| részletosszegei is korlatosak, vagyis >~ | |a,| konvergens.

|

Példaul a )7 | 2" konvergens, hiszen |23 < 1 minden n-re, ésa ) " | &
konvergens.

17. Tétel. (Gyokkritérium)

o
lim {/]an] < 1= |a,| < oo
n—oo

n=1

Masképpen fogalmazva: ha 3q < 1 szdm, melyre {/|a,| < q teljesil minden
elegendden nagy n-re, akkor a Y |a,| < 0o, vagyis abszolit konvergens.

Bizonyitas.

Utobbit bizonyitjuk, abbdl ugyanis konnyen kijon az elsé forma.

A foltétel szerint |a,| < ¢" minden elegendGen nagy n-re. MlIvel > >°  ¢"
konvergens, igy a majorans kritérium alapjan készen vagyunk.

Ha most ¢-t ugy valasztjuk, hogy lim, ., {/|a,| < ¢ < 1, akkor alkalmazzuk
az el6bb bizonyitott allitast.
|

Vegylik észre, hogy a foltételek csupan elegenddek, kozel sem sziikségesek
ahhoz, hogy egy sor konvergens legyen.

18. Tétel. (Hanyadoskritérium)

[e.e]
.G
lim | 2+1]<1:>Z\an|<oo.

n—00 n
n=1

Masképpen fogalmazva: ha 3qg < 1 szdm, melyre \%| < q teljesil minden
elegendden nagy n-re, akkor a Y |a,| < 0o, vagyis abszolit konvergens.
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Bizonyitas.

Ismét utébbit latjuk be, mert abbol kovetkezik az els6ként megfogalmazott
allitas.

A foltételbdl vilagos, hogy valamely ng esetén |a,| < ¢" ™ - |a,,| Yn > ng
esetén. Legyen ¢ := ¢ ™la,,| € R. Mivel Y ° ¢ ¢" konvergens, ezért a
majorans kritériumot folhasznalva készen vagyunk.

c sz

ezen tételiink masik formajanak bizonyitasat.

|
Példaul > 07 n - 2" abszolut konvergens, ha |z| < 1, ugyanis ‘("JIF;)—JLTM =
]x|@—>\x| <1, han — oo.
A kovetkezd tételek bizonyos specialis alakt sorok konvergencidjara adnak
elégséges foltételt.

19. Tétel. (Leibniz-kritérium vdltakozo eldjelid sorokra)

Ha az a,, sorozat monoton csokkenve tart nulldhoz, akkor ay oo (—=1)""*-a,
sor konvergens.

Bizonyitas.

Az n-edik részletosszeget, azaz s,-t tekintve a foltételbdl kévetkezik, hogy
Vn-re:
Sg < 84 <o SS9 S Sop—1 S Sop-3 S v <83 < S

Tehat az son részsorozat monoton novs és folilrsl korlatos, mig az s9, 1
részsorozat monoton csokkend és alulrdl korlatos, azaz mindkettd konvergens.
Mivel son — S9,_1 = a9, — 0, ezért a két részsorozat ugyanoda konvergal,
amibdl kovetkezik, hogy fésiis egyesitésiik s, is konvergens.

Példaul a > 7 sor feltételesen konvergens az el6bbi tétel alapjan.

n12



20. Tétel. (Dirichlet-kritérium)

Tfh. az a, sorozat monoton csokkenve tart a zéréhoz, illetve, hogy ay o by,
sor részletdsszegei sorozata korldtos. Ekkor Y | anb, konvergens.

21. Megjegyzés. Hab, = (—1)""1, akkor visszakapjuk a Leibniz-kritériumot.

A bizonyitast mell6zziik.

Konvergens sorok 6sszegérdl mar esett szo6. Mit lehet mondani szorzatukrol?
Szem el6tt tartva a késGbbieket, és a témara szanhat6 idé6t, itt csak egyetlen
dologrol beszéliink. Figyeljiik meg, hogy az indexelés nullaval indul.

22. Definicié. A )" ja, és a )y b, sorok Cauchy-szorzata a

(5 )

n=0 =0

végtelen sor.

23. Tétel. Tfh. a > " a, és a Y -, b, sorok abszolit konvergensek, és
osszegiik A, illetve B. Ekkor e sorok Cauchy-szorzata is abszolit konvergens
€s 0sszege A - B.

A bizonyitast itt is mell6zziik.

24. Definicié. Legyenek az fi, fa,... ugyanazon H halmazon értelmezett
valds értékd fiigguények. Amh. az f, figuvénysorozat pontonként konvergdl
az f : H — R fiigguényhez, ha

lim f, = f Vo € H.

10



Jelolése: f, — f.
Peéldaul, ha H = [0;1], f.(z) = 2™ konvergens a H-n, és hatarfiiggvénye

0, hao<zxr<1
f(x)—{ 1, haz=1

Legyen f,(z) = ZZ;& ok e [—%; 1. Ez a fiiggvénysorozat konvergens, st

akarhogy is adunk meg elére 0 < e-t, létezik hozza tgy v, hogy Vz esetén ez
a kiiszobindex megfelels, azaz talalhatd kozos kiiszob.

25. Definicié. Legyenek az fi, fa,... ugyanazon H halmazon értelmezett
valds értékd fliggények. Amh. az f, figguénysorozat egyenletesen konvergdl
az f: H— R fiigguényhez, ha

Ve>03Jv: |fulx)— f(z)| <e
Ve € H, Vn > v esetén.

Jelolése f, = f.

Igen érthetd Szasz Pal jegyzete e fogalom kialakitasakor is. A kovetkezdt
mondja. Tekintsiik az (f,,) fliggvénysorozatot a H halmazon és tth. f(x) =
lim f,(x) Vo € H esetén létezik és véges. Rogzitve az x-et, legyen ¢ > 0
tetszoleges. Irhatjuk, hogy

[f(x) = fulz)| <€

elegendGen nagy n-re. Marmost legyen m(x) az a legkisebb index, amelyt&l
kezdve mar az el6z6 egyenl6tlenség igaz. Ekkor a kovetkezs esetek valamelyike
fordulhat el6:

1. Ve esetén az m(x) korlatos H-n;

2. Je gy, hogy a megfelel6 m(z) nem korlatos a H-n.

Az els6 esetben, ha a e-hoz tartozo m(z) egy fols6 korlatja K, akkor |f(z) —
fo(z)| < € fonnall Vo € H esetén, vagyis a konvergencia egyenletes.

Gondoljuk meg, hogy a masodik eset mit jelent. (Pontonkénti konvergenciat. )

11



26. Tétel. (Cauchy-tétele egyenletes konvergencidra)

fm=fHneVe>03v:Vee HVnm>v: |fu(z) — fu(z)] <e.

Bizonyitas.

Tth. f,, egyenletesen konvergal az f fiiggvényhez a H halmazon. Adott £ > 0-
hoz valasszunk olyan v-t, hogy |f.(z) — f(z)| < § Vo € H és Vn > v esetén.
Ekkor nyilvanvaloan teljestil

Vee HVn,m>v: |folz) — fm(z)| <€
is.
Forditott iranyban: tth. f, kielégiti a

[fn(x) = fm(z)| < e

feltételt. Ekkor barmely rogzitett © € H esetén az f,(x) Cauchy-sorozat,
vagyis konvergens. Legyen

f(z) = lim f,(z) Vx € H

n—oo

esetén. Legyen € > 0 adott és valasszuk v-t |, hogy teljesiiljon:

Ve € HVn,m > v |fu(z) — fm(2)] <e.

Ha v < n rogzitett, akkor ebbdl a foltevésbsl

Fale) = F@)] = lim_|fu@) = ful)] <

minden x € H-ra.

27. Tétel. (Folytonos fiigguények egyenletes limesze)

Tfh. (fn) = f a H C R halmazon. Ha az f, figgvények folytonosak aza € H
pontban, akkor f is folytonos az a € H-ban.

12



Bizonyitas.

Legyen € > 0 adott. Az egyenletes konvergencia miatt $-hoz talalhato olyan
v, hogy az a kornyezetében

F(@) = flw)] < 5.

Mivel f, € C,, ezért £-hoz 30 > 0 ugy, hogy

£ (x) = fu(a)] < g ha |z — a| < 6.

Tehat

(@) =£(@)] = |f @)= @)+ fo (@)= f(@)+f (@)= f(@)] < S+2+5 =, hafo—a] <.

|
Masképpen is bizonyithattuk volna az el6z6 allitast. Ugyanis, ha a € H

nem torlodési pontja H-nak, akkor nyilvanvalo, hogy ott a hatarfiiggvény is
folytonos. Amennyiben a torlédasi pontja H-nak, akkor minden n-re

fula) = lim f,(x).

T—a

zeH

Egy kérdés van csak, hogy tudniillik igaz-e:

lim f(z) = lim fu(a) = f(a)?

T—a
xeH

Vagyis az a kérdés, hogy az x — a és n — oo hatarértékképzések sorrendje
folcserélhets-e? Erre ad valaszt a kovetkezd, altalunk itt nem bizonyitott
tétel.

28. Tétel. Legyen a € H torloddsi pontja a H halmaznak. Ekkor

fu(r) = f(2) = lim lim f,(z) = lim lim f, (7).

n—oo ¥ 7% n—oo
rx€H x€H

13



29. Megjegyzés.

1. Folytonos fiigguények nem egyenletesen konvergens sorozatdnak hatdr-
figguénye nem biztos, hogy folytonos.

2. Az egyenletes konvergencia a folytonossignak nem sziikséges foltétele,
azaz folytonos fiigguények pontonként is konvergdlhatnak folytonos fiigg-
vényhez.

Bizonyitas nélkiil kozliink egy olyan tételt, amely a késébbi félévek szempont-
jabol kiilonosen fontos.

30. Tétel. (Weierstrass I. approximdcios tétele)

Barmely f € Clay) fligguényhez és Ve > 0 létezik olyan p(x) polinomfiigguény,
hogy
|f(x) = p(z)] <e.

31. Definicié. Legyenek az f1, fo, ... figgvények ugyanazon a H halmazon
értelmezett valds értékd fiigguények. Amh. a > >, fn fiigguénysor pontonként

n=1

konvergens és dsszege az f : H — R fiigguény, ha Ve € H-ra a ) " | fu(z) =
f(x). H-t konvergenciatartomdnynak hivjuk. Jele: Y > | f, = f.

Tisztazzuk tehat, hogy az utébbi sor mar numerikus sor.

Lényegében a szamsorozatokrol tudottakat igyeksziink atvinni most is erre
az 1j fogalomra gy, hogy az esetleges kiilonbozdségeket - lehetGségeinkhez
képest - megemlitjiik.

32. Allitas. >0 f, = f & s, = Y., fr fiigguénysorozat pontonként
konvergdl az f figguényhez a H-n.

Bizonyitas. Trivialitas.

33. Definicio. Tfh. > 7 fn = f a H-n. Amh. a Y~ fn figgvénysor
egyenletesen konvergdl H-n, ha az s, =Y ,_, fx fligguénysorozat egyenlete-
sen konvergdl f-hez a H-n.
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Példaul Va € (0;1) esetén a Y > 2™ egyenletesen konvergens a [—a; a] inter-
vallumban. Ugyanez a sor nem egyenletesen konvergél a (—1; 1)-en.

34. Definicio. Y7, f, figgvénysor abszolit konvergens a H-n, ha ay - | fnl
konvergens a H-n.

Az elébbi példaban emlitett sor abszolut konvergens a (—1;1)-en.

35. Tétel. (Cauchy-kritérium figguénysorok egyenletes konvergencidjdra)

A 210;1 fn fiigguénysor pontosan akkor konvergdl eqyenletesen a H halmazon,
ha Ve >0 dv:

Vee H, Vnom: v<n<m.
Bizonyitas.

s sz

tételiinket.
[ |

Mar tapasztalatbol tudjuk, hogy szép-szép Cauchy bels6 konvergencia kritéri-
uma, de vajmi kevés hasznat tudjuk venni. Koszonjiik meg Weierstrassnak a
kovetkezd tételt.

36. Tétel. Tfh. vannak olyan a, € R szamok és van olyan ngy index, hogy a
> o> an sor konvergens, és|f,(x)] < a, Yz € H ésVn > ng esetén. Ekkor a
Y2 | fa fligguénysor egyenletesen konvergens a H-n.

Bizonyitas.

A numerikus sorra folirva a Cuchy-kritériumot, majd félhasznalva a majoraléd
tulajdonsigat kész.
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37. Definicid. Legyen (c,) egy szamsorozat és a € R. A
o0
Z ez —a)”
n=1

figguénysort ¢, egyiitthatogi, a kézépponti hatvdinysornak nevezziik.

Gondoljuk meg, hogy igen kénnyt ,behtizni” a nullaba a sor kozepét: u =
r — a transzforméacio ezt ugyanis megteszi. Ekkor Y | ¢,u™ alaki a sor.

38. Tétel. Legyen a Y~ c,x" hatvdnysor az xo helyen konvergens. Ekkor
Vo @ |z| < |zo| helyeken is abszolit konvergens és igy konvergens.

Bizonyitas.

Rogritstik az |z| < |xg| értéket. Ekkor

T n

lena™| < |epao™| -

Az xg-beli konvergencia miatt c,xq" — 0, tehat

< 1.

Zo

lepa™| < M - ¢, ahol q :=

(Honnan jon az M?) Igy kaptunk egy numerikus majoranst, azaz a hatvanysor
abszolut konvergens.

|
39. Tétel. (Cauchy-Hadamard)
Tekintstik oy .| c ™ hatvdnysort és legyen
0 ., ha limsup {/|c,| = oo;
R = 00 ., halimsup {/|c,| = 0;
(limsup /|c,|)7t,  kiilonben.
Ekkor a hatvinysor minden x : |z| < R helyen abszolit konvergens, és

minden x : |x| > R helyen divergens.
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A tételbeli R-et konvergenciasugarnak nevezziik.
Bizonyitas.

A gyokkritérium egy élesebb formajat hasznaljuk, amely azt allitja, hogy ha
lim {/¢, < 1, akkor a >~ |¢,| sor konvergens.

lim {/|c,zm| = |z| - lim /]c,| < 1
esetén a hatvanysor konvergens.
Ha lim {/|c,| = 0, akkor minden z-re teljesiil ez.
Ha lim {/|c,| = oo, akkor nem létezik = # 0, melyre igaz volna.

Ha 0 < lim {/]c,| valos, akkor az

értékekre igaz.

A divergencia eseteit hasonléan kapjuk.

Gondoljuk meg, hogy mi a helyzet az |z| = R esetekben.

Példaul tekintve a ) | 2" sort azt kapjuk, hogy R = 1.

40. Tétel. Legyen a Y~ c,x™ sor konvergenciasugara R # 0, tovdbbd 0 <
Ry < R (R = oo esetén Ro tetszdleges). Ekkor a hatvanysor a [—Ry; Ry
intervallumon abszolit és egyenletesen konvergens.

Bizonyitas.

A foltételekbdk azonnal adodik, hogy a hatvanysor Ry-ban abszolat konver-
gens. Mivel barmely z : |z| < Ry esetén

len™| < |en| Ro™,
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ezért a jobb oldalon allo kifejezésbdl sort alkotva kapunk egy numerikus ma-
joranst. Folhasznalva Wierstrass tételét, készen vagyunk.
|

Bizonyitéas nélkil emlitjiik meg a kovetkezs tételt.

41. Tétel. Minden hatvanysor 6sszegfiigguénye folytonos a teljes konvergen-
ciatartomdnyon.

Ennél sokkal tobb is igaz, de az eszkozpark a kovetkez félévben keriil folépitésre.

Végezetiil egy fontos példat mutatunk 6nallo allitdsként bevezetve.

42. Allitas.

Bizonyitas.

Legyen 0 < x rogzitett valos szam.

Tekintstik a kovetkez§ sorozatokat:
B DL gk L (1 T\"
=g te= (10 0)

Utobbi sorozatrol tudjuk, hogy konvergens és hatarértéke e*. A binomialis
tételbdl:

tn:i(n)xk " — 1) —2) - (0 — (k — 1))z*

g)r ST Kk =

k=0 k=2
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Folhasznalva, hogy x > 0 az utolsoé egyenl6tlenség folirasanal, igy tehat

e’ =limsupt, < limsups,.

n—oo n—oo

Itt kénytelenek vagyunk a limsupokat hasznalni, mert még nem tudjuk, hogy
s, konvergens-e.

Tekintsiik most a masik irdnyt. Folhasznalva t,, elGallitasat, ha 2 < m < n
kapjuk, hogy

2 1 m 1 2 -1
ltat (1= )4 (1= ) (1=2) (1= 252 <,
21 n m! n n n

Rogzitsiik m-et, és n-et tartassuk a végtelenbe. Ekkor

2 m

x x ..
Sm=14+2z+—+---+ — <liminft,
2' m' n—oo

Most tekintsiik az utoébbi egyenlStlenséget, és tartassuk m-et a végtelenbe,
és helyettesitsiik be ezt a masik egyenl6tlenségbe. Kapjuk:

limsupt, <limsups, <e* <liminfs, <liminft,,

n—00 n—oo n—oo n—oo

azaz
lim s, = e”.

n—o0
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