Bevezetés az analizisbe

ElSadas vazlat.
2009. sz

3. el6adas

Téma: Fiiggvények hatarértéke, folytonossaga. Intervallumon folytonos fiig-
gvények tulajdonsagai.

1. Definici6. (A folytonossig Cauchy-féle definicidja)

Legyen f(x) értelmezve az a pont valamely kornyezetében. Azt mondjuk, hogy
az f(x) folytonos az a helyen, ha Ye > 0 3§ = d(g;a) : |z —a] < 6 =
[f(@) = fla)] <e.

Ezzel ekvivalens a kévetkezs, tn. Heine-definicio:

2. Definicid. Legyen f(x) értelmezve az a pont valamely kornyezetében. Azt
mondjuk, hogy az f(x) folytonos az a helyen, ha Vz,, € Dy esetén x,, — a =

f(an) = f(a).

3. Tétel. A két definicio ekvivalens.

Bizonyitas.

Legyen f(x) az a pontban folytonos az elsg definici szerint, és legyen x,, —
a (x, € Dy). Ekkor f(z,,) — f(a), hiszen Ve > 0 esetén elegendGen nagy n-re
|f(zs) — f(a)] < e, mert elegendGen nagy n-re a sorozat az a e-kornyezetébe
esik az els6 definicié alapjéan.

A masik irdny bizonyitasahoz tegyiik fol, hogy az f(x) az a pontban az elsé
definici6 szerint NEM folytonos: d¢y > 0, amelyhez nincsen megfelelGen kicsi
kornyezete a-nak, azaz a barmely kornyezetében van a Dy-nek olyan x pontja,
hogy |f(z) — f(a)| > eo. Igy az a pont i-kérnyezetében 3z, € Dy PONT,
hogy | f(z,)— f(a)| > eo(n =1,2,...). Ekkor x,, — a, &m f(z,) - f(a). Van



olyan a-hoz tartd sorozat tehat, hogy a megfelels fiiggvényértékek sorozata
nem tart f(a)-ba.
|

Gondoljuk meg a kovetkez6t: ha egy fliggvény egyetlen pont kivételével min-
deniitt értelmezett, és ,kozel” keriiliink ehhez az emlitett ponthoz, akkor
tudunk-e, és ha igen akkor mit tudunk mondani a megfelels fiiggvényértékekrsl
(azok sorozatarol)? Ebben segit a kovetkezd definicio.

4. Definici6. Legyen f(x) értelmezve az a hely valamely kérnyezetében, kivéve
esetleg magdt az a-t. Azt mondjuk, hogy az f fligguénynek létezik a hatdrértéke
az a helyen, és ez az A szdm, ha

Ve>030=0(c,a):0< |z —al<d=|f(z)—A| <e.

Ez a hatarérték Cauchy-tipustu definicija. Varhato, hogy van Heine-féle is.
Ime.

5. Definicid. Legyen f(z) értelmezve az a hely valamely kornyezetében, kivéve
esetleg magdt az a-t. Azt mondjuk, hogy az f figguénynek létezik a hatdarértéke
az a helyen, és ez az A szdm, ha

Vz, € Dy :z, — a= f(z,) — A

Fonti szituaciot lim, ., f(z) = A jeloli.

Most is igaz, hogy
6. Tétel. A két definicio ekvivalens.

Bizonyitas. A folytonossagnal latott bizonyitas adaptalasaval megmutathato.

Az f(z) = % fiiggvényt tekintve lathato, hogy ha kozel vagyunk a zéréhoz,
akkor a fliggvényérték nagyon nagy. Ez motivalja a kdvetkezst.



7. Definicié. Legyen f értelmezve az xo valamely kornyezetében, kivéve e-
setleg magdt az xo-t. Az f hatdrértéke az xo-ban oo (—oc), ha YK szimhoz
30 > 0 dgy, hogy 0 < |x — xo| < § maga utdin vonja, hogy K < f(x)
(f(z) < K). Ezt lim,_.,, f(x) = oo jeloli.

Ugyanezen fiiggvénynél érezziik, hogy ha x-et minden hataron tual noveljiik,
akkor a fiiggvényértékek egyre jobban megkozelitik a nullét.

8. Definicid. Legyen f : (a;00) — R. Az f hatarértéke a oo-ben A, ha
Ve > 0-hoz 3K gy, hogy K < x maga utin vonja, hogy |f(z) — A| < e.
Jelolése: lim, ., f(z) = A.

Fantaziank azt diktalja, hogy lennie kell még legaldbb egy esetnek. Ez igy is
van:

9. Definicid. Legyen f : (a;00) — R. Az f hatdrértéke a co-ben oo (—o0),
ha ¥ P-hez 3K gy, hogy ha K < z, akkor P < f(z) (f(z) < K ).

Tekintsiik példaként a kovetkezd feladatot:

lim tan .

jus
LU—>2

Ezt nem tudjuk megvélaszolni, hiszen nem mindegy, hogy a 5 melyik oldali

kornyezetét tekintjiik, masképpen fogalmazva, hogy a 5-héz melyik iranybol
tartatjuk az x-et. A problémat fololdhatjuk a kévetkezs fogalom bevezetésével.

10. Definici6. Legyen f : (a;b) — R. Az f jobboldali hatarértéke létezik az
a helyen és értéke A, haVe >030 >0:0<z—a<d=|f(z)—A| <e.

Hasonléan értelmezhets a véges helyen bal oldali véges hatéarérték.

11. Definici6. Legyen f : (a;b) — R. Az f jobboldali hatdrértéke az a helyen
00, ha VP szdmhoz 36 > 0 gy, hogy 0 < x —a < § esetén P < f(x).

Hasonléan értelmezhets a véges helyen bal oldali végtelen hatéarérték.

A féloldali hatarérték mintajara a féloldali folytonossag is bevezethetd.



12. Definici6. Legyen f : [a;b) — R. Az [ fiigguény folytonos jobbrol az a
helyen, ha

Ve>030>0 :0<zx—a<d=|f(x)— fla)] <e.

13. Definici6. Legyen f : (a;b] — R. Az f fiigguény folytonos balrél a b
helyen, ha

Ve>030>0 :0<b—ax<d=|f(x)— f(b)] <e.

14. Definici6.

feCuab) & feCyy, Vg € (a;b);
[ €Cuy & f ey, Vay € (a;b), tovdabbd a-ban jobbrdl, b-ben balrdl folytonos.

15. Allitas. Valamely f figguény pontosan akkor folytonos az xo € Dy
helyen, ha ott balrdl is és jobbrol is folytonos.

A bizonyitast az olvasora hagyjuk.
Egy érdekes példa a Riemann-fiiggvény:

{O, ha z € Q*

f(z) = L haz=2 pqgeZ0<q(pg) =1

Ennek a fliggvénynek minden értelmezési tartomanyaba esé helyen létezik a
hatarértéke, ami zér6 (holott a fiiggvény nem az azonosan nulla fiiggvény),
minden irracionalis helyen folytonos és egyetlen racionalis helyen sem folytonos.
Probélja meg az olvasd belatni a Riemann-fliggvény félsorolt tulajdonsagait.

Egy masik hasznos feladat, ha a Tisztelt Olvasd az Osszes eddigi Cauchy-
tipusi definiciot megfogalmazza Heine-tipusiként is.

Feladatmegoldas szempontjabol alapvets a kovetkezd



16. Lemma.

f e Gy = lim f(x) = f(zo)

T—T0

A bizonyitast itt is mell6zziik.

Folmeriilhet a kérdés barkiben, hogy a hatéarértékképzés és a fliggvények
kozotti miiveletek miként viszonyulnak egymashoz, illetve, hogy a folytonos
fiiggvények osztalya mely miiveletekre zart?

Ezekrol szolnak a kovetkezs tételek. (Jelen véazlatban csak a folytonossag
és a muveletek kapcsolatarol frunk. A hatarértékre a tétel igen egyszertien
atvihetd.)

17. Tétel. f,ge Ci, \,p e R =

o \f+pug € Cy;
b f'geCa;
e ha g(a) #0, akkorfe Cl.

Bizonyitas.

A folytonossiag Heine-féle definiciéja alapjan, ha az x, — a tetszGleges
sorozat, akkor f(z,) — f(a), g(x,) — g(a). A sorozatok limeszképzésének
linearitasara vonatkozo tétel alapjan az els6 és méasodik allitas magatol értetédik.

Ha g(a) # 0, akkor tth. 0 < g(a). A folytonossag miatt 39 : |z — a| < d

esetén @ < g(z) < 397@, azaz g(x) # 0 ebben a dp-kornyezetben, tovabba

igaz az is, hogy

18. Tétel.



Bizonyitas.

Legyen x,, — a. Ekkor y,, :== g(z,,) — g(a) =: yo, tovabba f(y,) = f(g(z,)) —

fg(a)) = f(yo)-
|

Ha az f(z) = 1 fiiggvényt tekintjiik példaul az [1;2] intervallumon, illetve a
(0; 1) intervallumon, akkor sok érdekességet megfigyelhetiink.

19. Tétel.
fe C[a;b] = dK : |f’ < K

Bizonyitas.

Indirekt modon tth. f nem korlatos az [a; b] intervallumon. Ekkor semmilyen
K széamra nem teljesiilhet, hogy:

1f(2)| < K Va € [a;0].

Tehat minden n-hez van olyan z,, € [a;b], melyre |f(z,)| > n.

Tekintsiik az x,, sorozatot, mely keletkezése folytan korlatos, igy van konver-
gens részsorozata, és legyen: o := limy_, o Tpp.

a € [a;b], hiszen a sorozat minden tagja innen szarmazik, tovabba mivel
f € Cy, ezért f(xn) — f(a), tehat az f(x,;) sorozat korlatos, ami ellent-
mond annak, hogy |f(z..)| > nx Vk-ra. Tehat a fiiggvény korlatos az [a; b
intervallumban.

Vizsgalja meg a Tisztelt Olvasd, hogy nem korlatos, illetve nem zart inter-
vallumon folytonos fiiggvényrél biztosan elmondhtaja-e, hogy korlatos.

20. Tétel.

J € Clagy = Fmin f(@), r?%ff(x)



Bizonyitas.

El6z6 tételiink alapjan Isup f([a, b]), jelolje ezt M, megmutatjuk, hogy M €
f([a,0]).

Ha n € N, akkor M — & nem f6ls6 korlatja f([a, b])-nek M értelmezése miatt.
Tehat van olyan z, € [a;b] pont, melyre f(z,) > M — L. Tekintve az z,
sorozatot az korlatos , igy létezik konvergens részsorozata, legyen tehat a :=
limyg 00 Tnp, @ € [a;0].

Mivel f € C,, ezért f(x,;) — f(a). Tekintettel, hogy

1
M__<f(xnk)§MVk7
ng

ezért a rend@relv miatt:
M < f(a) < M,

vagyis f(a) = M. Igy készen vagyunk.

A minimum létezése hasonléan bizonyithato.

21. Tétel. (Bolzano-Darbouz)
Ha f € Clay, akkor f az [a;b] intervallumban folvesz minden f(a) és f(b)

kozotti értéket.

Bizonyitas.

Tth. f(a) < ¢ < f(b), és legyen A := {x € [a;0] : f(x) < c}.
A = () és korlatos, igy Isup A =: «, ahol « € [a;b].

Mivel f folytonos a-ban, és f(a) < ¢, ezért alkalmas d-ra az [a;a + §) inter-
vallumban f(z) < ¢, azaz a < «. Hasonlé moédon a b-beli folytonossagbol
alkalmas (b — 9; 0] intervallumban ¢ < f(x), azaz o < b. Megmutatjuk, hogy

fla) =c.



Ha ¢ < f(«a), akkor (o — &;« + §) intervallum, hogy ebben ¢ < f(z). Ez
viszont azt jelenti, hogy a # sup A, ami nyilvan ellentmondas.

Ha f(«a) < ¢, akkor 3(av — 0; o + ) intervallum, amelyben f(z) < ¢. Ekkor «
megint nem az A f6lsé hatara, mert A-ban vannak a-nal nagyobb z-ek.
|

22. Kovetkezmény. Ha 0 < a € R, k € N, akkor 3b > 0 valos szam, hogy:
b = a.

Bizonyitas.

f(z) = 2% € Cloa41), s mivel f(0) =0 < a, valamint f(a+1) = (a+ 1)* >
a+1 > a, ezért a B-D tulajdonsaghol kévetkezik, hogy 3b € [0;a+ 1] : b* =
f(b) =a.

|

23. Definicié. Az f fiigguény egyenletesen folytonos az I intervallumban,
ha

Ve>030=0(e) >0: Vrg,x1 €1 |21 — 20| <= |f(21) — f(20)| < E.
Vagyis akadrmilyen elére adott e-hoz helytdl fiiggetleniil talalhato 6.

24. Tétel. Ha f € Cloy), akkor f egyenletesen folytonos az [a;b] interval-
lumban.

Bizonyitas.

Indirekt médon tfh. a fiiggvény nem egyenletesen folytonos, azaz

Jeo >0 Vo >0 3", 2" 2" — 2" <des|f(a)) — f(a")] > eo

Rogzitsiik eo-t és tekintsiik a § = 1, %, %, .
a2l x” helyek, amelyekre

ni»r'n

értékeket. Ekkor vannak olyan

n n —

1
ot € [0, Joly — 2] <~ 1) = Fa)] = 2o,

8



Mivel 2/, sorozat korlatos, igy van konvergens részsorozata: x',, — xy €
[a; b], tovabba x”,, — x¢, hiszen |2/, — 2", | < %

Folhasznalva f folytonossagat kapjuk, hogy f(z'y,) — f(xo) és f(2",,) —
f(xp) valamint a sorozat konstrukcidja miatt:

|f(m,nk) - f(xﬁnk” Z €0,

ami ellentmondas.

25. Definicié. Legyen f értelmezve az a pont eqy kornyezetében, kivéve e-
setleg magdt az a-t, és tfh. f nem folytonos a-ban. Ha lim, ., f(x) létezik és
véges, és a ¢ Dy, avagy f(a) # lim,_, f(x), akkor amh. f-nek megszintet-
hetd szakaddsa van a-ban.

26. Definicié. Ha lim, ., f(x) nem létezik, és

lim f(z), lim f(x)

x—a—+0 r—a—0

léteznek, akkor azt mondjuk, hogy f-nek ugrashelye van a-ban.

Az eldzdben definidlttal eqyiitt a kettd esetet elséfoki szakaddsi helynek nevez-
ziik, minden mds esetben mdsodfaji szakaddsrol beszélink.

Megemlitiink egy nagyon fontos tételt, amely sokat lenditett az analizis ku-
tatasan, s6t, a halmazelméletén is.

27. Tétel. Ha f monoton az I intervallumban, akkor I-ben legfoljebb megszdam-
lalhato sok szakaddsa van.

Bizonyitas nélkiil kozoljiik az alabbi tételt. A bizonyitas megtalalhato példéaul
a Laczkovich-T.S6s Analizis L. c. jegyzetben.

28. Tétel. Legyen f szigorian monoton novekvd (csikkend) az I intervallu-
mon. Ekkor



o [~ szigorian monoton névekvd (csékkend) az f(I) intervallumon;

o [~ az f(I) minden pontjiban folytonos.

Elsbbi tételnek egy olyan valtozata, amelynek bizonyitasa N.Z. Hafo” jegy-
zetében megtalalhato.

29. Tétel. f € Ca;b), fszigorian monoton névd, a = inf,cpep f(x), B 1=
SUP,cep f(2) = 3f 71 (s B) — (a;b), amely monoton névekedd és folytonos
az (a; B) intervallumon.

Bizonyitas.

Nem bizonyitjuk. Annyit emlitiink csak, hogy a Bolzano-Darboux tulajdon-
sag az alapja.
|

Folhivjuk a figyelmet, hogy az inverzfiiggvény képzése nem mindig olyan
egyszer(. Gondoljuk meg példaul az f(z) = sin x fliggvény invertalhatosagat.
Az konnyen kiderithets, hogy az egész értelmezési tartomanyan nem invertal-
hato, mivel ott nem injektiv. Lesziikitve azt a a [—7; 7] intervallumra mar
invertalhato lesz, és inverzén azt a fliggvényt értjiik, amelynek értelmezési
tartomanya a [—1; 1] intervallum, hozzarendelési szabélya pedig:

T m

f(z) = arcsinz € [—5, 5} :

Keérjuk a Tisztelt Olvasot, hogy 6nall6 munka keretében tegyen szert a tovabbi
trigonometrikus fiiggvények inverzeinek megismerésére.

Hatramaradt két fontos tétel.

30. Definicid. Legyen a <0, x € R, (r,) € Q Vn € N esetén olyan, hogy :

r, — r.EBkkor
a® = lim a™.

Tn—T

31. Tétel. A definicio jo, azaz a™ konvergens és hatdrértéke barmely x-hez
tarto r,, sorozat esetén a”.

10



Bizonyitas.

Legyen 1 < a, xg € R, és r, — z( raciondlis tagt rogzitett sorozat. Tudjuk,

hogy
la™ —a™| < a"™|a™ " — 1.

Az r,, konvergens, igy korlatos: r,,, < K, ahol 0 < K € Q, ekkor

la™ —a"™| < Mla™ "™ — 1] < M(a'T”_T’"‘ - 1),

ahol M := a*.

Mivel {/a — 1, n — oo esetén, igy 3l € Z:

£
Ja—1| < —.
WVa—1]< 4

Mivel az r,, sorozat konvergens, igy a Cauchy-féle belsd konvergencia kritérium
szerint dv : Vn, m > v esetén

1

[T — | < 7

Irjuk ezt a kitevébe és hasznaljuk a mar ismert monotonitasi tulajdonsagot:

’arnfrm _ 1‘ S %’

vagyis
3
la™ —a"™| < MM =g, Vn,m > v,
vagyis az a’™ egy Cauchy-sorozat, azaz konvergens.

Lassuk, hogy a hatarérték egyértelmid. Legyenek indirekte 7/, r xy-ba tarto
olyan racionalis tagi sorozatok, amelyekre:

A — a, a" — 0, és a # .

Képezziik az 1/, ! sorozatok fésts egyesitését, jelolje azt r,. Ekkor az a™
sorozatnak két torlodési pontja van, viszont a fontiekbdl tudjuk, hogy a™

11



konvergens. Ellentmondéashoz jutottunk, amit csak tgy oldhatunk fol, hogy
az egyvesszis és a kétvesszds sorozat esetén ugyanaz a hatarérték.
|

Az a” exponencialis fliggvény tehat minden valds szdmra értelmezett, 1 < a
alap esetén monoton nové, a = 1 esetén azonosan 1, 0 < a < 1 esetén
monoton csokkend. A miiveleti szabélyok az értelmezés miatt nem valtoznak
(épp ez a lényeg, direkt igy csinaltuk - permanencia elv).

Annyit azért megemlitiink, hogy a mitveleti szabalyok bizonyitasit megéri
egyszer megcsinalni.

Az exponencialis fliggvény inverzének megalkotédsahoz az alapra: a # 1.
Ekkor mar vagy névé vagy csokkend, mindenesetre minketts esetben létezik
az inverz, mely szintén monoton novd, ha 1 < a vagy monoton csokkend, ha
0 < a < 1. Ertelmezési tartomanya (0; 0o), hozzarendelési szabélya:

f(z) =log, x € R.

32. Tétel. Az f(z) = (1+ )" monoton né a (—oo; —1) és (0;00) félegye-
nesek mindegyikén, tovdbbd

1\* 1\*
lim <1 + —) = lim <1 + —) =e.
rT——00 €T xr—00 x

A tétel igazolasahoz sziikségiink van egy kis segitségre, amelyet bizonyitas
nélkil kozliink.

33. Lemma. Legyen —1 < x. Ekkor

Ha 1l <bwvagyb<0, akk0r1+bx§(1+m)b.
Ha0<b<1, akkor(1+x)b§ 1+ ba.

Bizonyitas. (A tétel vazlatos bizonyitésa.)

Ha 0 <2 <y, akkor 1 < 2. A lemmébdl kapjuk

v
1\* 1 1
(1+—> >14+2->=1+-,
y Y x

8
SEENS
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és a hatvanyfiiggvény monotonitasabol:
1\Y 1\*
Yy x

Ha x < y < —1, akkor hasonléan kapjuk, hogy f monoton né.

A hatarérték létezik mindkét végtelenben (ez nem trivialitas), amely az e
szam definicioja miatt csakis e lehet.
[

Bizonyitéast nélkiilozve allitjuk a kovetkezdt.

34. Tétel. Tetszbleges b € R esetén:

lim (1 + E) = lim (1 + 9) = el
x T—00 T
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