Bevezetés az analizisbe

ElSadas vazlat.
2009. sz

2. eltadas

Téma: Sorozatok, korlatossag és monotonitas. Konvergens sorozatok. Egyenl&tlenség-
tételek. Torlodasi pont.

Szamos definiciéra van sziikségiink a kifejtends tételek miatt, igy mindenek
elstt azokat kozoljiik.

1. Definici6. Valds szamsorozaton az f(n) = a, : N — R fligguényt értjik.

Sorozat megadasa torténhet
e explicite - vagyis amikor f6lsoroljuk az elemeit, pl.: a,, = (1; % S S
e rekurzioval, pl.:a; =1, a0 =12 <n:a, = ap_1 + ap_os;

e tulajdonsag leirdsaval, pl.: a, = n. primszam.

2. Definicio. Az {a,};2, sorozat részsorozatainak az {a,,} alaki soroza-
tokat nevezziik, ahol ny < ng < -+ < ng < ... pozitiv egészek.

3. Definicié. Legyen k és | két indexsorozat gy, hogy értékkészleteik disz-
Junkt unidgja az N, tovdbbd (a;) és (b;) két sorozat. E kettd fésis egyesitésén
azt a (c,) sorozatot értjik, amelyre:

| a;, han=k(@);
T by, han=1(j).

4. Definicié. Legyen m az N permutdcidja - onmagdra vald bijektiv leképezése,
és (an) egy sorozal. E sorozat dtrendezésén az (ax(n)) sorozatot értjiik.



Az (ay) sorozat korlatos, ha értékkészlete korlatos. Ami ezzel ekvivalens az
alabbi

5. Definicié. Az (a,) sorozat korldtos, ha (3K € R) (Vn € N) : |a,| < K.
Ertelemszertien bevezethets a féloldali korlatossag fogalma is.

6. Definicié. Az (a,) sorozat « torloddsi pontjin értjik azt a szamot, a-
melynek barmely kornyezetébe a sorozatnak végtelen sok tagja esik.

Példa.
e a, = (—1)", melynek két torldasi pontja van: —1 és 1;

® a, = %, melynek egyetlen torlédasi pontja a 0.

Utobbi eset, tehat amikor egyetlen olyan szadm van, melynek barmilyen kis
koérnyezetébe a sorozatnak majdnem minden tagja megtaldlhatoé motivélta a
kovetkezdt. Emlékeztetnénk arra, hogy két, példaul a,b € R elem tavolsagan
az |a — b| kifejezést értjuk.

7. Definicié. Az (a,) sorozat konvergens és hatdrértéke az A szam, ha

Ve>0) (v eN): Vn>v): |a,— Al <e.

Fonti helyzetben a kovetkez§ jelolést hasznaljuk:

lim a, = A.

n—oo

8. Megjegyzés. Szimos ekvivalens definiciot lehet adni egy sorozat konver-
gencidjdra. A definicio eldtt leirt tulajdonsdg is eqy ilyen. Természetesen az
ekvivalenciat minden eseben bizonyitani kell.

Vegyiik észre, hogy ha egy sorozatnak véges sok tagja esik az (A —e; A+ ¢)
intervallumon kiviil, akkor végtelen sok esik bele. Forditva, ha végtelen sok
tag van az intervallum belsejében, akkor nem sziikségképpen véges sok esik
azon kiviilre.

Az el6z6 elGadéasban emlitettiik, hogy az R szeparabilis (Hausdorff) topologikus
tér. Szerencsére. Az alabb kovetkezs tétel megvilagitja, hogy miért kell ennek
oOriilni.



9. Tétel. (A hatdrérték unicitdsa.)

Ha az (ay,) sorozat konvergens, akkor hatdrértéke egyértelm.

Bizonyitas.

Indirekt moédon tth. van olyan (a,,) sorozat, amelynek legalabb két hatarértéke
létezik: a és b # a. Vegylik a és b egy-egy olyan kornyezetét, amelyek nem
nytlnak egymasba - ezek 1étezését garantalja a Hausdorff-axioma. Legyen ez
a @ sugaru mind az a, mind a b koriil. Mivel a és b hatarérték, azért vala-
mely tagtol kezdve a sorozat mindkét kornyezetbe bele kell tartozzék, ami
azok diszjunkt volta miatt lehetetlen. Ezzel ellentmondasra jutottunk, vagyis

foltevésiink hamis. Ezzel a tételt bizonyitottuk.
|

10. Definicié. Abban az esetben, ha a sorozat nem konvergens, akkor diver-
gens.

Folmeriilhet olyan eset, amikor egy sorozat alulrdl korlatos ugyan, ugyanakkor
mainden hatdron til nd.

11. Definici6. Az (a,) sorozat hatdrértéke oo, ha

(VK eR) (Iv=v(K)): (Vn>v): K <a,.

Ext a tényt
lim a,, = o0

jeléli.

A lim,,_,o a, = —o0 hasonléan definialhato.

Fontos tény az alabbi.

12. Tétel. (A konvergencia sziikséges foltétele.)

Konvergens sorozat korldtos.



Bizonyitas.

Legyen az (a,) sorozat konvergens, és hatarértéke az A szam. Tekintsiik ennek
az 1 sugari kornyezetét. Ezen intervallumon kiviil a sorozatnak legfoljebb
véges sok tagja van. Vegyiik a sorozatnak az A 4 1-nél nagyobb tagjai koziil
a legnagyobbat( a teljességi axiéma miatt ilyen van), ez a sorozat egy f6ls6
korlatja. Ha nincsen az A+ 1-nél nagyobb tag, akkor § maga egy fols6 korlat.
Hasonl6 okoskodassal az A — 1-nél kisebb tagok legkisebbikét (ha ilyen nincs,
akkor magat A — 1-et) véve a sorozat egy also korlatjahoz jutunk.

|

13. Tétel. (Részsorozatokra vonatkozo tétel.)

e Ha lim, . a, = A, akkor barmely részsorozata, bdrmely dtrendezése
konvergens, €s hatdrérétke az A szdm.

e Halim, ., a, = 00, akkor barmely részsorozata, barmely dtrendezése
18 oo-be tart.

o Halim, . a, =lim, .. b, = A, akkor fésis egyesitésiik is konvergens,
és hatarértéke az A szam.

e Ha az a, és a b, sorozatok £oo-be tartanak, akkor fésis eqyesitésiik is
oo-divergens.
A bizonyitast mell6zziik. (Ld. N.Z. Hafo.)
Emlékezziink az arkhimédeszi tulajdonsagrol szolo tételre. Segitségével az

ay = % sorozat hatarérétkét meg tudjunk mondani.

14. Lemma.

lim — =0.
n—oo 1

Bizonyitas.
Legyen adott a tetszélegesen kicsiny € > 0 szam. Ekkor a hatarérték defini-
civja alapjan:

1 1
= —0]=-<¢,
n n
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Néhény konkrét esetet bemutatunk.
15. Tétel. Konstans sorozat konvergens, hatdrértéke az adott konstans.

Bizonyitas. Trivialitas.

16. Tétel. Bdarmely rogzitett ¢ € R esetén

0o, hal<gq;
lim ¢" = 1, hag=1;
e 0, halg| < 1.

Ha g < —1, akkor q" oszcilldlva divergens.

17. Megjegyzés. Az (a,) sorozat oszcilldlva divergens, ha nem konvergens
és nem tart a oo eqyikéhez sem.

Bizonyitas.

Ha 1 < ¢, akkor a Bernoulli-egyenlStlenség alapjan
=04+ @-1))">1+n-(g—1), Yn e N,

azaz tetsz6leges K € R szamra, ha % < n, akkor K < ¢", vagyis q" — o0.

A g =1 eset nyilvanvalo.

Ha |¢| < 1, akkor 1 < i‘ Legyen € > 0 adott. Ekkor Jv, hogy v < n-re

g
1 ( 1 )" 1
_n — R > -,
lq| lq| 3

tehat |¢"| = |q|™ < €, ami azt jelenti, hogy ¢" — 0.

Ha g < —1, akkor péros kitevé esetén ¢ > 1, paratlan kitevs esetén ¢" < —1,
marpedig a fésiis egyesitésrol szolo tételbsl ez azt jelenti, hogy ekkor a (¢")
sorozat oszcillalva divergens.



18. Tétel. Bdrmely rogzitett 0 < a € R esetén lim, .., /a = 1, tovdbbd
lim,, .o ¥/n=1.

Bizonyitas.

Az els6 allitas bizonyitasdhoz legyen 0 < a rogzitett. Ha 0 < ¢ < 1, akkor az
el6z6 tétel értelmében (14 €)™ — oo, illetve (1 — )™ — 0. Igy létezik vy és
vy gy, hogy 11 < n esetén a < (14 ¢€)", és vy < n esetén (1 —e)" < a, azaz
ha vy := max(v; 1) < n, akkor (1—¢)" <a < (1+¢)" tehat 1 —e < Ja <
l+ee|a—-1|<e.

Ha 1 < ¢, akkor az el6zGekben tett megallapitasaink szerint az € = 1-nek
megfelels 1y megfeleld.

A masik allitas bizonyitasa a szamtani-mértani kozepekre vonatkozd Gssze-
fliggést hivja segitségiil.

o= /1.1 ; Ltetltyntyn _ n=242vn _ 1 1
1< Yn=31 1 n-Jn< £ = n2t _1+2<ﬁ n)g

2
1+ .

Az utolsd egyenlGtlenség jobb oldalan \/lﬁ — 0, hiszen y/n — oo, ha n — 0.
Azaz,

1< n <1,

valahonnan kezdve mar biztosan teljesiil. Szemléletiink alapjan vilagos, hogy

ezzel a bizonyitas kész.
|

19. Megjegyzés. Erezhetjiik, hogy eqy bizonyitdsban szemléletre hivatkozni
Lszentségtorés”. Valoban. Aldbb kozoljik, hogy miként vdlik precizzé a fonti
bizonyitds.

20. Tétel. Ha a, — a,b, — b, tovdbba v : Vn > v indexre a, < b,,, akkor
a <b.

A bizonyitasatol eltekintiink.



21. Megjegyzés. Az eldzd tételben az a, < b, foltétel nem mond semmivel
sem tébbet. Gondoljunk példdul az a,, =0, b, = % sorozatokra.

22. Tétel. (Rendor-elv.)

Legyenek az ay, by, c, sorozatok olyanok, amelyekhez taldalhato olyan v, hogy
Vn > v indezre:

tovabbd a,, — l,b, — . Ekkor c,, — 1.

Bizonyitas.
Legyen 0 < € rogzitett. A foltételek alapjén
dnVn>uv: l—e<a, <l+e,

valamint
v Vn>v: l—e<b, <l+e.

Legyen U := max(v, vy, 112). A fontiek alapjan Vo > 0 esetén
l—e<a,<c,<b,<l+e¢g,

azaz ¥Yn > U esetén |¢, — | < e.
|

A rendér-elv alapjan tehat mostmar biztosak lehetiink benne, hogy /n — 1.

23. Tétel. Ha a, — a,b, — b és a < b, akkor v, hogy VYn > v esetén
a, < by,.

24. Megjegyzés.
o Fnnek a tételnek a bizonyitdsdt is melldzzik.

o Az a < b foltétellel nem tudjuk dllitani, hogy a, < b, akdr egyetlen
indexre 1s. Példaként tekintsik az a,, = %, b, = _71 sorozatokra.



Foltinhetett, hogy az eddigiekben hasznaltunk olyan allitdsokat, amelyek
igazsagarol nem bizonyosodtunk meg. Ezt a hianyossagot most potoljuk.
25. Tétel. (A hatdrérték-képzés linearitdsa.)

Ha a, — a,b, — b, akkor VA, u € R esetén

Aolp+pi-by— N-a-+p-b.

Bizonyitas.

A bizonyitast két 1épésben végezziik. ElGszor a konstanssal szorzéasra vonatkozo
allitast mutatjuk meg.

Ha ¢ = 0, akkor ca,, = 0.

Legyen most 0 < |c| és 0 < ¢ tetszlleges. Az (a,) konvergenciaja alapjan
(la, —a| < e):
|cay, — ca| = |c||a, — a| < ¢,

ha\an—a|<|%|::é.

Az ehhez tartozo v kiiszobindextdl kezdve mar biztosan teljesiil, hogy |ca,, —
cal < e.

Masodik 1épésben az Osszegzéssel folcserélhetGséget latjuk be.
a, — Aa miatt Ve; > 0 3y : Vn > vy |a, — Aa| < &1, hasonloképpen
b, — pb miatt Veg > 0 vy 1 Vn > vy b, — pb| < .

Mivel
lan + b, — (Ma + pb)| < |a, — Aa| + |b, — pb] < ¢,

ha |a, — Aa| < 5 és [b, —pb| < 5. Ha az e, = 5 = §, illetve v := max(v, 1)
valasztassal éliink, akkor Vn > v esetén |a, + b, — (a + b)| < €.
|

26. Kovetkezmény.

lim a, =A< o0 < |a, — Al — 0

n—oo



27. Lemma. Ha a, — 0 és b, korldtos, akkor (a,) - (b,) := (an - b,) — 0.

Bizonyitas.
b, korlatossdga miatt 3K > 0 tgy, hogy |b,| < K Vn € N-re. Legyen ¢ > 0
tetszélegesen adott. Az a, — 0 miatt elegendSen nagy n-re: |a,| < . Igy

lay, - by| < (%)J(:g, Vn € N

eseteén.
28. Tétel.

lim a, = a, lim b, = b: lim (a, -b,) =a-b
Bizonyitas.

A foltételek alapjan (mindkét sorozat konvergens) mindkét sorozat korlatos,
tovabba folhasznaljuk a legutobb emlitett kovetkezményt (a, —a — 0,6, —
b — 0). Mivel:

ap by, —a-b=(a,—a) b, +a-(b,—b).

A lemma alapjan a jobb oldal mindkét tagja zérokonvergens. Az Osszegzésre
vonatkozo tétel alapjan az egész jobb oldal nullahoz tart. Ismételten fol-
hasznélva a kovetkezményt az allitas igaz voltat belattuk.

29. Tétel. Ha lim, . a, = a,lim, ..ob, = b és Vn € N esetén b, # 0,
tovabbd b # 0, akkor

Ezen tétel bizonyitasdhoz az el6z6 tétel értelmében elegendd belatni a kovetkezd
lemmaét.

30. Lemma. .
lim a, =a #0: lim — = —
n—oo n—0o0 (U, a



Bizonyitas.

Legyen 0 < ¢ adott. Kell: ]i — 1| < e. Folhasznéljuk, hogy

1 1_a—an

a, a a- ay

. . L 2 .
a, — a miatt Jv; Ggy, hogy v1 < n esetén |a, — a] < €%. Mivel 0 < %,

ezért Juy gy, hogy vs < n esetén |a, — a| < %, ami azt is jelenti, hogy
vy < n esetén ‘%' < |an| (0 < @ esetén a, > a — § a < 0 esetén pedig
an<a+|;ﬂ:%:—|;ﬂ).

Igy n > max(v, 1,) esetben

1 1 la — ay| ey .
a, a a-an| ol
|
31. Tétel.
Yn:0 < a,és lim a, = a: lim /a, = va
n—oo n—oo
Bizonyitas.

Az a, konvergencia azt jelenti, hogy

Ver >0 3y V> vy |a, —al < e.

Legyen 0 < ¢ rogzitett.

ap, — a

’\/a_ \/a

< <e

-

teljesiil, ha €1 := \/ae és v =1y, n > v.

Ha a = 0, akkor

IVan, — 0] = |Van| = Va, < g,

ha a, < €2, azaz ¢, =%, v = v;.

10



Az el6z6 tételben nem kotottiik ki, hogy 0 < a. Miért?
Bizonyitéas nélkil kozoljiik még a kovetkezét.

32. Tétel.
lim a, = a: lim |a,| = |a|

n—oo

Visszatériink a torlodasi pontokhoz, hiszen lathaté: minden hatarérték egy-
ben torl6dasi pont, am forditva ez nem igaz. S6t a torlodasi pontok szama
klasszifikalja is a sorozatokat. Fontos tulajdonsaga a korlatos sorozatknak a
kovetkezd.

Ha az a, sorozat folilrsl korlatos és nem tart —oo-hez, akkor Ve > 0, 3!S
szam azzal a tulajdonsiggal, hogy (S — ¢)-néal nagyobb tag végtelen sok,
(S 4 e)-nal nagyobb tag legfeljebb véges sok van a sorozatban. Ezt az S-
t a sorozat legnagyobb torloédasi pontjanak, avagy limesz szuprémumanak
hivjuk:

S = limsup a,.

Alulrol korlatos sorozat esetén analég moédon vezethets be a legkisebb tor-
l6dasi pont, masként limesz inferior (liminf a,,).

Miért is fontosak ezek? Lassuk.

33. Tétel. Az a, sorozatnak az o szdm torldddsi pontja pontosan akkor, ha
da,, részsorozat, melyre: limy_, a,, = .

Bizonyitas.
Elegenddség.

Ha az a,, — «, akkor Ve > 0 esetén valamely n-t6l kezdve

a—e<ay <a+e,

vagyis a sorozatnak végtelen sok tagja van az (« — €; «a + ¢) intervallumban,
azaz « torlodési pont.

11



Sziikségesség.

Legyen « torlodasi pont. Ekkor az (a—1; a+ 1) intervallumban megtalalhato
a sorozat valamely a,, tagja. Az (o — %; o+ %) intervallumban megtalalhato
valamely a,, # a,,, n1 < no tag, hiszen ellentétes esetben véges sok tag esne
ebbe az intervallumba. Folytatva ezt az okoskodést azt kapjuk, hogy

1 1
dng >np_1 >+ >n9 >ng: a—Egankga—kE.

A rendér-elv miatt tehat a,, — o.

34. Tétel. (Bolzano-Weierstrass tétel)

Minden korldtos sorozatbol kivdlaszthato eqy konvergens részsorozat. Mdskép-
pen fogalmazva eqy korldtos sorozat pontosan akkor konvergens, ha egyetlen
torloddsi pontja van, azaz

d lim a, = A < 00 & limsup a,, = liminfa, = A.
n—oo

Bizonyitas. Az oroszlanfogas modszere.

Tth. az [a;b] intervallum tartalmazza a sorozat tagjait. Felezziik meg ezt.
Legalabb az egyik fele a sorozatnak végtelen sok tagjat tartalmazza, legyen
ez [ai;b1], melyet megfelezve szintén elmondhat6, hogy legalabb az egyik
félben az a,, sorozat végtelen sok tagja megtalalhato. Jeloljiik ezt [aq; bo]. Ezt
az eljarast folytatva egy ([an;by,]) sorozathoz jutunk, melyre:

b—a

[n_1;bn_1] C [an; by],lletve b, — a, = TR

Utobbi tuladonsag mutatja, hogy az intervallumok hossza zérékonvergens. A
Cantor-axioma pedig azt mondja, hogy ez a sorozat egy a pontot hataroz
meg. Ez az « az (a,,) sorozat egy torlodasi pontja, mert véve annak barmely
kornyezetét, elég nagy n-re [a,; b,] benne van ebben a kornyezetben. Tekin-
tettel arra, hogy [a,;b,] az (a,) sorozat végtelen sok tagjat tartalmazza, igy

készen vagyunk.
|

Mar csak az van hatra, hogy megmutassuk: valoban létezik legkisebb és leg-
nagyobb hatéarérték, ha a sorozat korlatos.

12



35. Tétel. Eqy korldtos sorozat torloddsi pontjai kozott mindig van legkisebb
és legnagyobb.

Bizonyitas.

Legyen m < a, < M, tovabba a torlodasi pontok halmaza H. H # () a
B-W tétel miatt. Ha o egy torlodasi pont, akkor a,, — a. (m < a,, <
M, m < o < M ahatérérték egyenlStlenségi tételek miatt.) H tehéat nemiires,
korlatos, igy létezik szuprémuma, infimuma. Legyen 3 := sup H, tovabbé
0 < ¢ tetszbleges. Mivel 3 — ¢ mar nem fols6 korlatja H-nak, igy létezik
olyan « torlddasi pont, hogy

f—e<a<p.

Legyen most § > 0 olyan kicsi, hogy

f—e<a—-d<a<f.

Mivel a torlodasi pont, ezért végtelen sok n-re:

a—0<a, <a-+)d.

Igy igaz az is, hogy
f—e<a,<fPB+e¢

végtelen sok n-re. Ez pedig azt jelenti, hogy 6 € H a legnagyobb torlédasi
pont.

A torlodési pont 1étezésére adott szilikséges és elegendd foltétel bizonyitasabol
maér sejthetd, hogy a sorozatoknak van egy eddig nem emlitett tulajdonsaga.

36. Definicié. Az (a,) sorozat monoton névekedd (csékkend), ha

VneN: a, <apr1 (a1 < ay).
Szigoru relacid esetén szigori monotonitasrol beszéliink.

37. Tétel. Minden sorozatbol kivdlaszthato eqgy monoton részsorozat.

13



Bizonyitas.

Tth. a sorozatnak nincs legnagyobb eleme. Tekintsiik valamely a,, tagot,
melynél nagyobb tagja van a sorozatnak, kiilénben az aq,as,...,a,, koziil
a legnagyobb a sorozatnak is legnagyobb eleme volna. Legyen ez az a,,-nél
nagyobb tag a,,. Ennél nagyobb tag is kell legyen a sorozatban kiilénben az
ai, as, . ..,a,, kozil a legnagyobb a sorozat legnagyobb eleme volna. Ezt az
eljarast folytathatjuk a végtelenségig, és igy kapunk egy szigoritan monoton
novekedd részsorozatot.

Most tfh. van a sorozatban legnagyobb elem. Ha el lehet hagyni véges szamu
tagot a sorozatbol gy, hogy a megmarado sorozatban mar nincsen legnagy-
obb tag, akkor az el6z6 gondolatmenetet elvégezve ismét megkapjuk a kivant
sorozatot.

Ha elhagyva is véges sok tagot, a megmaradd sorozatban van legnagyobb
tag, akkor az az eredeti sorozatnak is legnagyobb tagja, és barmelyik tag
utan kovetkezk kozott is van legnagyobb. Legyen ay, a sorozat legnagyobb
tagja (tobb ilyen esetén valamelyiket jeloljiik igy), ay, az ay, utani tagok
koziil a legnagyobb, s.i.t. Kaptuk:

ki <k <--rvag, =ag, > 2> ak 2,

vagyis az igy kapott részsorozat monoton csokkend.
|

Erdemes megvizsgalni, hogy milyen kapcsolat van a konvergencia, a korla-
tossag és a monotonitas kozott.

38. Tétel. Korldtos, monoton sorozat konvergens.

Bizonyitas.

Az altaldnossag megszoritasa nélkiil foltehetjiik, hogy (a,) monoton névé
és foliilrsl korlatos. (Monoton névd sorozat alulrol korlatos.) Legyen [ :=
sup{a, : n € N}, tovabba € > 0 tetszSleges. Az [ — ¢ méar nem fols6 korlat,
vagyis dv : [ — ¢ < a,. A monotonitasbol és abbél, hogy [ f6ls6 korlat:

Vn>vi—ec<a, <a, <lI,

vagyis Vn > v esetén |a, — | < ¢, tehét a, — .

14



Monoton sorozatok viselkedésérsl szol a kovetkezd

39. Tétel. Legyen az (a,) sorozat monoton novd. Ha a sorozat folilrél kor-
latos, akkor
lim a, = limsup a, = sup a,,

n—oo

ha foliilrél nem korldtos, akkor

lim a, = oo.

n—oo

Bizonyitas.
Ha (a,) korlatos, akkor az el6z6 tétel alapjan készen vagyunk.

ha nem korlatos, akkor legyen K tetsz6leges. Mivel K a sorozatnak nem f6lsé
korlatja, azért 3v : K < a,. A monoton noévekedés miatt

Yn>v: K <a, <a,.

Kaptuk tehat, hogy
VK Gvvn>v: K <a,.

Tehat a,, — oo.

A torlédasi pontok szama segitségével tudjuk kategorizalni a konvergens
sorozatokat. A gond, hogy akarhogy is jarunk el, az eddigiek alapjan mindig
foltételeztiik, hogy ismerjiikk magat a hatarértéket. A kovetkezs tétel szintén
sziikséges és elegendd foltételt ad egy sorozat konvergencidjara, &m mindezt
ugy, hogy nem kell ismerjiik a limeszt.

40. Tétel. (Cauchy belsé konvergenciakritériuma.)

Az (a,) sorozat pontosan akkor konvergens, ha

Ve>0wVn,m>v: |a, —an| <e.
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Bizonyitas.

Sziikségesség.

Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Mivel a,, — a, ezért v Vn,m > v : |a, — a| <
3 lam —al < 3. Igy

lan — am| < lan, —al + |ay, —a| < e.

Elegenddség.

Tudjuk, hogy Ve > 0 v Vn,m > v : |a, — an| < € teljesiil. Legyen € =
1,m = v+ 1. Ekkor Vn > v esetén |a,, — a,41] < 1, tehat

Vn>v: ar—1<a, <ay,y1+ 1.

Legyen most
k:=min{as;as;...;a,;a,41 — 1} és K := max{ay;as;...;a,;a,41 + 1}.
Nyilvanvalo, hogy
Yv: k<a, <K,
vagyis az (a,) korlatos.

A B-W. tétel miatt az (a,,) sorozatnak van torlodasi pontja: a. Megmutatjuk,
hogy « az (a,) sorozatnak hatarértéke.

Tth. indirekt, hogy nem hatarérték. Ekkor van olyan [, kornyezete, amelybdl
az (a,) végtelen sok tagja kimarad. Ezen kimaradé tagokbol allo sorozatnak

is van torlédasi pontja: 8 # «, ami egyben az eredeti sorozatnak is tor-

lodési pontja. A Cauchy-folételbs] az ¢ = Wg—o“ értékhez is tartozik egy v

kiiszobindex. Mivel |a,, — | < €, |a, — 8| < € végtelen sok n-re, ezért

Ji>v: |lag—al<etsIj>v: |a;—f] <e.

Am ekkor

3Je=0—aof <l|ai—a|+a; —a;i| + |f —a;] < 3e,

ami nyilvanval6 ellentmondés.
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41. Megjegyzés.

o Az olyan sorozatokat, amelyek kielégitik a Cauchy-foltételt Cauchy-sorozatnak
nevezzik.

o Az utobb emlitett tétel gy is aposztrofdlhato, hogy a véges hatdrértékd
sorozatok osztdlya €s a konvergens sorozatok osztdlya egybeesik.

o A walds fiigguénytanban domborodik ki leginkdbb e tétel jelentdsége, ugya-
nis az olyan struktirdkat, melyben minden Cauchy-sorozat konvergens
teljesnek nevezik.

Néhény elengedhetetleniil fontos példat mutatunk még, melyeket onallo al-
litasként fogalmazunk meg.

1 n 1 n+1
lim (1 + —) = lim (1 + —) =:e
n—oo n n— o0 n

42. Tétel.

Bizonyitas.

Legyen a, = (1 + %)n és b, = (1 + %)nﬂ. A szamtani-mértani kozepek
kozotti Oszefiiggés alapjan (a,) monoton névekeds, (b,) monoton csokkend.
Vn-re a, < b,, igy irhatjuk

a1§a2§"'Sanﬁbnﬁ"‘SbQSCﬁ-

Ezek alapjan tehat az (a,) sorozat monoton nové és f6liilrsl korlatos, vagyis
konvergens: a,, — «, hasonloképpen b,, — [, tovabba a < 3. Tehat

1
ﬁ<—bn:<1+—>an—>1-a,
n

amibdl kaptuk, hogy o = 3.

43. Tétel. (Newton gyokvond algoritmusa.) Legyen ¢ > 0. Az

1 c
ry =1, Tntl = 5 Tp + —

sorozat konvergens, és hatdrértéke a /c szdm.
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Bizonyitas.

A sorozat definiciojabol adodik, hogy Vn-re 0 < z,,, tovabba, ha 1 < n:

T, . C
T
Tpt1 = —_—n > Tp— :Zvai
2 T

vagyis a sorozat alulrél korlatos. Ha 2 < n, akkor

€x +i
n
mn+1§xn<:>T%§$n<:>C§$n2.

Kaptuk, hogy a sorozat konvergens: x,, — [ : \/c < [. Igaz tovabba:

azaz

Kaptuk, hogy [ = IJ;%

a+/c.

, amibdl [-re egyetlen érték johet csak szoba, méghozza
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