Bevezetés az analizisbe
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1. eladés

Téma: A matematika ,nyelvezetének” alapvets sajatossagai, logikai miiveletek.
Bizonyitasi modszerek. A valds szamok; axiomak. Topologikus és metrikus
tulajdonsigok. Filiggvények - kozépiskolai emlékek.

Allitasokkal dolgozunk, melyekrél egyértelmten eldénthetéek, hogy igazak-e
avagy sem. Példaul: Adam erds, Eva szép (nem allitas).

,Nem lesz gazaremelés”(allitas). Az allitasokat logikai miiveletekkel kapcsoljuk
Ossze, melyek a kovetkezGek:

1. Negaci6, vagyis a tagadés, ha A egy éllitas, akkor a negaltjat A jeloli.
A pontosan akkor igaz, ha A hamis. Példaul: A = ,a gyerekek szeretik
a csokit” allitas tagadasa ,a gyerekek nem szeretik a csokit”.

2. Konjukcié, ha A, illetve B két allitas, akkor A A B jeloli a konjukciot,
amlyet A és B”-ként mondunk. A A B pontosan akkor igaz, ha mind
az A, mind a B igazak. Példaul: A = Szép a tavasz”, B = ,szép a nyar
is”, ekkor A A B = ,Szép a tavasz és szép a nyar is”.

3. Diszjunkci6, ha ha A, illetve B két éllitas, akkor A V B jeloli a disz-
junkciot, amelyet ,A vagy B’-ként mondunk. A V B pontosan akkor
hamis, ha A, B egyszerre hamis. Példaul: A = ,ezek paros pozitiv
szamok”, B = jezek paratlan pozitiv szamok”, ekkor AV B =  ezek
pozitiv szamok”, hiszen a pdros vagy pdratlan koziil egyik vagy maésik,
esetleg mindketts igaz lehet, ami azt jelenti, hogy egyértelmtien csak
pozitivitasuk lehet igaz.

4. Implikacio, ha A, illetve B két allitas, akkor A:B jeloli azt a tényt,
hogy A maga utan vonja a B-t. Ezt ugy is mondjuk, hogy az A al-
litas elégséges foltétele a B allitasnak, avagy a B allitas sziikséges
foltétele az A allitasnak. A:B pontosan akkor hamis, ha A igaz, B
hamis. Példaul: A = ,Kertész leszek”, B = ,fat nevelek”, valamint ,,Ha
nagynénémnek kerekei volnédnak, akkor ¢ volna a miskolci gyors” igaz,
barmilyen meglepd a hétkéznapi magyar nyelv hasznalojanak. Az ilyen
allitasokat tres allitdsnak nevezziik.



5. Ekvivalencia, ha A, illetve B két allitas, akkor A < B jeloli azt a tényt,
hogy a két allitas egyenértéki (ekvi-valencia), tehat A < B pontosan
akkor igaz, ha A és B egyszerre igazak vagy hamisak. Az ekvivalenciat

szoban ,,B pontosan akkor, ha A”, avagy ,B akkor és csak is akkor, ha
A”.

Altalanos iskolabol emlékezhetiink a nyitott mondat kifejezésre. Ezek olyan
allitasok, amelyek valtozokat tartalmaznak, és ezen valtozoktol fiiggenek az
allitasok igazsagértékei. A(x) jeldl egy nyitot mondatot, melyben x jeloli a
valtozot. Két modon épithetiink fol ebbdl rogzitett igazsidgértékd allitast:

a. A(r) igaz minden z-re, ami tehat azt jelenti, hogy az = Gsszes lehetséges
helyettesitési értékére A(z) igaz. Ezt (V) (A(z)) jeloli, és a ¥V az tgynevezett
univerzalis kvantorjel,

b. van olyan z, hogy A(x) igaz, tehat az = lehetséges helyettesitési értékei
koziil taldlhato - esetleg tobb is - olyan, melyre A(x) igaz. Ezt (3z) (A(x))
jeloli, ahol a 3 az egzisztencidlis kvantorjel.

Fontos, hogy szabalyosan formalizalt allitasban minden valtozohoz a legelsé
el6forduléskor tartozik egy kvantorjel. Vegyiik észre azt is, hogy egy allitas
tagadasa és annak cafolata nem ugyanaz.

Példa.

a. A = A hollo fekete”. Ennek egy céfolata: ,a hollo fehér”, ugyanakkor
tagadéasa: A = ,a holl6 nem fekete”.

b. A = ,minden holl6 fekete”, ennek tagadasa a ,, nem minden holl6 nem
fekete”, ami sérti a fiillinket, igy szabatosan a kovetkezs az A = | létezik

olyan holl6, amelyik nem fekete”.
c. ,Minden gyerek szereti a csokit” allitas tagadasa a ,yan olyan gyerek, aki

nem szereti a csokit.”

Egy allitds megalkotasakor a kvantorjelek hasznalatéra kiilonosen tigyelni
kell:

Példa. ,Van olyan lany (Kati), aki minden fiaval tancol (kénnyt tancba vinni).
Ezt formalizalandoé legyen L a lanyok, F' a fiak halmaza és t(L, F') jelolje azt
a relaciot, hogy egy L-beli elem egy F-belivel tancol. Ekkor az el6bbi allités:

(FleL)VfeF)tdf)).
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Kati tehat egy kivétel, mert nem minden lanyt konnyd tancba vinni, ugyanakkor,
ha megcseréljiik a szereplSk sorrendjét azt tapasztaljuk, hogy a véazolt mu-
latsagban megtaléljuk Casanovét:

(3f e F)(Vl € L)(t(l, f)).

Ha most az els¢ allitdsban szereplé kvantorjelek sorrendjét cseréljiik meg:

(Vi e L)3f € F)(t({ f)),

akkor egy romantikus tancos mulatsagra kell gondoljunk, ahol az 6sszes leany
megtalalja a magéhoz vald part.

Megjegyzendd, hogy egy matematikai allitas megfogalmazésakor nem a tagado,
hanem az allit6 alakot preferaljuk.

Sok mas mellett fontos szerepet kap az a bizonyitasi modszer, amely a ter-
mészetes szamok halmazanak azon tulajdonsdgén alapszik, miszerint van
legkisebb természetes szam - tudniillik a nulla. Bizonyitas nélkil kozoljiik
a kovetkezd allitast.

1. Tétel. Ha S CN, 1€ 9, tovabba Vk € S maga utin vonja, hogy k+1 € .S,
akkor S = N.

Az emlitett modszer lényege, hogy belatjuk, hogy az A; allitas igaz, és
foltételezve, hogy valamely n € N szamra az A,, igaz, ebbdl az A,,, igazsagara
kovetkeztetiink.

Példaként tekintsiik a kovetkezs allitést.

2. Tétel. (Bernoulli-eqyenldtlenség) Ha —1 < a, akkor Vn € NT esetén
l+n-a<(l+a)".

Egyenldség pontosan akkor dall fonn, ha n =1 vagy a = 0.



Bizonyitas. n szerinti teljes indukciot alkalmazunk. Ha n = 1, akkor kész.

Tth. (indukcids foltevés) az allitas igaz valamely n € NT szamra. Mmh. ebbdl
kovetkezik, hogy n + 1-re is teljesiil. Mivel —1 < a (0 < 1+ a), ezért

(14a)"t = (14+a)™(14a) > (1+na)(1+a) = 1+(n+1)-a+na®> > 1+(n+1)a.

Ezen egyenl6tlenségsor elejét a végével Osszehasonlitva azonnal adodik az
allitas utolsd megjegyzése.

|
3. Definicié. Az a1, as,...,a, szamok szamtani kézepén az
A _ a1 + . o _|_ any,
n
szamot értjik.
4. Definicié. Az aq,as,...,a, nemnegativ szamok mértani kézepén a
G=a...a,
szamot értjik.
5. Definicié. Az a1, ao,...,a, pozitiv szamok harmonikus kdzepén a
n
H= I
al an
szdmot értjik.
6. Tétel. Ha az aq,...,a, szdmok nemnegativok, akkor G < A. Egyenldség

pontosan akkor van, amikor a; = a;j, Vi,j € N-re.



Bizonyitas. n szerinti teljes indukciot alkalmazunk. n = 2 esetén trivialitas.

n = 3 esetén

a1 + as + as 21112ﬂ+a3 2«/@1@24—&3
A3 = 3 = 3 Z .
Ha igaz, hogy 2Va1a2+a3 > Yajazaz =: Gs, akkor Az > G is teljesiil. Tehat
igazoljuk, hogy 2”““ T sarazas > 0.

Ehhez bevezetjiik a kivetkezs jeloléseket: A% = \/aias, B® = as. Igy a tek-
intett egyenlotlenseg M A’B = 1(2A% + B® — 3A’B) = 428(24% -
B(A+ B)) = A5° (2A+B) > 0.

Mar csak az van hétra, hogy foltételezve az allitas igaz voltat valamely n €
N* elemre, megmutassuk, hogy abbol kovetkezik az n + 1-re is. Ez az imént
leirt eljaras adaptalasaval megtehetd.

|

Bizonyitéas nélkil kozoljiik az alabbit.

7. Tétel. Ha az aq,...,a, szdimok pozitivok, akkor H < G. Egyenldség pon-
tosan akkor van, amikor a; = a;, Vi,j € N-re.

A tovabbiakban a valos szam fogalmaval ismerkediink meg. Azt mindenki
tudja, hogy 1+ 1 = 2 hiszen a mindennapi tapasztalataink ezt mutatjak. Azt
is tudjuk, hogy két fél egy egész, azaz % + % = 1. Azt is mondhatjuk, hogy
a (nemnegativ) racionalis szamokat ismerjiik, azaz tudjuk, hogy van ilyen
halmaz, és ismerjiik az elemein bevezetett Osszeadas és szorzas miiveletét. A
kérdés az, hogy - foltéve, hogy létezik - v/2-+1/2 mennyivel egyeneld, illetve -
és bizonyos szempontbol ez taldn érdekesebb is - hogyan kell ezt a mitiveletet
(az?) elvégezni, értelmezni?

Megjegyezziik, hogy a valés szamok fogalmanak tobb bevezetése ismeretes, az
egyik ilyen az an. végtelen tizedes tortek segitségével torténik. Tudjuk, hogy a
racionais szamok tizedestort alakjai vagy végesek, vagy végtelen szakaszosak.

A mésik, a mai modern matematikdanak megfelel§ axiomdkon alapszik. Min-
denek el6tt tekintiink egy R-rel jelolt halmazt, amelyrdsl foltessziik, hogy
0,1 € R és, hogy értelmezve van rajta két miivelet: az Gsszeadas és a szorzas.



Testaxiémak

axb=bxa, Ya,b € R (x jeloli a két mivelet valamelyikét, persze a két
oldalon egyszerre ugyanazt),azaz kommutativok a mtiveletek;

(axb)xc=ax*(bxc), Ya,b,c € R, azaz a miiveletek asszociativok;
a+0=a, Ya € R;

a-1=a, Va € R;

(Va € R) (b€ R) (a+b=0);

(VM0#£a€eR)(FIbER) (a-b=1);

a-(b+c) =a-b+a-c, Ya,b,c € R, vagyis a szorzas disztributiv az 6sszeadasra
nézve,

Az algebraban egy olyan strukturat, amely kielégiti a fonti foltételeket testnek
neveznek, vagyis mi a valos (szam)testtel foglalkozunk.

A tovabbiak miatt tisztazni kell, hogy az A x B halmaz részhalamzait rela-
cioknak hivjuk, igy példaul az R x R-en a <, illetve az = relécio.
Rendezési axiémak

Va,b € R esetén a < b,a = b,b < a relaciok koziil pontosan egy teljesiil.
(trichotomia);

a<bésb<ca<ecVa, b, c€R. (tranzitivitas);
a<ba+c<b+cVa, b ceR;

a<bésO<ceRa-c<b-c,Va,beR.

A rendezés segitségével kimondjuk az aldbbiakat.

8. Definici6. Legyen ) # H C R. A K szim a H halmaz folsé korldtja,
ha Yh € H esetén h < K. Ebben az esetben H halmazt folilrdl korldtosnak
hivjuk.



9. Definici6é. Legyen ) # H C R. A k szdm a H halmaz alsé korldtja, ha
Vh € H esetén k < h. Ebben az esetben H halmazt alulrol korlatosnak hivjuk.

Fontiek fényében R-et rendezett testnek nevezziik. Am Q is az. Meg kellene
talalni, hogy mi a kiilonbség e ketts kozott. Ehhez kelleni fog a kovetkezd

10. Definicio. Legyen ) # H C R. H legkisebb folsé korldtjdnak, szupré-
mumdnak nevezzik a K szamot (sup H = K ), ha

a. Vh € H esetén h < K;

b. VK < K) (3he H) (K < h).

Van olyan, amikor nem létezik egy adott halmaz szuprémuma. Példaul:

H:={reQ:2*<2}
ilyen halmaz. (Miért?)

Teljességi axioma

A valos szamok barmely nemiires, foliilrél korlatos részhalmazanak van szupré-
muma.

Azt mondhatjuk tehat, hogy R teljes rendezett test, és a valds szam ennek
egy eleme. Példaul: (v/2 € R, de nem racionalis, hiszen nem irhato fol két
egséz szam hanyadosaként. Ezt a tételt a kozépiskolaban bizonyitjak.)

Korabban mar utaltunk ra, és az altalanos iskolabol ismeretes, hogy a racionalis
szamok véges, vagy végtelen szakaszos tizedestortek. A valés szamok al-
talaban végtelen tizedestortek, és azok, amelyek nem rendelkeznek az el6bb
emlitett két tulajdonsag egyikével sem az Gn. irraciondlis szamok.

Miel&tt tovabblépnénk bevezetiink még néhany fogalmat.

11. Definici6. Legyen ) # H C R. H legnagyobb alsé korldtjanak, infi-
mumdnak nevezzik a k szdmot (inf H = k), ha

a. Vh € H esetén k < h;

b. (Vk>k) Ghe H) (h < k).



12. Tétel. A wvalos szdmok bdarmely nemdires, alulrél korldtos halmazdinak
van infimuma.

Bizonyitas. A teljességi axioma segitségével konnyen bizonyathaté. Legyen:
—H :={-h:heH}

ahol H alulrol korlatos, nemiires és része a valosaknak. Igy —H foliilrél korla-
tos, nemiires és része a valosaknak, vagyis Isup(—H). A —sup(—H) = inf H

a —H értelmezése miatt.
[ |

Ha a ) # H C R halmaz nem korlatos foliilrsl, akkor sup H = oco. Az
inf H = —oo értelmezése analog.

Az axiomatikus megalapozéasnak mésik ttja is van. Térjiink vissza oda, hogy
a test- és rendezi axiomaink vannak csak meg. Két masik allitast posztulalva
a teljességi axioma tételbe ,megy at”.

Arkhimédeszi axiéma
Barmely valos szamhoz talalhato nala nagyobb természetes szam.

Eléggé egyszertd allitas, mégis két fontos kovetkezménye alapvets.

13. Kovetkezmény. (Ve >0) (An e N) (= <¢).

Ez trivialitds. A masik:

14. Kovetkezmény. Bdrmely két valos szdm kézott van raciondlis szam.

Bizonyitas. Legyenek 0 < a < b € R. Az arkhimédeszi axiéma alapjan

dn € NT:



Az is vilagos az axioma alapjan, hogy 3m € N* : a < ™. Legyen k a legkisebb
pozitiv egész, amelyre a < %, ekkor:

E—1 k
SCL<—,
n
ey k ko k-1
l<—-—a<——"—==<b—a
n n n n
Kaptuk tehat, hogy
k
a < — <b,
n

vagyis talaltunk a és b kozott racionalis szamot.

Ha a < b < 0, akkor végigszorozzuk —1-gyel és visszakapjuk az imént bi-
zonyitott helyzetet.

Ha a < 0 < b, akkor nyilvanvaléan készen vagyunk, hiszen 0 € Q.
|

Konnyedén észrevehetd, hogy az eddigi axiomakat a raciondlis szémok is
kielégitik, vagyis kell még valami, amelynek segitségévl méar pontosan karak-
terizalhatjuk a valds szamokat. Miel6tt az utols6 axiomat kimondanénk,
bevezetiink néhany sziikséges fogalmat.

15. Definicié. Legyen a < b € R. Azon x € R szamok dsszességét, ame-
lyekre:
a<x<b

teljesiil, zart intervallumnak nevezzik, és |a;bl-vel jeléljiik.

16. Definicio. Legyen a < b € R. Azon x € R szdmok dsszességét, ame-
lyekre:
a<x<b

teljesiil, nyit intervallumnak nevezzik, és (a;b)-vel jeléljiik.



17. Definici6. Minden n € N szdmhoz I, := [a,;b,] egy zdrt intervallum
tartozzék. Az Iy, I, ... intevallumokat egymdsba skatulydzottnak nevezzik,
haliy DI, >---DIL,D....

Cantor-axioma

Minden egymésba skatulyazott, zart intervallumsorozatnak létezik kozos e-
leme.

18. Lemma. Ha az Iy, 15, ... intervallumrendszernek egynél tobb kozos e-
leme van, akkor van olyan pozitiv szam, amelynél minden b, — a,, nagyobb,
ahol a,, illetve b, az I,, intervallum végpontjar.

Bizonyitas. Legyen z és y kozos elem tgy, hogy x < y. Ekkor a, <z <y <

b,, azaz y — v < b, — a, Vn € N esetén.
[ |

Tehét a valos szamokat axiomakon keresztiil mint absztrakt fogalmat bevezettiik.
Ismételten megemlitjiik, hogy a Teljességi axidomat elfogadva az arkhimédeszi
és a Cantor-axioma tétellé valik et vica versa.

;;;;;

Az egymasba skatulyazott intervallumokrol szol6 allitas egy fontos alkalmazésa,
hogy segitségével megmutathato, hogy a v/2 nem egy ,léghdl kapott 6tlet”,
hanem val6ban létezik.

19. Tétel. 0 <a cR,kc NI ecR,b>0:b =a.

Bizonyitas. foltessziik, hogy 0 < a és a bizonyitast k& = 2 esetre mutatjuk

meg. Legyenek a1, b, olyan nemnegativ szamok, amelyekre a,2 < a < b;°.
(Léteznek ilyenek, pl. 0 és a + 1.)

Tfh. 1 < n € N és az a,, b, szamokat mar meghataroztuk tgy, hogy a,? <
a < b,

Két lehet&ség adodik. Ha




akkor legyen

a, + by,
Apt1 = ) anrl = by
2
Ha )
ay, + by,
a
2 Y
akkor legyen
ay, + by
Ap4+1 = Anp, bn—H = 9 .

Mindkét esetben [a,41;b,41] C [an; by, tovabba
an+12 S a S bn+12-
Tehét egymasba skatulyazott zart intervallumok egy rendszerét készitettiink,

amelyeknek a Cantor-axioma (tétel) alapjan van kozos pontjuk, legyen ez a
b szam. Ekkor a, < b < b, azaz

an? < b? < b2, Vn €N,

Kezdeti foltevésiink miatt a és b? mindketten kozos elemek.

Kell:
b = a.

Ehhez a font emlitett lemma kontraponaltjat hasznéljuk, vagyis belatjuk,
hogy (V0 > 0)(In € N) : (b,> — a,? < ).
Az I, intervallumok konstrukci6jabol vilagos (teljes indukci6), hogy

b —
b= an = “5+, Vn €N.

Utobbibol kapjuk, hogy

bn2 - an2 - (bn - an)(bn + an) S

< b1 — a 2b12

S onmt (by+0y) < on—1 =
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A val6s szamok végtelen tizedestortekkel valo elGallitasa méar el6revetiti, hogy
a kozel, illetve tavol, végtelen kozel, végtelen tavol kifejezéseket precizalnunk
kell igy, hogy a mar megszokott és bevalt(!) hosszusagmérést mint tavolsag-
mérést visszakapjuk. Mit is jelent pontosan az mondjuk, hogy az asztal 2
méter hosszu? Ahhoz, hogy a tavolsdgot szabatosan meg tudjuk fogalmazni
kell a kovetkezo

20. Definici6. Legyenek A #+# B # 0. Az f : A — B hozzdrendelést fiigg-
vénynek nevezzik, ha (Ya € A) (3b € B): f(a) =b.

21. Definicié. Legyen H # 0. A d : H x H — Ry*V fiigguényt metrikinak
(tdvolsagnak) hivjuk, ha

e 0<d(zy), = cr=y, Yo,yc H;

o d(z;y) =d(y;z), Vz,y € H;

o d(x;y) +d(y;z) > d(x; 2), Va,y,z € H.
Példa. R halmazon a d(v;y) = |z — y| tavolsag. Emlékezziink csak. Al-
talanos iskolaban - a szemléltetés kedvéért gyakran a koézépiskolaban is - egy

szam abszolutértékén annak 0-tol mért tavolsagat szoktak érteni. Valojaban
a kovetkezd igaz.

22. Definicié. Legyen a € R. Ekkor
a, ha0<a
la] :=

—a, haa<0

A metrikus tér eléggé szigori, sok esetben kevesebbet is elég tudnunk ahhoz,
hogy a kézel, tavol viszonyokat ismerjiik. Bar részleteivel mi nem foglalkozunk,
ellenben elhagyhatatlan az alabbi
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23. Definicio. Legyen adott eqy H # () halmaz, és ennek részhalmazaibdl
allo T rendszer. T-t topologidnak hivjuk, ha

e ).HecrT;
o 7 véges sok elemének a metszete is eleme T-nak;

e 7 akdrhany elemének az unioja is eleme T-nak.

A (H, 1) part topologikus térnek hivjuk.

24. Definicié. Egy topologikus teret Hausdorff-térnek hivunk, ha bdrmely
két kiilonbozd ponthoz taldlhatoak olyan diszjunkt nyilt halmazok, amelyek
mindegyike pontosan az eqyik elemet tartalmazza.

Az R-en igen konnyedén lathato, hogy a példaként adott metrika topologiat
general.

Visszatériink a fiiggvényekre, néhany tulajdonsagukat folelevenitiink.

A fiiggvényt méar definialtuk. Fontos tudnunk azt, hogy egy fiiggvény, méasként
leképezés valtozojanak helyébe mely halmazbol véalaszthatunk elemeket, il-
letve, hogy milyen halmazbdl meritheti az értékeit.

25. Definicié. Egy f : A — B leképezés esetén az A halmazt értelmezési
tartomdnynak hivjuk, mig a B-t érkezési halmaznak.

26. Definici6é. Az R C B halmazt, melyre

R:={be B:3Jac A, f(a) =0}

értékkészletnek hivjuk.

27. Definicid. Legyen f: A — B,g: B — C két figguény. Ezen kettd g(f)
kompoziciojan azt a h : A — C fliggvényt értjik, amelyre: h(a) := g(f(a)).
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Egy fontos kérdés az, hogy ha az f fliggvény az A halmaz elemeit ,elviszi”
a B halmazba, akkor vajon [étezik-e olyan fliggvény, amely visszamozgatja
azokat? Gondoljuk meg. Ha van ilyen fiiggvény, akkor az csak olyan lehet,
hogy az indulasi elembdl kiindulva a képelemen keresztiil visszakeriiliink
ugyanahhoz az elemhez, azaz jelolve a keresett, tn. inverz fiiggvényt f—!-
el, a kovetkezd kell, hogy teljesiiljon:

f(f(a)) = a, Ya € A.

Ez azt jelenti, hogy a kett6 kompozicidja az A halmaz identikus leképezése
onmagara.

Példa. © € R esetén tekintsiik az f(x) = |z| fliggvényt. Kénnyen lathato,
hogy nem talalunk inverz part neki, hiszen az 1 képelemhez a —1 és az 1
indulasi elemet is hozza kellene rendeljiik, ez viszont definici6 alapjan nem
lehet fiiggvény. Leszogezhetjiik: nem minden fiigvény invertalhato. Mint egy
falat kenyérre, annyira vagyunk egy foltételre, amely biztositja azt, hogy
egyértlemtien meg tudjuk mondani, mely fliggvények invertalhatoak.

28. Definicié. Az f : A — B leképezés injektiv (kolcsindsen egyértelmi),
haVay,ay € A:ay # as:f(ar) # flag).

Ezek utdn megfogalmazzuk, hogy mit is értiink inverz fiiggvényen.
29. Definicié. Legyen az f : Dy — Ry figguény injektiv (invertdlhato).
Ekkor ennek f=1 inverz fiigguényén azt a fligguényt értjiik, amelyre:
f_l . Rf - Df
tovdbbd
VaeDy: f 1 (f(a))=a, VbeR;: f(f1(b) =0.
Vegyiik észre, hogy f-el egyiitt f~! is invertalhato.

Példa. f(z) = 2%, Vo € R invertalhat6-e? (Nem. Miért?) Hogyan javithato,
hiszen azt tudjuk, hogy létezik példaul a v/2, vagyis a négyzetgyok vonas
miivelete ,miikodik™?

Fiiggvénymiiveletek. Pontonként értelmezziik az 6sszeadast (kivonast), szorzast
(megengedett esetben) a hanyados-képzést. (Ld. N.Z. Hafo.)
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Emlékeztetnénk arra, hogy ha a € R tetsz6leges és n € NT, akkor a"
egy olyan n-tényezds szorzat, amelynek minden tényezdje a. Kozépiskolaban
ezt kiterjesztik egész, majd racionélis szamokra. Kérdés, hogy lehet-e valos
kitevés hatvanyrol beszélni, illetve, hogyan kell azt értelmezni?

Bevezetiink még néhany elengedhetetlen fogalmat.

30. Definicié. Az f : A — B fiiggvény folilrdl korldtos, és folsd korldtja a
K € B szim, ha Va € A esetén f(a) < K. Alulrdl korldtos, és alsé korldtja
a k € B szam, ha VYa € A esetén k < f(a). Korldtos, ha alulrol is és folilrdl
15 korldtos.

31. Definici6é. Az f: A — B fiiggvény monoton névd, ha Vay,as € A, a1 <
ay esetén f(ar) < f(ag), szigorian novekedd, ha ugyanezen foltételek mellett

fla1) < f(az).

A cstkkend, szigorian csokkend fiiggvény definicidjat az iménti trivialis mo-
dositasaval kapjuk.

32. Definicié. Az f : A — B fiigguény pdros, illetve pdratlan, ha Ya € A
esetén —a € A és f(a) = f(—a), illetve f(a) = —f(—a).

33. Definicié. Az f figgvény periodikus, ha Ip # 0 gy, hogy VYx € Dy
esetén x +p € Dy, x —p € Dy, tovdbbd f(x+p) = f(x). Ebben az esetben p-t
az [ fligguény periodusanak hivjuk.

34. Megjegyzés.
e Ha p periodus, akkor Vk € Z szamra k - p is periodus.

o Az eddig ismert fiigguények - sin,cos,... - esetén a legkisebb pozitiv
periodust hivjuk A periodusnak. Pl. sin esetén 2m.

A kovetkez6 definicié meglehetésen szemléletes, mitébb egy fliggvény alabb
emlitett tulajdonsagénak vizsgalatdhoz mélyebb eszkdzok kellenek, mégis
sziikséglink van ré.
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35. Definicio. Az f figgvény alulrél nézve konvex/konkdv valamely I in-
tervallumon, ha a figguény grafikonjanak bdrmely pontjdba hizott érintd a
grafikon alatt/folott halad.

Itt folmeril egy kérdés: mit értiink egy fiiggvény gafikonjan?

36. Definicio. Az f figgvény grafikonjin az {(x, f(z)) : x € Dy, f(x) €
Ry} halmazt értjik.

Mar csak annak tisztazasa van hatra, hogy mit értiink érintén.

37. Definicié. A v gorbe érintdje az e egyenes, ha 3P € v :yNe = {P},
tovabba Ve > 0 esetén az e egyenes a 7y gorbe ugyanazon oldaldn halad a
(P —&; P+ ¢) kdrnyezetben.

A fontihez tipusu, egy adott pont kicsiny kornyezetében igaz &llitasokat
lokalisnak szokés hivni. Egy ilyen lokalis tulajdonasaga a fiiggvényeknek a
kovetkezs.

38. Definici6. Az f : A — B fiigguénynek az ag € A helyen minimuma van,
ha Ya € A-ra f(ag) < f(a), szigord minimuma, ha f(ag) < f(a), foltéve,
hogy ag # a.

A maximalis szélsdérték definicioja a fonti értelemszert atfogalmazasa.
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