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 Tandcsok szerzdinknek.

A POLYGON a matematikanak, illetve a matematlka, oktatdsdnak a
teriiletér8l kozol cikkeket. Cikket barkl benyujthat a szerkeszt8ség cimére
postan, vagy barmely szerkesztén keresztiil személyesen is.

A cikkek hosszdnak nincsen alsé hatéra, akédr egy otlet vagy gondolat is

benyujthatd, de kivételes esetektdl eltekintve, nem lehet 10-15 nyomtatott . -

oldalndl tobb. Idegen nyelvii cikkek forditdsa is elfogadhatd, az eredeti
pontos bibliografiai adatainak mellékelésével.

Bér a benytjtandd cikkek formajara nincs igazdn mérvadd eléiras, lehe-
t8ség szerint legyen kettes sortavolsaggal Ad-es géppapirra gépelve. A lapok
legyenek megszédmozva, az elsd lap tetején legyen ott a cim és a szerzé neve,
mig az utolsé lapon a szerz8 pontos cime. LehetSleg ne hasznaljunk 14b-
jegyzeteket! Forditsunk az dbrdkra kilon figyelmet, ha lehet, kiilén lapon
is mellékeljuk.

Minden benytjtott cikket megvizsgalunk a kozolhetéség szempontjabdl,
ha sziikséges, legalabb két biraléval. A szerkeszt&bizottsig dontésérdl a
szerz6t értesitjik.

A megjelent cikkek szerzéi 20 kiillonlenyomatot és egy tiszteletpélddnyt
kapnak. Ha a cikket a szerkesztGbizottsag nem fogadja el, akkor az eredetit
visszakiildi.

Jozsef Attila Tudomaényegyetem, Bolyai Intézet
SZEGED, 1991

IV. kétet 2. szam 1994,

Az algebrai struktirak illatkertje™®
CsAKANY BELA

Elettelen dolgokat olykor — komolyan vagy tréfisan — él6lénynek neve-
ziink, versekben és hétkoznapi beszédben egyardnt. ”Draga joszag”, , kezes
allat” — mondja Jézsef Attila a géprél. ”Nem indul az oreg kecske” —
bosszankodik a motoros, ha baj van a gyujtissal. Matematikus 1s meg-
jegyzi néha, amikor hidba keres valamilyen elére megadott tulajdonségokkal
rendelkezd fliggvényt, vagy geometriai alakzatot: ,Ilyen allat nincs is!”

- Az 3llatok kozeli és sokat tanulméanyozott tarsaink. Evezredeken &t
vizsgaltuk, egyre eredményesebben

1) alakjukat, szervezetiiket (alaktan, morfolégia),

2) ,miikodésiiket”, életiik folyamatait (élettan, fizioldgia),

3) uj példanyaik létrejottének torvényeit (6rokléstan, genetika),

4) egyiittélésiiket (tarsuldstan, cénoldgia),
tovabba osztalyoztuk Sket alakjuk és miikodésiik szerint (rendszertan, szisz-
tematika). Nem lehet véletlen, hogy az emberi megismerés szdmos teru-
lete, a kémiatdl az irodalomtudoményig, hasonlé megkozelitéseket alkalmaz
vizsgdlata targyaival kapcsolatban, természetesen kiilénb6z8 mértékben. és
eltérd elnevezésekkel. Nem kivétel ez aldl a matematika sem. Egy kis nagy-
vonalisaggal kimondhatjuk, hogy minden tudomanyag az éltala vizsgdlt
struktdrak formaival, funkcidival, keletkezesevel osszekapcsolodasalval va-
lamlnt rendszerezésiikkel foglalkozik.

* Ez a cikk a Jézsef Attila Tudomanyegyetém Bolyai Intézete altal szer-

vezett kozépiskolai matematikai tdborban 1993. jinius 24-én elhangzott eléadds

részletesebb valtozata.
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Ezek a struktirdk igen véltozatosak: biolégiai struktirak az él8lények,
kémiai struktirdk a molekuldk, irodalomtudo manyi struktirdk az {rasmii-
vek; a matematikai struktirak pedig — a jelenleg uralkodé matematikai koz-
felfogds szerint ~ olyan halmazok, amelyeken rendezés, tévolsdg, miivelet
(ezekbdl esetleg egyszerre tSbb is!) van értelmezve. A matematikai strukti-
rénak ezt a fogalmét — valamivel 4ltaldnosabban és pontosabban — francia és
amerikai matematikusok egy kozdsen dolgozé csoportja vezette be a harmin-
cas években (konyveik cimlapjan ,, Bourbaki”-t tiintették fel szerzdként; ez
egy 19. szdzadi gorog szarmazasi francia tdbornok neve, akinek szobra kér-
nyékén tuddsaink allitélag szivesen ildogéltek és gondolkoztak). Bourbaki
legaltaldnosabb fogalma a kovetkezd: a matematikai struktirdk pontosan
azok a dolgok, amelyek halmazokbél halmaz-szorzés és részhalmaz-képzés
utjén keletkeznek (az A és B halmazok szorzata az Gsszes olyan (a,b) pa-
rokbdl allé6 halmaz, ahol @ € A, b € B. Igy pl. a valés szdmok halmaza-
nak onmaga,val valo szorzata nem mds, mint a valés szdmparok halmaza,
masszéval a stk Gsszes pontjai koordinita-parjainak halmaza. Hasonléan

- értelmezhetjiik ketténél t6bb halmaz szorzatét).

1. FELADAT. Az y = z? fliggvény matematikai struktira-e a Bourbaki-féle
értelemben? :

Erdekes megfigyelni, hogy a kiilonboz8 tudomdanyagak altal vizsgalt
struktirdk kilonbozé értelemben léteznek: a tigris példdul (mint bioldgiai
struktiira) kézzelfoghatéan (habar ez veszélyes.. ) A benzolgytirii is konkré-
tan létezik, jéllehet értelmiink és nem érzékeink révén van tudomasunk réla.
»A varazshegy” vagy Jdzsef Attila OdaJa nem konkrétan 1étezik, hiszen nem
tekinthetjiikk azonosnak a papirral és nyomdafestékkel, amely altal megjele-
nik; mindamellett ezek a miivek konkrét (1étezd vagy lehetséges) struktirdk
kepe1 A matematikai struktirdk csupdn gondolkodé agyunkban léteznek
(ezért szépek, ti. szabadon kezelhetjitk Sket), bar gyakran a matematikai
struktdrakat is konkrét struktirdk képeinek tekintjiik (ezért lehetnek hasz-
nosak). Ennélfogva természetes, hogy a kiilonféle struktirakat az eszkdzok
kilonboz6 készleteivel vizsgdljuk. Ezek részint konkrét eszkdzok, mint pl. a
mikroszkdp, részint pedig gondolati eszkozok, mint pl. a szadmolss és a lo-
gika. Minden kiilonb6z8ség mellett is, az 4llatok tanulmanyozdsanal termé-
szetes mddon fellépd kutatdsi szempontok rendszerint maésfajta struktirak
esetén is alkalmazhatdk.
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2. (NEM-MATEMATIKAI) FELADAT.
Mik a csillagaszati,
" orvostudoményi,
torténettudomaényi

struktirdk? Mi lesz ezekre vonatkozdan az alaktan, élettan, stb. megfele-

18je?

A kovetkezdkben meggondoljuk, hogyan ervenyesul a bevezetésben fel-
sorolt 6t kutatdsi irdnyzat a matematika egyik nagy agaban, az algebraban.
Ehhez sziikségiink van az algebrai struktira fogalmara, amelyhez viszont a
miivelet fogalmakell. Miivelet az A halmazon - ez egy kétvaltozds figgvény,-
amely A-n van értelmezve, értékkészlete pedig ugyancsak A-ba esik, bar azt
nem sziikségképpen meriti ki. Mdsképpen beszélve, egy A-n értelmezett
miivelet az A-bdl képezett minden elemparnak megfeleltet egy-egy A-beli
elemet. (Az algebra egyes dgaiban kett6tdl kiilonbozd valtozd-szdmu fugg-
vényeket is szokds miiveletnek nevezni; mi az egy szeriiség kedvéért szoritko-
zunk kétvaltozds fiiggvényekre.) Miivelet pl. az egész szdmok Osszeadésa,
a természetes szamok legnagyobb kozds osztéjadnak képzése, a raciondlis
szamok szdmtani kozepének képzése. Algebrai struktira — ez egy halmaz
(az algebrai struktira alaphalmaza) egyiitt egy vagy tobb rajta értelmezett
miivelettel. Algebrai struktira pl. az egész szdmok halmaza az Osszeadas-
sal és kivondssal, a természetes szémok halmaza a legnagyobb kozos osztd
képzésével és a legkisebb kozds tobbszords képzésével, a raciondlis szamok
halmaza a szdmtani kozép képzésével. Ezeknek az algebrai struktdrdknak -
az alaphalmaza végtelen halmaz. Véges alaphalmazi algebrai strukturakra.
is adhatunk egyszerd példakat: egy véges halmaz Gsszes részhalmazainak
halmaza az egyesités képzése miivelettel; a 10-nél nem nagyobb természetes
szdmok halmaza a min mtivelettel (min(z,y) az = és y szdmok minimumat
jelenti, azaz koziilikk azt a szdmot, amelyik nem nagyobb a mésiknal); to-
vabba a {pdros, paratlan} halmaz (amelynek tehat két fogalom az eleme)
melyen az 6sszeaddst igy értelmezziik:

v paratlan + paratlan = pdaros
mert paratlan és paratlan szam Osszege mindj, péros),
ge I g
pératlan 4+ pdros = paratlan

stb. Vegyiik észre, hogy mig a {0, 1} (kételemti) halmaz a szorzéssal egytitt
algebrai struktira, addig {0,1,2} mar nem, hiszen a szorzds nem miivelet
az utébbi hdromelemti halmazon: 2-2 =4 ¢ {0,1,2}.
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3. FELADAT. Algebrai struktira-e az egész szdmok halmaza a szamtani
kozép képzésével egyiitt?

4. FELADAT. Az algebrai struktirdk matematikai struktirdk-e a Bourbaki-
féle értelemben? '

Mostantdl kezdve f8leg olyan algebrai struktirdkkal foglalkozunk, ame-
lyek halmaza véges és egyetlen miiveletiikk van. Ezeknek egy igen szelid
fajtajahoz jutunk a kovetkezé médon:

Vegyiink egy 1-nél nagyobb m természetes szdmot. A {0,1,...,m—1}
szamok az Osszeadassal nem alkotnak ugyan algebrai struktdrat, hiszen

(m-1)+(m-1)>m-1¢{0,1,...,m—1},

de ezen konnyen segithetiink. Nevezziik modulo m &sszeaddsnak azt az
Ssszes egész szdmok halmazdn értelmezett kétviltozds fiiggvényt, amely bar-
mely két egész szdmhoz az 6sszegiik m-mel val6 osztdsdnal felléps maradékot
rendeli. Mivel ez a maradék mindig a 0,1,...,m — 1 szdmok valamelyike,
a modulo m dsszeadds miivelet lesz a {0,1,...,m — 1} halmazon, s vele ez
a halmaz algebrai struktirdvé valik. Ezt a struktirdt igy fogjuk jelolni:
(m, ®), ahol m a {0,1,...,m — 1} halmazt jelenti, az Ssszeadas jelét ma-
gaba foglald kor pedig azt jelzi, hogy az 6sszeadédst — az iménti megéallapodas
szerint — mddositottuk.

5. FELADAT. Vezessiik be az (m, ©) algebrai struktirdkat is !

A most bevezetett algebrai struktirakat hivatalosan igy hivjdk: a mo-
dulo m maradékosztilyok additiv csoportja ill. multiplikativ félesoportja.
Mi, rovidség kedvéért, csak a most bevezetett jeloléssel hivatkozunk rajuk.
Tovabba ”algebrai struktira” helyett ezentill egyszertien struktirdt mon-
dunk; mésféle struktirakrol ezentdl dgyis csak elvétve esik szé.

1. Alaktan. A struktira alakjat tdbldzattal adhatjuk meg. Példa a
(4, ®) struktira tablizata:
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Léathatéan a tablazat sorokbdl és oszlopokbdl all. Az elkiilonitett baloldali
oszlop és felsé sor megadja a struktira elemeit (ugyanabban a sorrendben),
emellett a benniik levd elemek ki is jelolik a sorokat és oszlopokat: pl. a
baloldali oszlop 2 eleme 2 2 3 0 1 sort jeloli ki. Az, hogy a 2 altal
kijelolt sor és a 3 altal kijelolt oszlop taldlkozasanal 1 all, azt jelzi, hogy
263 =1. A tablazat ismeretében tehit a miiveletet barmely elemparon el
tudjuk végezni. :

" Miivelet tablazattal valé megaddsat a miilt szézadban vezette be Cay-
ley angol matematikus. A tablazat szinte fényképe a struktdranak: sok
tulajdonsag leolvashaté réla. .

Oldjuk meg a 3® = = 1 egyenletet (4,®)-ban! Ehhez meg kell ke-
resniink a tablazat 3-mal jeldlt sordban az 1 elemet, s az &t tartalmazé
oszlopot kijeldld elem — esetiinkben 2 — lesz a megoldés. Tekintsiink egy
(H, o) struktirat (itt o egy kozelebbrdl meg nem hatérozott miiveletet je-
lent, hasonléan ahhoz, ahogy pl. az z betii rendszerint egy hatéirozatlan
szamot jelent). Ha azaoz =bésyoc=d egyenletek minden a,b,c,d€ H
esetén megoldhatdk, azt mondjuk, hogy a (H, o) struktira invertdlhato. Ez
gyakori és j6l hasznalhatd tulajdonség; invertalhaté példaul az egész szamok
halmaza az sszeadassal, és minden (m, @) struktira (de (m, ®) nem!). Az
elébbi egyenletmegoldés tapasztalatat dltaldnositva megallapithatjuk, hogy
egy struktiira pontosan akkor invertalhatd, ha téblazatdnak minden sordban
és minden oszlopaban minden eleme eléfordul (ami elvben nehézség nélkul
ellendrizhetd). ‘ ‘

6. FELADAT. Hogyan olvashatd le a struktira tdbldzatdrdl az, hogy a struk-
tira kommutativ (azaz — az iménti jeloléssel —aob="boa minden a,b€ H
esetén)? :

7. FELADAT. Hogyan olvashatd le a struktira tdblazatérdl, hogy a struk-

tira egységelemes (azaz van olyan e eleme, amely ugy viselkedik, mint az 1
szdm a szadmok szorzésénal: aoe = a és e o a = a minden a(€ H)-ra)?

A (H, o) struktirat asszociativnak nevezziik, ha ao(boc) = (ao b)oc
minden a,b,c € H esetén. Ez hasznos tulajdonséga pl. a szdmok Osszea-
désanak és szorzasdnak; ez teszi lehetévé, hogy ketténél tobb tagi ossze-
geket és tobbtényezds szorzatokat zdréjel nélkiil irhassunk fel. Nem min-
den miivelet asszociativ, erre példék a kivonds és a szamtani kozép képzése.

Leolvashaté-e a struktira as%szociativ volta tablazatardél? Kozvetleniil nem,
\4
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csak a tdbldzat bizonyos dtalakitdsai utdn (hasonléan ahhoz, ahogy képfel-
dolgozéssal a fénykép altal nyujtott ismeretek bévithet8k). Ezt a médszert
Light-féle tesztnek nevezziik (1949). Alkalmazésat az

(1)

tablazattal megadott (3, *) struktira példdjan mutatjuk be.

Irjuk fel el6szor annak a miiveletnek a tablazatst, amely minden (z, y)
parhoz az (z+a)+y elemet rendeli, majd azét, amely minden (z,y) parhoz az
z * (a * y) elemet rendeli, ahol a a 3 halmaz valamelyik régzitett eleme. Ha
a struktira bdrmely a elemére az igy kapott két tablizat megegyezik, akkor
— és csak ekkor — a miivelet asszociativ. A gyakorlatban az elsé tablazatot
gy kapjuk, hogy az eredeti tabldzat sorait az a-val Jelolt oszlopban lathaté
sorrendben irjuk fel, a mdsodikat pedig vigy, hogy az oszlopokat rendezziik
at az a-val jelolt sorban levd sorrendnek megfelelden. Az (1) téblazatbdl
a = 0 esetén igy a -

012
01021
11102
21210

tdblazatokat kapjuk; itt tehat mar az a elem elsd valasztdsinil kideriilt,
hogy az (1) tabldzattal megadott struktira nem asszociativ. Altaldban
felesleges a struktira minden elemére dsszehasonlitani a két tablazatot; ele-
gend$ ezt egy olyan halmaz minden elemére elvégezni, amelybdl a miivelet
— sziikség esetén tobbszori — alkalmazasaval a struktira barmely tovabbi
eleme el83ll. (Az ilyen halmazt a struktira generdtorrendszerének nevezziik.
PL (3,+)-nak minden kételemii részhalmaza generdtorrendszere is, egyele-
mii generdtorrendszere azonban nincs — ellendrizziik!) Ha ugyanis adott a, b
és tetszéleges ¢,y € H elemekre a (H, o) struktiraban

(zoa)oy=go(aoy)
és

(zob)oy==zo(boy),

Az algebrai struktirdk dllatkertje , 7
akkor |
(zo(aob))oy=((zoa)ob)oy=(zoa)o(boy) =zo(ao(boy)) =
=zo((aob)oy) '
is igaz.

8. FELADAT. Keressik meg a kévetkezd tdblazattal megadott struktirdnak
egy legkevesebb elembdl 4116 generdtorrendszerét:

01234
(00000
01414
00230
03232
00410

Aww»—-o|

9. FELADAT. Asszociativ-e ez a struktidra?

A (3, %) struktiira természetesen felirthaté a kovetkezd tablazattal is:

hiszen a baloldali oszlopban és a fels8 sorban az elemeket akarmilyen sor-
rendben felirhatjuk. Azt mondjuk, hogy ez a tablazat ekvivalens az (1)
tdblazattal. Mésrészt két tablazatrdl azt mondjuk, hogy mintdjuk ugyanaz,

“ha méretiik megegyezik, és valahdnyszor az egyik tabldzatban (beleértve az

elvalasztott oszlopot és sort) két helyen egyenld elemek 4llnak, mindannyi-
szor a masik tablazatban ugyanazon a két helyen ugyancsak egyenlé elemek
allnak. Két struktirat azonos alakinak neveziink, ha létezik olyan tabla-
zat, amely ekvivalens az els6 struktira tablazataval, mintéja pedig ugyanaz,
mint a masik struktira tdblazataé. '

10. FELADAT. Azonos alaki-e (5,®) és (5,0) ?

§
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11. FELADAT. Azonos alaki-e a kévetkezd két tdbldzattal megadott struk-
tira?

Vegyiik most a (Hy,0) és (Ha, ) struktirékat. Ezeket izomorfnak ne-
vezzik, ha létezik olyan kolcsondsen egyértelmil ¢ leképezése Hi-nek Hy-re,
hogy barmely a,b € H; elemekre

2) $(a) 0 6(b) = 4(aob),

azaz ¢ a miivelettel felcserélhets: mindegy, hogy a ¢ leképezést, vagy a
miiveletet végezziik el el6szor. (Részletesebben: elemek képén elvégzett
miivelet eredménye mindig ugyanaz, mint az ugyanazon elemeken elvégzett

~miivelet eredményének képe.) E fogalom felismerése 20. szézadi vivmany,

j6llehet legismertebb példéi sokkal korabbiak. A fogalom el8szér az algebra-
ban jelent meg, de hamar kiderult, hogy més matematikai és matematikan
kivili struktirédkra is alkalmazhaté. Klasszikus algebrai példa: a pozitiv

valés szdmok halmaza a szorzéssal és az Osszes valds szamok halmaza az -

osszeaddssal. Ezek izomorf struktirdk, mert ¢-nek valaszthatjuk a (pl)
10 alapu logantmusfuggvenyt Egyebkent a gorog eredetli ,izomorf” szé

‘azonos alakut jelent, igy hdt nem lehet kiillonosebben meglepd a kovetkezd

feladat.

12. FELADAT. Igazoljuk, hogy két struktira akkor és csak akkor azonos
alakiu, ha izomorfok.

Az ,izomorfsdg” — szokdsosabb széval: izomorfia — jelentésén mas tu-
domaényokban ugyancsak elgondolkodhatunk.

13. FELADAT.
Mit Jelenf:het az izomorfia a geometrigban,
a kémidban,
a nyelvészetben?

Az algebrai struktirdk dllatkertje : 9

2. Elettan. Hogyan ,miikodnek” a strukturdk? A mikodés két
legtermészetesebb mddja, hogy
1) a miivelet(ek)b8l Ssszetett fiiggvényként tjabb miiveletek keletkez—

hetnek (pl. a valds szdmok halmazén a szorzésbdl az f(z,y) = 2% -y, az

osszeadésbdl és a szorzasbdl a g(z,y) = = + y? fiiggvény, amely — hasonlé
tarsaival egyiitt —ugyancsak miivelet);

2) a miivelet megdrizhet ("tisztelhet”) blzonyos az elemek kozotti
viszonyokat (szokdsosabb széval: reldcickat), ahogyan pl. az egész szé-
mok Osszeaddsa megdrzi a ,nagyobb” reldcidét: ha a > ¢ és b > d, akkor
a+b> ¢+ d. (Ilyenkor azt.mondjuk, hogy a miivelet monoton.)

14. FELADAT. Igazoljuk, hogy monoton miiveletekbdl osszetett fiiggvény-
ként keletkezd miivelet maga is monoton!

Ehhez hasonlé allitas igaz — és hasonldan igazolhaté — barmilyen mas
reldcidkra is. Ha ezt elfogadjuk anélkil, hogy az osszes relacidkrdl dttekin-
tést igényelnénk, akkor természetesnek latszik a kovetkezd tény: ha (H, o) és
(H, ) olyan struktirdk, hogy o és ¢ mindegyike el8all a masikbdl Ssszetett
fiiggvényként, akkor o és ¢ ugyanazokat a reldcidkat 6rzik meg.

15. FELADAT. Tekintsik az 5 halmazta 202940y ésa 30zdH30y
miuvelettel. Mutassuk meg, hogy

mindkét miivelet el6allithaté a modulo 5 6sszeaddsbdl Gsszetett fiigg-

vényként, '

a két miivelet mindegyike el64ll a masikbdl sszetett fliggvényként,

a két mivelet egyikébdl sem &ll el6 a modulo 5 &sszeadds Osszetett
fiiggvényként.

Az emlitett természetesnek t{ind tény megforditasa is igaz, s ez mar
meglepd: ha két miivelet ugyanazokat a relacidkat &rzi meg, akkor mind-
egyik elbéllithaté a masikbdl Osszetett fliggvényként. Ezt Geiger amerikai
és Kaluzsnyin orosz matematikus bizonyitotta be egymastdl fliggetlentil a
hatvanas évek végén.

3. Ordkléstan. Az &lélények genetikdja nem azzal foglalkozik, ho-
gyan keletkeznek az 1j é161ények, hanem azzal, hogy milyen tulajdonsdgaikat
milyen szabalyok szerint oroklik az utédaik (klasszikus genetika), és hogyan
torténik az atoroklés (molekuldris genetika). Az algebrai struktirdk geneti-
kéjarél beszélve eldszor mégis azt kell megismerniink, hogyan kaphatunk ij
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struktirdkat az adott régiekbdl (mindezt, persze, tekinthetjiik a struktdrdk
élettana részének is).

Ha a (H,o) struktira alaphalmazénak egy M részhalmaza maga is
struktira ugyanazzal a miivelettel (tehat nem tudunk a miivelettel , kijutni”
az M részhalmazbdl), akkor azt mondjuk, hogy (M,o) részstruktirédja
(H, o)-nek Ha M = H vagy M egyelemi, akkor a részstruktira trivid-
Iis. A struktirdt minimalisnak nevezzilk, ha csak trividlis részstruktirija
van. : :

16. FELADAT. Mutassuk meg, hogy (3,*) minimélis, (4, ®) pedlg nem mi-
nimalis !

Ha (Hy,0) és (H 2,<>) olyan struktﬁrék, amelyekre az izomorﬁa kéve-
telménye teljesill ¢ kolcsondsen egyértelmi volta kivételével (1asd a (2) for-
mulét!), akkor azt mondjuk, hogy (Ha,o) dbrdzoldsa (Hi,o)-nek. Ha ¢
kolcsonosen egyértelmi is, vagy Ho egyelemil, akkor az dbrdzolas trivialis.A
struktirdt egyszeriinek nevezziik, ha csak trividlis 4brazoldsai vannak.

17. FELADAT. Mutassuk meg, hogy (3, 65) abrazoldsa (6, ®)-nak, a (3; @)
struktira viszont egyszerd.

Az egyszerii struktirdk rendkivil bonyolultak lehetnek (hasonléan az
egyszerii él6lényekhez). Egy példa: vegyiik a szabdlyos dodekaéder mind-
azon elforgatésait valamilyen tengely koriil, amelyek dnmagéba viszik &t.
Osszesen 60 ilyen elforgatds van. Kézilik barmely kettd szorzatan az egy-
mas utan valé elvégzésiikkel el6all6 forgatést értjilk (nem teljesen nyilvan-
valé, hogy igy mindig forgatist kapunk!). Nyertiink tehat egy 60 elemf
struktdrat. Errél megmutathatd, hogy egyszerii (de ez nem egészen egysze-
rli...) Az utdébbi, litszélag nem kiilondsebben érdekes tény azonnal fontosss
valik, ha megtudjuk, hogy belble — rendkiviil mély és osszetett gondolatme-
nette] - levezethetS, hogy az Stédfoki egyenletnek nem létezik gyokképlete.
(A mésodfokiét ismerjiik, a harmadfokiét egyetemen tanitjik; a negyedfo-
kié 1étezik, csak olyan hosszi és nehezen haszndlhaté, hogy nem is szokték
felirni.) Ezt a tényt — még erdsebb alakban * — Evariste Galois francia ma-
tematikus fedezte fel, és a halala el8tti éjszakan irta le. 1832 ben huszonegy
évesen halt meg, parbajban

*

Ha n > 5, van olyan n-edfokd egész egyilttha.tos egyenlet, amelynek egyetlen
gyoke sem feJezheto ki az egyiitthatéibdl a négy alapmiivelet és (egész kitevds)
gyokvonads segitségével.
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Eléfordulhat, hogy egy struktirdnak a részstruktirdi is és az abra-
zoldsai is mind trivislisak, azaz ezzel a két képzési eljirdssal nem jon létre
bel8le tijabb struktiira. Ilyenkor segithet egy harmadik eljras: a Descartes-

_ szorzat képzése. A (Hy,o)és (Ha, o) struktirdk Descartes-szorzatan (szokés

direkt szorzatnak is nevezni) azt a struktirat értjitk, amelynek alaphalmaza
H; és H szorzata, miiveletét pedig gy végezziik, hogy a ,szorzandd” pa-
rok els8 elemeire a o , masodik elemeire a ¢ mifiveletet alkalmazzuk: ha
p1,q1 € Hi,p2,q2 € Ha, akkor

(p1,p2) - (91, 92) = (P10 q1, P2°42)-

Descartes neve azért szerepel itt, mert a Descartes-féle koordinata-
geometridban a vektorok osszeadédsat éppen e szabdly szerint végezziik; ott
0, és - szerepét egyarant -+ jatssza. Hasonléan értelmezhetd kettdnél tobb
struktira Descartes-szorzata is.

18. FELADAT. Mutassuk meg, hogy (2,®) és (3, ®) Descartes-szorzata izo-
morf a (6, ®) struktirdval ! Ervényes-e hasonlé allitds 2 és 3 helyett barmi-
lyen m, n természetes szdmokra?

Ratérve a kérdésre, mely tulajdonsdgokat oroklik az ,, utéd-strukturak”
(tehét a részstruktirdk, dbrézolasok és Descartes-szorzatok), a megoldashoz
vezet® els6 1épések nem nehezek.

19. FELADAT. Mutassuk meg, hogy kommutativ struktirak utédai is kom-
mutativak.

Az, hogy egy (H,o) struktira kommutativ, azt jelenti, hogy ”azono-
san” teljesiil benne z oy = yox (azaz ¢ és y helyébe H barmely elemét irva
érvényes egyenldséget kapunk). Hasonlban, a struktira asszociativ volta is
egy azonossag teljesiilése. Ilyenfajta azonossdgokat nem nehéz kitalalni; pl.
ha (zoy)o(uov) = (zou)o(yov) azonosan teljesiil, a struktirdt medidlisnak
mondjuk (a racionalis szémok halmaza a szdmtani kozép képzésével medi-
alis, tigyszintén (3, *) is). Konnyen beldthatd, hogy ha egy azonosség érvé-
nyes egy struktirdban, akkor érvényes az utédaiban is. Anndl érdekesebb,
hogy ennek a megforditasa is igaz: ha egy tulajdonsig oroklédik a strukti-
rék utédaira, akkor ez a tulajdonsidg nem mds, mint bizonyos azonossagok
(végtelen sok is lehet!) érvényessége. Ez Birkhoff amerikai matematikus
nevezetes tétele (1935).
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4. Tarsuldstan. Régi természetrajz-konyvekben megtaldlhatjuk a
tengeri rézsa (nevii dllat) és a remeterdk szoros baratsigat mutatd képet.
Masrészt a kutya és a macska tobbnyire ”4llati rosszul” jén ki egymassal.
Van ennek megfeleldje a struktirdk korében? Van, mégpedig a kovetkezd.
Vegyunk két miiveletet a H halmazon: o és o . Azt mondjuk, hogy o és ¢
osszeférnek, ha barmely a,b,¢c,d € H esetén az

a b

c d
tablazat sorain elvégezve a o miiveletet, s az igy kapott elemeken a ¢ mii-
veletet, az eredmény ugyanaz, mintha eldbb az oszlopokon végeznénk el a
¢ miiveletet, majd a kapott elemeken a o miiveletet. Figyeljiikk meg, hogy
egy struktiira miivelete Gnmagéval ebben az értelemben pontosan akkor fér
ossze, ha a struktira medialis (ami mindig fennall, ha a struktira asszo-
ciativ és kommutativ; a szdmok megszokott Gsszeaddsa és szorzéasa ilyen
szempontbdl tehdt jol viselkedik). ‘ '

Nevezziink két struktirat dsszebékithetének, ha vannak olyan utédaik,
amelyek Gsszeférnek. Tovdbbé nevezziink egy struktirat hiperaktivnak (é-
lettani fogalom!)*, ha miiveletébdl az alaphalmazén értelmezhetd barmely
mds miivelet el8allithaté Ssszetett fiiggvényként. E cikk szerzéje bizonyi-
totta be néhany évvel ezel6tt, hogy ha egy struktira osszebékithets egy
hiperaktiv struktirdval, akkor minden struktiraval 6sszebékithetd.

5. Rendszertan. Amilyen fejlett az dllatok rendszertana (torzsekre,
osztalyokra, rendekre stb. bomlik az 4llatok orszaga), olyan fejletlen a struk-

tiraké. Allat elvben is csak végesszamu lehet (legaldbbis Féldiinkon), mig

a strukturdk allatkertje végtelen (még a véges alaphalmaztiaké is!) Ezért

a teljes rendszerezés nem latszik reményteljes célnak. Mindamellett struk-
turdk szdmos tipusat lehet megkiilonboztetni: beszéliink csoportrdl, féleso- -

portrél, kvazicsoportrdl, ,,loop”-rél (magyarul hurokrél, de ezt még — vagy

* A hivatdsos algebristdk »hiperaktiv” helyett primal struktirirél beszélnek.

Néhiny mds fogalom jelolésére szolgdlé szét ugyancsak a zoolégiai hasonlat érde-
kében hasznilunk: ,6sszeférnek” helyett felcserélhetdk, ,dsszebékithet8k” helyett
kompatibilis varietdst generdlnak a szokésos algebrai széhasznilat. Az ”4brizo-
14s” 526 megszokott ugyan az algebriban, de - itteni jelentésében — homomorf kép
az &ltaldnosan haszndlt kifejezés.
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mar? - nem szokds magyarul mondani), monoidrdl, kdtegrsl, félhalérdl,
stb. Ezek kozott kétségtelenill a csoport a legfontosabb fogalom: a csoport
mindeniitt jelenvalé a matematikaban. Csoportnak az asszociativ és inver-
talhaté struktirat nevezziik. Példa: (m,®) (minden m-re [!]), valamint a
dodekaéderrel kapcsolatban emlitett struktira.

Befejezésiil nehdny mondat arrdl, mit tudunk véglegesen a strukti-
rékrél. Ismerjitk a kételemil struktirdkat a legaltaldnosabb értelemben,
tehdt az akdrhany akarhany-valtozés miivelettel elldtott kételemd halmazo-
kat (Post, 1941). El tudjuk donteni, hogy egy véges alaphalmazi struktira
hiperaktiv-e (Rosénberg, 1965). Végiil (de nem utolsésorban, mivel ez volt
az algebra legnagyobb teljesitménye évszazadunkban) ismerjiik mindazokat
a struktirdkat, amelyek véges alaphalmazi egyszerfi csoportok (sok mate-
matikus részben egyéni, részben egyiittes munkéja 1950 és 1980 kozott, 19.
szdzadi — még Galois dltal kezdett — alapvetd kutatdsokra témaszkodva).

Csdkdny Béla, Jézsef Attila Tudomdnyegyetem, Bolyai Intézet, 6720 Szeged,
Aradi vértandk tere 1.




