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nyezhet, mert e réven a tandr az oktatdsba intenziven belevonhatja a tanulékat
is, s igy egy-egy tandra lefolydsdba eleven liiktetést vihet, a tanulé pedig nem
,elefantcsonttoronyszerti” tiineményt ldtna tandrdban, hanem sajit munkatarsét,
aki &t nem 1j dolgok kozlésével kinozza, hanem vele a dolgokat kozelebbrdl meg-

targyalja. .

Szeged, 1964. november 24.
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Rédei Laszlé matematikai munkéssdganak vezérelve volt az elegancia. Ez a
526 a koznapi életben valasztékos izlésességet jelent; a matematikusok rendszerint
a tomor, szép gondolatmenetet nevezik elegdnsnak. Elete utolsé cikkében is az
elegdns bizonyftést kereste és taldlta meg Rédei. Ebben az ismert tizendtds jaték
alaptételét (pontosabban, ennek a nehezebbik felét) bizonyitotta be dsszesen nyolc
sorban, felhasznalva egy nem kézismert segédtételt és egy egyszerti 4brat. Tovabbi
nyolc sorban elfért az alaptétel és a segédtétel kimondésa, az utébbihoz szitkséges
magyarazattal egyutt Hogy Rédei éppen egy jatékrdl irta legutolso cikkét, talan
nem meglepd, tudva, hogy mindig szerette a jatékot, e sz6 mindkét, leggyakrabban
hasznélt értelmében. Kozépiskolai didkja, Illésy Istvan emliti, hogy mezdturi évei
alatt szivesen jatszott gitaron [4]. Szegedi és budapesti tanftvanyai pedig tudjsk,
hogy a sakkjaték irdnti vonzalma elethossmg tartott.

Rédei angol nyelven tette kozzé gondolatmenetét a tizen6tds jatékot i 1smero
és a permutdcidkkal valé szdmoldsban jartas olvasék szdmira [3] A tovébbiak-
ban a részleteket kibontva megprébsljuk minden érdeklsdé részére hozzéférhetvé
tenni ezt a kis gyéngyszemet, Rédei Laszl6 gazdag szelleml hagyatekanak apré, de
csillogé darabjat.

A tizendtds jatékot egy evszazaddal a Rubik-kocka elétt tette vilagszerte nép-

szerlivé Sam Loyd, & hires amerikai rejtvénycsinglé, akit a sakkozdk klasszikus

feladvanyszerz8ként ismernek. A jéték eszkoze egy 4 x 4-es méretii lapos doboz,
amelyben tizendt, 1-t81 15-ig szdmozott, 1 x 1-es méretii lapocska tologathaté, min-
dig az egyetlen iires helyre. A lapocskakat a jaték megkezdese elétt valahogyan
elrendezik — ehhez akér ki is szedhet8k a dobozbdl —, s a feladat: tologatés-
sal 1étrehozni az alapélldst, amelyben a lapocskak szamai balrol _]obbra és feliilrsl
lefelé haladva novekvd sorrendben vannak:

1. abra
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Sam Loyd ezer dolldrt igért annak, aki a feladatot megoldja abbdl a kezdd
elrendezésbél, amelyben 14 és 15 fel van cserélve, a tdbbi szdm pedig alapallasbeli
helyén 4ll. Ez a specilis feladat, ellentétben a Rubik-kocka szinreforgatdséval,
megoldhatatlan. Néhdny évi vildgméretd , aranyldz” utén Johnson és Story ame-
rikai matematikusok tették kozhirré az ligy reménytelenségét. A jdtékszer azonban
jétékboltokban ma is kaphatd, és a megoldhaté dlldsok megoldésa ma is szérakoz-
taté. A nagy kérdés: melyek a megoldhaté alldsok? Altaldnosabban: mely allasok
alakithatdk 4t egymésba a jaték szabdlyai szerint, azaz tologatéssal? Dolgoza‘zé-
ban Rédei Lészlé6 megadja és bebizonyitja az dtalakithatésig elegendd feltételét.
Ezt a bizonyitést prébaljuk kozérthetévé tenni. A feltétel szitkséges is, aminek iga-
zolésa konnyti; Rédei nem is foglalkozik vele. Cikkiink végén réviden ramutatunk,
min miilik a sziikségesség.

El8szér idézziink fel néhény, permutdcidkra vonatkozo elemi fogalmat és tényt.
Permutécién itt adott sorrendbe llitott végesszami elem més sorrendbe rakasat
értjitk. Ha pl. az adott sorrend 12345, akkor e szimoknak a 25143 sorrendbe rakésa

‘egy permutécié. Ha az eredeti sorrend rogzitett, akkor ezt a permutéciét természe-
tesen megadhatjuk Ugy, hogy csak a 25143 sorrendet irjuk fel; ezért a sorrendeket
is szok4s permutdciSknak nevezni. Végiil, a mas sorrendbe rakés felfoghaté a hal-
maz dnmagara valé kdlesondsen egyértelmi (réviden: bijektiv) leképezéseként, pl.
esetiinkben 25143 azt a leképezést jelenti, amelynél 1-nek 2, 2-nek 5, stb. felel meg.
Permutécién leggyakrabban ilyen leképezést értiink. Ennek az az elénye, hogy a
permutécidk csoportelemekként kezelheték, hiszen halmaz Gsszes onmagéira vald
bijektiv leképezései csoportot alkotnak. Beszélhetiink tehdt permutécidk szorza-
tardl és inverzérdl, ezen az egymis uténi elvégzésiikkel, ill. a visszacsindldsukkal
megvalésitott permuticiot értve. _

Transzpozici az olyan permuticié, amely két elemet cserél fel, a t&bbit vél-
tozatlanul hagyja. Ha az a és b elemeket cseréli fel, jellése (ab) (vagy (ba)).
Az 123...n }ablapsorrendbc'il az 1,2,3,...,n szamok minden permutécidja el8all
transzpozicidk egymas utani elvégzésével, azaz transzpozicidk szorzataként. Adott
permutéci6t tobbféle médon is elédllithatunk igy, de az eldéllitdsdhoz elvégzett
transzpozicidk szdmanak parossaga mindig ugyanaz. Ennek megfelelen beszéliink
péros és pératlan permutéciékrl. Barmely véges halmaz Ssszes paros permutécidi
is csoportot alkotnak. Ezt a halmaz alternsls csoportjdnak (masképpen: a halmaz
feletti alternélé csoportnak) nevezziik. ‘

Ha egy permutécié pontosan hiarom elemet cserél fel, akkor 3-ciklusnak ne-
vezzilk. Ha az a, b, ¢ elemeket gy cseréli fel, hogy a helyébe b, b helyébe ¢ (és

. igy c helyébe a) keriil, akkor jeldlése (abc) (vagy (bca), vagy (cab)). Minden 3-
ciklus paros permutécié, mert (abe) = (ab) - (ac) (a szorzésjelet a tovidbbiakban
nem frjuk ki). M4srészt minden péros permutacié el6éll 3-ciklusok szorzataként.
Ennek a beldtédséhoz elég észrevenni, hogy két kiilonbodzé transzpozicié szorzata
mindig vagy egyetlen 3-ciklussal vagy két 3-ciklus szorzatéval egyenls. Ha a két
transzpozicié tartalmaz (azaz mozdit) kozos elemet, akkor ezt a legutébbi formula

mutatja. Kiilénben pedig (ab)(cd) = (ab)(ad)(ad)(cd) = (abd)(acd). A most iga-

s ey ey,
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zolt tényt dgy is megfogalmazhatjuk, hogy halmaz Gsszes 3-ciklusai generaljak a
halmaz alterndlé csoportjét.

Ennyi el8késziilet utdn kovetkezhet a segédtétel, a tétel s a bizonyités agy,
ahogyan Rédei dolgozatédban 4ll: '

Segédtétel. 3-ciklusok bdrmely dsszefiiggé rendszere generdlja az ezen 3-ciklusok

dltal permutdlt elemek halmazdnak alterndld csoportjdt. (Legyenek K1, Ko, ..., K, -

azok a hdrom elemy halmazok, amelyeket a tekintett 3-ciklusok permutdlnak; ezeket
Osszefliggd rendszernek nevezzik, ha nem létezik olyan K halmaz, amelyre § C
K C Uy Ki, és minden i-re, aholi=1,2,...,r, vagy K; C K vagy K;NK =9
teljesiil.)

Tetel. Ha a tizenitds jdték két olyan dlldsa, melyekben ugyanaz a hely iires, a
szdmok pdros permutdcidjdval megkaphats egymdshdl, akkor ezek az dlldsok a jaték
szabdlyai szerint is dtalakithatdk egymdsba.

Bizonyitds. Tekintsiik a 2 x 2-es négyzeteket, és mindegyikbé] hagyjuk ki az adott
éllasok iires mez6jéhez legkdzelebbi szdmot. Megmutatjuk, hogy az ott maradé
harom szdmot permutélé 3-ciklus megvaldsithaté a jaték szabdlyai szerint.

Valéban, el8sz6r mozgassuk az iires mezét az adott 2 x 2-es négyzet kihagyott
mez§jére a legrévidebb titon, aztdn permutaljuk ciklikusan az ott 1évé hirom sz4-
mot, véglil mozgassuk vissza az lires mez8t eredeti helyére. Péld4ul:

2 1= 23] 2|3
srals] | [ éiz_ T ae 1] 5041
6 5 - % 1 Ts
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2. abra

Ezek a 3-ciklusok nyilvdnvaléan 6sszefiiggs rendszert alkotnak, és mind a
tizen‘g’t szdmot permutéljik. Ezért a segédtétel alapjsn a bizonyftds kész.

Erezhetd, hogy a bizonyitds , nehézségei” a s'egédtételbe vannak sliritve. A
segédtételt Rédei nem bizonyitja, csupan hivatkozik Sophie Piccard [2] kényvére,
amely a segédtételt valéban tartalmazza, 4m ugyancsak nem bizonyitja, arra hi-
vatkozva, hogy jél ismert tény. Nincs jogunk ezt kétségbe vonni, de az is igaz,
hogy nem kézismert. Bizonyitdsa ugyan nem nehéz, de nem is nyilvdnvalé. Ezért
be fogjuk 14tni a segédtételt. Ezt az Ssszefiiggéség atfogalmazésival kezdjilk. Az
dtfogalmazds arra is rdmutat, miért hasznilhatja Rédei a »hyilvinvaléan” szét
bizonyitdsdnak utolsé elétti mondatiban. '

Legyen H azn = {1,2,...,n} halmaz 3-ciklusainak egy olyan halmaza, hogy
n minden eleme benne van legaldbb egy H-beli ciklusban. H akkor és csak akkor
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Osszefligg6, ha n brmely i, j eleme Osszekdthetd H-beli ciklusokbdl 4llé lanccal,
azaz létezik 3-ciklusoknak olyan Ci, ..., Cy sorozata (k > 1), hogy

(1) Cy,...,Cr € H,

(2) i€, jeECk, ,

(3) asorozatban egymds mellett 1év6 ciklusoknak van kézos eleme. <

Ha ugyanis H nem Osszefiiggd, akkor n-nek van olyan K részhalmaza, hogy K
bizonyos H-beli ciklusok egyesitése, n\ K pedig a t6bbi H-beli ciklusok elemeinek
egyesitése. Vdlasszunk egy ¢ elemet K-bol és egy j-t K-n kiviilr8l. Akkor ez az ¢
és j biztosan nem kothetd Gssze az (1)—(3) feltételeknek eleget tevd ldnccal.

Ha viszont vannak olyan ¢, 7 € n, amelyek nem kéthetSk Sssze a kivant tulaj-
donsagi lanccal, akkor tekintsiik — és nevezzilk K-nak — n mindazon elemeinek
halmazat, amelyek i-vel ilyen lanccal 6sszekdthetSk. Ez a halmaz bizonyos H-beli
ciklusok elemeinek egyesitése, a t6bbi H-beli ciklusok elemei pedig mind K-n kiviil
vannak. Ez mutatja, hogy H nem 6sszefiiggd.

Most bebizonyitjuk a segédtételt. Lattuk, hogy 3-ciklusok szorzataként min-
den péros permutécié el6all, ezért elegendd a kovetkez6t megmutatnunk: Ha H
3-ciklusok 6sszefiiggs halmaza az n halmazon, akkor H-beli ciklusok szorzataként
az n halmaz minden 3-ciklusa megkaphaté. A tovébbiakban [H] fogja jeldlni n
mindazon permutéciéinak halmazit, amelyek el6dllnak H-beli ciklusok szorzata-
ként. ‘ :
El6szor vegyiik észre, hogy ha a és b az n halmaz régzitett kiilonbozé elemei,
akkor (abc) alakd ciklusokbdl (ahol ¢ € n) szorzdssal n minden 3-ciklusét el
tudjuk 4llitani. Valéban, a és b helyett az egyszeriiség kedvéért 1-et és 2-t irva,
tetszlleges k,l,m € n elemekre ellendrizhetd

(klm) = (121)(12k)(120)*(12k) (12m)(12k)2.
Az n halmaz elemeit sziikség esetén 4tjelolve elérhetd, hogy (123) € H(C [H)).

Ha emellett (124),...,(12n) € [H] is igaz, akkor az elézé formula mutatja, hogy
[H] valéban tartalmaz minden 3-ciklust.

Tegyiik fel, hogy ez nem igy van, és legyen m a legkisebb olyan pozitiv egész, -

amelyre (12m) ¢ [H]. Ekkor természetesen m > 4. Még azt is feltehetjiik, hogy

(12g) ¢ [H] minden m-nél nagyobb g-ra; ez az m, m+1,...,n elemeket sziikség ese-
tén atjeldlve megint csak elérhetd. Mivel H Osszefiiggd, az 1 elem az m, m-+1,...,n

elemek mindegyikével Gsszekdthets 3-ciklusok olyan ldncéval, amelsrre teljesiil
(1)—(3). Legyen Ci,...,Cr a legrovidebb az osszes ilyen ldncok koziil, és le-
gyen ebben a lancban Cj, az elsd olyan ciklus, amely tartalmazza m,m+1,...,n
valamelyikét. Két eset fordulhat el6: Cp-ban vagy egy, vagy két elem van az

m,m = 1,...,n elemek koziil. Sziikség esetén ismét megvaltoztatva a jelolést, -

feltehetjiik, hogy ezek egyike m.
Az elsé esetben Cj, = (ijm), ahol 4,5 < m. Ha emellett i, j > 2, tekintsiik a

™ = (120)(124)(126) (129)*(124)
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permutéciét. Vegyiik észre, hogy 7 € [H] és m = (11)(25). Ekkor 7 (ijm)r = (12m)
és a bal oldal [H]-ban van, mert minden tényez8je [H]-ban van. Ezért (12m) € [H];
ellentmondéds. Most tegyiik fel, hogy pl. ¢ =1, azaz C, = (1jm). Ha k < m,
k #2,j, akkor (k27), (kj2)(= (k2j)) € [H], ezért (k25)(1jm)(kj2) = (12m) €
[H]; megint ellentmondés. Hasonléan jutunk ellentmond4sra a tovabbi alesetekben
(1=2,7=1vagy2) is. '

A miésodik esetben legyen Cp, = (kmg), ahol k < m < g, és legyen a tekintett
lancban az el6z6 ciklus — azaz Cr_1 — az (ijk) (i,7,k < m). Az els§ esetben
bevezetett 7-re teljesiil w(kmq)?(ijk)(kmg)m = (12m). A baloldal itt is [H]-beli
elemek szorzata, ahonnan a mér-mar megszokott (12m) € [H| ellentmondést nyer-
jiik, és ez be is fejezi a segédtétel bizonyitisit.

Magénak a tételnek a bizonyitdsdhoz a kévetkezbket flizhetjilk. A tizendtés
jatékban az iires hely 16-féleképpen helyezkedhet el, de a négyzet szimmetrisi mi-
att csak hirom lényegesen kiilonb5z8 eset van: az iires hely vagy bels6 négyzet,
vagy saroknégyzet, vagy egyik sem. A ciklikusan permutdlandé szamharmasok
mindegyik esetben egy-egy L-trominét (szomszédos négyzetekbél 4116 L alakii har-
mast) foglalnak el, 6sszesen kilencet. A tétel bizonyitdsdban tekintett 3-ciklusok
rendszerének Osszefiigg6sége a latott dtfogalmazds alapjn azt jelenti, hogy mind
a hdrom esetben barmelyik nemiires négyzetbs! barmelyik mésikba el lehet jutni

-egymésba kapcsolédé — azaz kozds négyzettel rendelkezd — L-tromindk alkalmas

sorozatan ,,végigsétalva”. Ezt nem nehéz ellendrizni.

" Végiil néhdny sz6 a tételben szerepld feltétel szilkségességérdl. Ez azt jelenti,
hogy ha két 4llds, amelyekben ugyanaz a hely iires, tologatéssal dtalakithaté egy-
kdzben az iires hely vagy vizszintesen mozdul el, és akkor a szémok sorrendje nem
véltozik, vagy pedig fiiggblegesen, és akkor a szdmok sorrendjének megvaltozésa
harom egymés utdni transzpoziciéval is megvalésithaté (ellenérizziik!). Ha egy
tologatas-sorozat végén ugyanaz a hely iires, mint az elején, akkor piros szamd al-
kalommal mozdult el az iires hely fiigg8legesen, ti. ugyanannyiszor mozdult felfelé,
mint lefelé. (Hasonlé igaz az iires hely vizszintes elmozduldsaira is, de ennek nincs
jelent6sége.) Tehét ilyenkor a szdmok sorrendjének megvaltozdsa Gsszesen péaros
szdmszor 3 transzpoziciéval, vagyis paros permutéciéval érheté el. Ez az egyszert
gondolatmenet azt is mutatja, hogy Loyd nevezetes feladvanya megoldhatatlan.

A tizenotds jaték alaptételére mindmdig szdmos kiilonbozd bizonyitss 14tott
napvildgot kényvekben és cikkekben (l4sd pl. a legutébbi [1] cikket). Ezek rendsze-
rint hosszadalmasak, ami nem is hiba, hiszen szerzéik nagy &tlet hijan aprélékosan
kidolgozzdk a részleteket. Rédei Lészl frappéns bizonyitdsshoz hasonls eleganci-
dval a tizenotos jaték irodalmédban mésutt nem taldlkozunk!
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1932-ben a ziirichi Nemzetkozi Matematikai Kongiresszuson K. Borsuk lep-
gyel matematikus bebizonyitotta, hogy n-dimenziés gémbdt n szdmd részhalmazra
bontva, legaldbb egyik halmaz tartalmaz atellenes pontpért, azaz legaldbb egyik
halmaz dtméréje megegyezik a gdmb dtméréjével. Bizonyitédsa nem elemi, anali-
zisbeli és topolégiai eszkbzdket hasznilt.

Rédei Laszld ebben az id6ben Mez&tiron volt kézépiskolai tanir. Tudomdst
szerzett K. Borsuk eredményérél (ahogy cikkének 1abjegyzetében irja, Veress P4l
hivta fel erre a figyelmét), és mar 1934-ben a Matematikai és Fizikai Lapokban
kozolt errdl egy, tanitdsi szempontbdl killéndésen érdekes cikket. Ezt a dolgozatot
a fiatal Erdés Palnak is elkiildte, akinek vélaszlevelét érdekességként e cikk utén
kozoljiik. ‘

Ebben a dolgozatban kis véltoztatissal Rédei bizonyitssai taldlhatdk.

Borsuk tételében a halmazok hatérpontjai természetesen hozzitartoznak a

megfelel§ halmazokhoz. Igy egy pont t6bb halmazhoz is tartozhat. A f& problémét.

az okozza, hogy a hatdrpontok halmaza nagyon komplikalt lehet. Rédei, mint igazi
tandr, el8szor azt mondja, hogy tekintsiik a hdromdimenziés gémbbel kapcsolatban
azt az esetet, ha a fellépd harom halmaz Gsszefiiggd és a hatéraik Jordan gérbék.
Ez egy érdekes specidlis eset, bizonyitdsat szé szerint idézziik Rédei cikkébsl:

»A mondott esétben vagy van a hdrom halmaznak kéz6s hatdrpontja, ekkor az
dllitds helyessége nyilvdnvald, vagy nincs ilyen hatdrpont, ekkor kénnyen ldthatd,
hogy a teljes hatdrgirbe: két, kozés pont nélkili zdrt Jordan-gorbe. Legyenek ezek
c1 €s ¢y €s legyenek az adott halmazok hy, ho, hs; ezek hatdra alkalmas jelélésekkel
c1, C2 €s c1 + co. Jelentse a felsé vonds (h', P’ stb.) az dtellenes leképezést. Mint-
hogy c¢1 minden pontja hatdrpontja hi-nek €s hz-nak, azért az dllitds helyessége
nyilvdnvald, ha ci-nek akdr hi-gyel, akdr hs-mal van kézds (belsé vagy hatdr-)
pontja. Elég tehdt még azzal az esettel foglalkoznunk, amelyben c’1 a hz belsejében
és ugyancsak c’2 a hy belsejében van. Legyen ekkor C} és Ch a ¢} és cy gorbéknek
egy-egy pontja és legyen c egy Gsszekdtd (nyitott) Jordan -gorbe Cy és Cy kézott a
h3 belsejében. Akkor ¢’ Gsszekdti a Ci, C4 pontokat, amelyek hy-ben, illetve hi-ben
vannak, tehdt c'-nek van hz-mal egy kézés C' (belsé) pontja. Azonban C is pontja
hg-nak, s ezzel a tételt & mondott esetre kimutattuk.” (A jelolések is az eredetiek
maradtak.)




