‘Polinom-e minden fiiggvény?
CsAKANY BELA™

A cimben feltett kérdésre szémos egyetemi hallgatd kolléga',m nagyjabol
azonos médon reagdlt. ElSszor pontositotta a pongyoldn kitlizott problémat,

“pl. igy: ”Valds (egyiitthatés) polinom(mal felirhat4)-e minden valds fiigvény?”

Ezutin megadta a vilaszt, ami — helyesen — mindig “nem” volt, csak az
indokolasok kiilonboztek, tikrozve a valaszold ismereteit és érdeklédését.

1. A valés figgvények halmazdnak szamossaga, nagyobb mint a valds
polinomok halmazaé.

2. A valds polinomok folytonos fliggvények, de nem minden valds fiiggvény
folytonos.

3. = L 7277 nem polinom, mert minden raciondlis tortfiiggvény egyetlen moé-
don irhaté fel egy polinom és elemi tortfliggvények dsszegeként.

A kovetkezékben pontosabban és altaldnosabban fogalmazzuk meg a cim-
ben szereplS kérdést, és megmutatjuk, hogy a valasz bizonyos esetekben ”igen”
(!). Ehhez el8szor a polinom fogalmdt kell tisztaznunk.

A szokasnak megfelelden f : M — M a tovabbiakban azt jelenti, hogy f
az M halmaznak M-be vald leképezése; ekkor f : a — a’ azt jelenti, hogy f
az M halmaz tetszdleges a elemének a’-t felelteti meg; természetesen a’ helyett
irhatunk f(a)-t is. Pl. ha R a valds szdmok halmazdt jeldli, f :R - R, f:a—
a? azt jelenti, hogy f a valds szamok halmazédn értelmezett negyzetreemeles
(azaz f(a) = a® minden a € R szdmra).

Az M értelmezési tartomanyi fiiggvények kozil a legegyszerlibb az iden-
tikus fiiggvény; jelolje ezt z. Tovdbbi egyszerii fiiggvények a konstans fligg-
vények; legyen ¢ : a — ¢ (azaz minden konstans fiiggvényt jeloljink az értéké-
vel). Ha M-en eleve bizonyos miiveletek (pl. dsszeadds, szorzds) vannak értel--
mezve, ezeket természetes médon elvégezhetjiik az M-en értelmezett, M-be esd
értékkészletli fliggvényeken is a kovetkezdképpen: az f .M — M, g M — M
figgvényekre legyen pl. f+g9g : M — M, f+g : a — f(a) + g(a). Ezt’
a fiiggvények pontonkénti osszeaddsanak, altaldban pedig a fliggvényeken igy
értelmezett miiveleteket pontonkénti miiveleteknek nevezzik. Igy pl. a
négyzetreemeks R-en az identikus fiiggvény onmagdval vald pontonkénti szor-
zata.

Mostmar kdnnyen észrevehetjiik, hogy a kdzonséges — a meghatérozotti
sag kedvéért, mondjuk, valds — polinomok éltal megadott fliggvények pontosan
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azok az f : R — R fiiggvények, amelyek az R-en értelmezett identikus fiiggvény-
b8l és konstans fiiggvényekbdl a pontonkénti Ssszeadds és szorzds segitségével
(pontosabban beszélve: ezek véges szdm elvégzésével) el6éllithatok. Valdban,

nevezziik az igy eldallé fliggvényeket (R feletti) polinom-fiiggvényeknek."

Ekkor az el83llitasukhoz sziikséges pontonkénti miveletek szdma szerinti teljes
indukcidval beldthaté, hogy az R felettl polinom - fiiggvények mind felirhaték
a hagyomanyos :

(%) anz” + ...+ a1z +ag (a,- €eR; i=0,...,n)
alakban; mésrészt az (*) alakd pohnom szemmellathatoan egy R feletti

polinom-fiiggvény felirdsa.
Eszerint a valds polinomok — az (*) alaku Je]sorozatok — a valds szamtest

feletti polinom-fiiggvények jelei. Gyakran eléfordul, hogy egy vizsgdlt dolognak -

és a jelolésére szolgdld dolognak a megnevezésére ugyanazt a szét haszndljuk

(pl. permutédcién egyarant értiink bizonyos fajta leképezést és — az ilyen le-’

képezések megaddsira alkalmas — jelsorozatot). Most is ezt fogjuk tenni:
polmomrol beszélve, ezen érthetiink pohnom—fuggvenyt is és°az &t megadd jel-

sorozatot is. Ha lényeges, hogy melyikrdl van sz6, ez kideriil a szovegkdrnye-

zetb8l. (Tankonyvekben rendszerint szigordan kiilonbséget tesznek polinom és

polinom-fiiggvény kdzott, amire a polinomok elméletének rendszeres felépitésé- -

hez valdban sziikség is van:)

Eddig egyviltozds polmomokrol volt szd; rajottink, hogy ezekben az x
valtozd az identikus fiiggvény jele. Hasznilunk azonban tobbvéltozés polino-
mokat is; pl. az s = a-(¢122+2123+2223) hdromviltozds polinom a harmadfo-
ki algebrai egyenlet gySkei és egyiitthatdi kozotti Ssszefuggésben szerepel (ha
£y, 9,3 az azd +bz? + cz + d = 0 egyenlet gydkei, akkor polinomunk éppen a
¢ egylitthato értékét adja meg). Mit jelentenek itt az i, z2, £3 valtozdk? Iden-
tikus fliggvény csak egy van; azt nem jelenthetik. Az s polinom hiromvaltozds

- fliggvényt hatdroz meg, amelynek értékét az (r,s,t) helyen ugy szamitjuk ki,

hogy 1 helyébe az r, &, helyébe az s, z3 helyébe a t értéket irjuk, s a kijelolt
miveleteket elvégezzik. Eszerint x; azt a fliggvényt jelenti, amely barmely

elemhdrmashoz annak elsd elemét rendeli, z5 és z3 pedig hasonléképpen. a mé- -

sodik ill. harmadik elemét. Projekcidfiggvényeknek, roviden projekcicknak
nevezzitk 8ket, mivel térbeli Descartes-féle koordindtarendszerben az (r,s,t)
pontnak pl. az elsd koordindtatengelyre (amelyet szdmegyenesnek tekintiink)
valé vetillete, mas széval projekcidja éppen az r szam. Barmely n természe-
tes szam esetén tekinthetjilk az zi,...,z, n-viltozds projekcidkat: z; az az
n-valtozds fiiggvény, amely minden elem-n-eshez annak i-edik elemét rendeli.
Az egyetlen egyvaltozds projekcid éppen az identikus figgvény.

Idaig eljutva, nem lész nehéz meggondolnunk, hogy barmely n-re az n-
valtozds valds polinomok éppen azokat a valds fliggvényeket jelolik, ame-
lyek az n-valtozds projekcidkbdl és az n-véltozds konstans fiiggvényekbsl
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(¢ : (a1,.-.,an) = ¢ ai,...,an, ¢ € R) a pontonkénti Gsszeadds és szor-
zds véges szamu alkalmazdsival keletkeznek (ha f és g n-véltozds valds fligg-
vények — roviden: f,g : R® — R — akkor pl. pontonkénti osszegik
F+g:(a1,...,a3) — f(ay,...,a,) + g(a1,...,a,)). Jegyezziik meg, hogy
miiveletek véges szdmu alkalmazdsiba azt a lehet8séget is beleértjiik, hogy
a miveleteket egyszer sem alkalmazzuk; ennek megfeleléen a projekcidk és a
konstansok is polinomok.

Most jon a megleps észrevétel: polinomokat barmely halmazon be-
vezethetlink, hiszen barmely halmazon van identikus fiiggvény és vannak
akarhany véltozds projekcidfiiggvények, ugyancsak vannak akarhany valtozds
konstans fiiggvények is; tovabb4, ha halmazunkon még miiveletek is vannak
megadva, akkor a pontonkénti miveletek is elvégezhetdk, s ezekkel a mar ren-

. delkezésiinkre 3llé fiiggvényekbdl djabbakat képezhetiink. Ha a valds polino-

mok specialis esetében tapasztaltakat akarjuk altaldnositani, akkor a polinom
kovetkezd definicidjat fogadhatjuk el:

Tekintsink egy M halmazt és az M-en értelmezett miiveletek egy O halma-
zat (amely ires is lehet). Az (M, O) algebrai struktiira polinomjain azokat
az M-en értelmezett fiiggvényeket értjiik, amelyek projekcidkbél és konstans
fiiggvényekbdl az O-beli miveletek végesszamu pontonkénti elvégzésével nyer-
het8k. (Ebben a mondatban négy helyen is kitehettiik volna az ”n-véltozds”
jelzét; igy (M, O) n-valtozds polinomjai definiciéjahoz jutottunk volna. Ter-
meészetesen a pontonkénti miveleteket csak azonos valtozdszami fliggvényeken
végezhetjiik el!)

Latjuk, hogy ha halmazunkon nincsenek miveletek, akkor nincsenek mas
polinomok, mint a projekcidk és a konstansok. Masrészt, jelolje Op az M-en
értelmezhets Gsszes — akarhany valtozds — M-be esd értékkészletii figgvények
halmazdt. Tekintsik az (M, O)s) algebrai struktirat (azaz nevezziink ki M-en
minden lehetséges fliggvényt miveletnek); akkor az Ops-beli fiiggvények mind
polinomjai lesznek (M, Opr)-nek, hiszen az f : M™ — M m-véltozds fiiggvény
nyilvanvaléan el8all f(z1,...,z,) alakban, vagyis gy, hogy az z;,...,2, n-
valtozds projekcidkon az f pontonkénti miveletet végezzilk el.

Mivel egy M alaphalmazi algebrai struktira polinomjai mind Ojps-hez
tartoznak, csak az Opr-beli fliggvényektsl varhatd el, hogy mind egy M alap-
halmazy algebrai struktira polinomjailegyenek. A cimbeli kérdés tehat korrek-
tiil, teljes altaldnossdgban igy hangzik: van-e olyan (M, Q) algebrai struktira,
amelynek az Ops-hez tartozd figgvények mind polinomjai? Az eléz8 bekez-

‘désben lattuk, hogy (M, Ox) eleget tesz ennek a kovetelménynek, tehdt az

altalanositott kerdesre a valasz: ”igen”! Am ez a — valljuk meg, trivialis —
valasz aligha teszi elégedetté az olvasdt, aki szeretne olyan természetes, lehets-
leg mér kordbban ismert algebrai strukturét is ldtni, amelyen minden fiiggvény
polinom. A kévetkezdkben ilyen példdkkal ismerkediink meg.
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Rogzitsiink egy p primszdmot és tekintsiikk ap = {0,1,...,p—1} halmazon
a modulo p Osszeaddst és szorzast, azaz, ha a,b € p, legyen a és b modulo p
osszege az a + b (kOzdnséges) Gsszeg p-vel valé osztdsinak maradéka; hason-
l6an értelmezziik a modulo p szorzdst. Ismeretes, hogy a (p, {+,}) algebrai
struktirdban a kivonas és a nem 0-val vald osztés is elvégezhetd, s a miivele-
tek rendelkeznek a szdmokon végzett miveletek néhny fontos tulajdonsigaval
(asszociativitds, kommutativitds, disztributivitds). Ez az algebrai struktira a
p elemii véges test, szokisos jele GF(p).* Nem nehéz felismerniink benne a
mod p maradékosztalytestet. Megmutatjuk, hogy a GF(p)-n értelmezhetd
fiiggvények mind GF(p) polinomjai. Ezt a tényt Rédei Laszlé és Szele
Tibor fedezték fel 1947-ben. ‘

Legyen el8szor f : GF(p) — GF(p) egyvéltozds figgvény. Ha i =
0,1,...,{p— 1)-re van olyan x; polinomunk, hogy x:(:) =1,és xi(j) =0k # i
esetén, gy készen vagyunk, mert ekkor f(z) = f(0) - xo(z) + ...+ f(p —
1) - xp-1(), és igy f polinom, mivel polinomokbdl és konstansokbsl GF'(p)
miiveletel — Osszeadds és szorzds — végesszamu alkalmazdsival keletkezik
(f felépitésének ezt az Otletét a klasszikus algebra Lagrange-féle interpo-
laciés formuldjabél vettik at). Am a kivént polinomok valéban léteznek:
xi(z) =1 —(z — )P~} ugyanis ha = = i, akkor x;(z) = 1; ha pedig = j # i,
akkor (z — )P~ = (j — )P~ 1 = =1 (ez utobbl egyenléség éppen a kis Fermat.
tétell), ezért x;(z) = 0.

Bizonyitdsunk azon mult, hogy GF(p) elemeinek karakterisztikus fugg-
vényei polinomoknak bizonyultak. Ez az észrevétel tobbvaltozds fiiggvényekre
is haszndlhatd. ‘Az (i1, ...,i,) elem-n-es karakterisztikus fiiggvénye
{1, ha z;,=1y,...

0 maskilonben.

,xn = in;

X(il,...,in)(xh s &n) =

Ellenrizhetjiik, hogy x(i,,...in) (&1, 2n) = (1 — (21— 41)P71) .« . (1 = (20 —

in)P~1). Ekkor pedig barmely f : (GF(p))® — GF(p) n-viltozés fiiggvény
felirhaté
fEnne)= S fliin) X (- 2n)

(i],...,in)E(GF(p))"

alakban (figyeljik meg, hogy a jobboldali p” tagi Osszegnek barmely z; =
Ji,--+,Zn = Jn helyettesités esetén egyetlen tagja kiilénbdzik 0-tdl, és az a tag
éppen f(Ji,---,Jn)). A jobboldalon n-valtozds polinom &ll, s ezzel a bizonyitds
kész.

* GF a német Galois-Feld (Galois-mez8) réviditése; az algebrai egyenletek meg-
oldhatésdgdnak elméletét megalkoté E. Galois emlékét drzi. “~ 21
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A p > 2 esetben a tobbvaltozds fiiggvényekre vonatkozé meggondolds meg- :
takarithatd, ha tudjuk Stupecki lengyel matematikus 1939-ben bizonyitott téte-
1ét, amely szerint, ha egy legaldbb 3 elemii véges alaphalmazi (M, O) algebrai .

strukttrariak van lényeges miivelete, és az Op-be tartozd egyvaltozés
fiiggvények mind (M, O) polinomjai, akkor.az Op,-be tartozd dsszes figgvé-
nyek (M, O) polinomjai. Stupecki az M-en értelmezett olyan miveletet nevezte
lényegesnek, amely ténylegesen fiigg legaldbb két viltozdjatdl és értékkészlete
az egész M halmaz (GF(p) mindkét mivelete ilyen). Slupecki tételének bizo-
nyitdsa nem kivin ugyan elSismereteket, de nem is egyszeri; ezért itt melléz-
zik.*

Az utébbi évtizedekben szamos, mds szempontbdl is érdekes algebrai struk-
tirardl deriilt ki, hogy az alaphalmazén értelmezhetd s abba esd értékkészletii
fiiggvények mind polinomjai. Ezért az ilyen algebrai struktirdk kilon elne-
vezést kaptak: fliggvényteljesnek nevezzilk 8ket. Most két tovabbi példat
mutatunk be fiiggvényteljes algebrai struktirara.

Fried Ervin és Alden F. Pixley amerikai matematikus 1977 ben kezdte vizs-
galni a hdromvaltozds d dudlis diszkrimindtor-miiveletet, amely minden M
halmazon definidlhaté a kovetkez8képpen: barmely a,b,¢c € M esetén

d(a,b,¢) = {, ha a=2b,

maskilonben.
Vegytk észre, hogy, ha d legaldbb két viltozdja megegyezik, akkor a ”tSbbség-

ben lev8” valtozd lesz d értéke, mig csupa kiilonboz8 véltozdk esetén az utolsé

valtozd (azaz d demokratikusan és udvariasan viselkedik). Fried és Pixley tSb-
bek kdzott azt is bebizonyitottdk, hogy, ha M legaldbb hdrom elemi véges
halmaz, akkor (M, d) fliggvényteljes. Bemutatjuk ennek egy egyszerfi bi-
zonylitdsat.

El8szér . megmutatjuk, hogy d lényeges miivelet. Valdban, d értékkész-

lete M; tovabba a d(a,b,a) = a, d(b,b,a) = b, d(b,a,a) = a, d(b,a,b) =b ,
egyenléségek mutatjdk, hogy d mindhdrom valtozdjatdl ténylegesen fiigg. Ezért -

Stupecki tétele alapjan csak azt kell belatnunk hogy M minden 6nmagéba vald
leképezése polinomja (M, d)-nek.

Jelolje n az M halmaz elemeinek szdmat. Felhaszndljuk azt a tényt,
hogy M bérmely 6nmagiba vald leképezése megkaphaté leképezés-szorzdssal
M OGsszes transzpoziciibdl (azaz két elemet felcseréld, a tobbieket valtozat-

lanul hagyé leképezéseibdl) és egyetlen olyan tovdbbi lekepezesbol amelynek

* A bizonyitds megtaldlhaté a kdvetkezd helyen: Diszkrét matematika a szémités-

tudomaényban (szerk.: Sz. V. Jablonszkij és O. B. Lupanov), Miiszaki Konyvkiadd,
Budapest, 1980; 50-56. oldal. Fiiggvényteljes algebrai struktirdkrdl 4ltaldban S.
Burris és H. P. Sankappanavar Bevezetés az univerzalis algebrdba cimit konyveben
olvashatunk (Tankdnyvkiadé, Budapest, 1988; 195-202. oldal).
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értékkészlete n—1 elembdl 4ll. Jegyezzitk meg azt is, hogy haaz o : M — M le-
képezést az f polinom,a 8 : M — M leképezést a g polinom éllitja el8, akkor a
és f szorzata ugyancsak eldéllithatd polinommal, mégpedig a gf : a — g(f(a))
polinommal. Ezek szerint a bizonyitdshoz elegend§ lesz polinom-alakban felir-
nunk M

(a) tetszdleges transzpozicidjit, és

(b) egyetlen olyan leképezését onmagaba. me]ynek értékkészlete n —1 ele-
mi.

(a) Tekintsik M egy r transzpozicidjat és jelolje 1,2 az M halmaz r altal
felcserélt két elemét, 3,..., n pedig a tGbbi elemeit. Nem nehéz taldlni (M, d)-
nek olyan pohnornjat amely 1-et 2-vel felcseréli, M tobbi elemét pedig 1-be
viszl 4t. Ilyen a d(2,d(3,d(1,z,3),2),1) polinom; Jelolje ezt gg(:c) Definidljuk
a g3(z), . . ., gn(2) polinomokat a

o gi(z) =d(k, z, gr-1(x)) (k:3,.‘.,n) ,
szaballyal, s ellendrizzlik, hogy gi 1-et 2-vel felcseréli, a 3,...,k elemeket vél-
tozatlanul hagyja,a k+1,...,n elemeket pedig 1-be viszi 4t. Ekkor g, éppen
a T transzpozicid.

(b) Tekintsiik azt a o : M- M leképezést, melyet o(1) = 2 és i # 1-
re o(i) = i definidl. Ekkor ha(z) = d(2,z,g2(z)) megegyezik o-val az 1,2
elemeken, M tobbi elemét pedig 1-be yiszi 4t. Most vegylk a

hi(z) = d(k,z, hi-1(z)) (k=3,...,n)

polinomokat. Mint az imént, ellendrizhetd h,, = o, s a bizonyitds kész.

Harmadik példdnk a bizonydra sokak altal ismert élet-jdtékkal van kap-
csolatban, melyet 1970-ben talalt ki John H. Conway cambridge-i matemati-
kus. A jaték lényege a kovetkezd: a t = 0 idSpontban egy sikbeli végtelen
négyzetrdcs minden elemi négyzete vagy aktiv, vagy passziv allapotban van. A
négyzetek allapota idc’Segységenként valtozik a kovetkezd szabalyok szerint:

(1) Ha egy passziv négyzet nyolc szomszédja kdziil pontosan hirom aktlv
akkor aktivvd valtozik; kiillénben passziv marad.

(2) Ha egy aktiv négyzet nyolc szomszédja koziil kettd vagy hérom aktlv :

akkor aktiv marad; kiildnben passzivva valik.

Ennek megfelelé’en az aktiv dllapotok alkotta kezdeti alakzat véaltozik, fej-
16dik, s ezt igen érdekes megfigyelni, kiiléndsen, ha az (1), (2) szabalyokat nem a
megfigyelének kell firadsigos, konnyen elhibdzhaté munkdval alkalmazni, ha-
nem személyi szdmitégép és megfeleld program allitja el es Jjeleniti meg a
képernydn az alakzat fejlédését, ”életét”. ,

Jelolje 1 az aktiv, 0 a passziv allapotot. Az allapotvéltozds (1), (2) szaba-
lyai egy kilencvéltozds ¢ miiveletet adnak meg a 2 = {0, 1} halmazon a kdvetke-
z8 médon: ay,...,ay € 2 esetén legyen c(as,. .-,

ag) az élet-jaték négyzetrdcsa.
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barmely 3 x 3—as részracsa kozépsd négyzetének éllapota a t + 1 1dopontban
ha a kilenc négyzet allapota a ¢t idSpontban a kovetkezd:

Qg az as

as a1 aq

. - ar ag as
Plélddul

¢(0,1,0,0,1,1,0,0,0) =1, ¢(0,0,0,1,0,0,0,0,1) = ¢(0,1,1,1,1,1,1,1,1) = 0

az (1) szabaly szerint, és

¢(1,1,1,0,0,0,0,0,0) = ¢(1,0,1,0,1,0,1,0,0) = 1, ¢(1,1,0,0,0,0,0,0,0) = 0

a (2) szabaly szerint.
Tekintsiik a (2, ¢) algebrai struktiira

3 Ca =c(O.O,O,ml,xl,xl,mz,azg,:1:2)
és :

Cm = C(O) O) 0) OJ 01 0; T, Ty, 22)
kétvaltozds polinomjait. Akkor c,(ai,az) éppen a; és a; modulo 2 Osszege,
cm(a1, az) pedig a; és a; modulo 2 szorzata; ezért (2, cq, ¢ ) — amelynek mii-
veletei (2, ¢) polinomjai — nem més, mint GF(2). Kordbban littuk azonban,
hogy GF(2) fiiggvényteljes. Most a polinom és a fiiggvényteljesség definicidjé-
bél azonnal kovetkezik, hogy (2, ¢) is fiiggvényteljes.

A cikk elején emlitett 1. szdmy céfolatot tovdbb gondolva beldthatjuk,
hogy ha egy végtelen algebrai struktiranak nincs tdbb miivelete, mint eleme,
akkor nem lehet fiiggvényteljes. Ebb&l kdvetkezik, hogy csak véges csoportok,
gyliriik és haldk lehetnek fliggvényteljesek. Ismeretes, hogy a csoportok koziil
pontosan a véges nemkommutativ egyszeri csoportok fiiggvényteljesek (az al-

gebrai struktirat egyszerlinek mondjuk, ha minden mivelettartd leképezése

vagy kolcsonosen egyértelmi, vagy konstans).* Hasonld allitas érvényes a gyti-

riikre: egy gytrli akkor és csak akkor fiiggvényteljes, ha véges, nem zérégytirii -

* Ezeket a csoportokat ma mér teljesen ismerjik, lefrdsuk a huszadik szdzadi al-

gebra egyik csticsteljesitménye; itt csak azt a tényt idézziik fel, hogy a legegyszeriibb
(nemkommutativ) egyszeril csoportot 6t elem dsszes paros permutécidi alkotjdk.
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(azaz vannak olyan elemei, melyek szorzata nem 0) és egyszerii. Végil, egy-
nél tobb elemi halé nem lehet fiiggvényteljes. Ezt — ellentétben a csoportok
és gylriik fiiggvényteljességére vonatkozd tételekkel — konnyi beldtni: a héls
részbenrendezett halmaz (is), s e részbenrendezésre nézve a halémiveletek mo-
notonok; tdgyszintén monotonok a projekcidk és a konstans fiiggvények, ezért
a polinomok, amelyek mindezekbdl képezeti Osszetett fiiggvények, ugyancsak
monotonok. A nemmonoton fiiggvények tehat nem lehetnek polinomok.
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