Klonok

Az olvasé eddig eljutvan bizonyara észrevette, hogy — ahogyan maguk is irjak
egy helyen — ,,a szerz8k szdmaéra az univerzalis algebra majdnem egyet jelent a
varietasok elmeletevel”. Ez természetes is: a nemtrivialis univerzalis algebra
Birkhoff varietastételével (IL. fejezet, 11.9) kezd6dott, s a kutatdsok nagyobb

‘része ma is varietdsokra iranyul. Bz a szemlélet nincs ellentétben az algebra
tulajdonképpeni céljaval: rendszerezni az Osszes algebrakat. Egy algebra azo-
nossagelméletének modelljeit — vagyis az algebra dltal generdlt varietdst — vizs-
gélva, mélyebben megerthetjik az algebra viselkedését, hasonléan ahhoz, hogy
az embert is jobban megértjiik, ha tarsadalmi kornyezetébe dgyazva kozehtjuk ‘
meg.

Kialakult azonban az univerzalis algebranak egy olyan — ugyancsak nemtri-
vidlis — 4ga is, amely az egyes algebrat 6nall6 individuumként vizsgalja, és mas
algebrakkal valé kapcsolata helyett miveleteinek egymassal, valamint a tarto-
halmazan bevezethetd relacidkkal valo Osszefiiggéseit kutatja. Az univerzalis
algebra e fejezete a klonok elmélete. A kiénok specialis milvelethalmazok;
neviik, a gorog ,,klén” sz (jelentése: hajtas, 4g, csemete) arra utal, hogy ezek
a halmazok bizonyos generatormiiveletekbdl ,,sarjadnak ki”.

Mig a varietdsok vizsgalatara, a kutatas belsd logikajan ‘thl, a modellelmelet
és az absztrakt algebra egyes klasszikus 4gai (a csoport-, gylirii- €s haloelmelet)
Osztdnoznek, hasonld szerepet a klénokra vonatkozoban a t5bbértéki logikak,
valamint a szdmitdstudomany matematikai alapjai jatszanak. Ebben a fejezet-
ben bevezetjiik a klonok elméletének alapfogalmait és ismertetjiikk néhany neve-
zetes tételét, koztik e konyv egyik szerzdjének tarsszerz6vel egyiitt bizonyitott
friss eredményét. Azt is ldtni fogjuk, hogy a klénok elmélete az univerzalis
algebra mas fejezetelvel SZOTros kapcsolatban fejlodik.




1. Absztrakt klénok és fliggvénykionok

" Az algebra klfe_]ezesfuggvenyemek halmaza mindig tartalmazza az 0Osszes
projekcidfiiggvényt, és zart az Gsszetett fiiggvények képzésére nézve (1. IL. feje-
zet, 10.2 definicié). Miivelethalmazok e két tulajdonsaga gyakran egyutt fordul
elé. Ez vezetett a kovetkezé definiciohoz, amely azt is figyelembe veszi, hogy az
sszetett fiiggvények képzését célszerii nem egyetlen miveletnek, hanem mitve-
letseregnek tekinteni egy adott halmazon értelmezett miiveletek halmazan.

1.1. Definicié. Legyenek Ao, ..., 4;; -- . (i< w) olyan halmazok, hogy mindegyik '

A, tartalmaz bizonyos, €}-vel jeldlt (1<j=<1i) elemeket (4, tehat iires is lehet),
és minden {n, k) (n, k < a)) parra értelmezve vannak a Cy:* 4, X (4)" — 4, le-
képezések, melyek eredményét az (s, 1y, ..., 1, elem-(n+ 1)-esen Ci(s, 11, ..., 1,)
helyett réviden s(zy, ..., t,)-nel is Jeloljuk es amelyekre az

) s(€l, - en) R 5,
(II) » e?(tla LA tn) z tia
(III) . (S(th sy tn)) (ub AR uk) R S(tl(ula AR uk)> cees {n(ula vesy uk))

egyenletek érvényesek, barmely s € 4, t;€ 4, (=1, ..., nyésu;e A, =1, ...,

esetén. A kapott
A= {{4;: i<w}, {e 1<]<l<a)} {Cr:n, k<a)}>

rendszert absztrakt klonnak — roviden klonnak — nevezzik.

A; az A absztrakt klén i aritdsi (vagy i vdltozds) elemeinek ‘halmaza, az e
elemek projekciok (kdzelebbrol, ¢ a j-edik, i aritasu projekcid), a C; lekepezesek
a kompoziciok.

Mlvel absztrakt klénban a prOJekmokat és a kompoziciokat altalaban mindig

%, ill. Cy, jeldli (hasonloan ahhoz, ahogy pl. csoport egységelemét dltalaban az
1 _]ellel miiveletét pedig szorzasjellel jeldljiik), egy A absztrakt klon megadasa-
kor rendszerint csak az {4;: i< w} halmazrendszert 1r_]uk fel.

Ha az A klénhoz van olyan 1<i< ]<n hogy e’ akkor barmely k<ew-ra
és s, te Ap-ra (1) szerint s = €}(... )= e"( ...) = t, azaz
0<k<w-ra A,-nak egyetlen (k=0-ra pedlg legfeljebb egy) eleme van. Ilyenkor
A elfajulé klon.

Példa."Olyan klont mutatunk, amelynek eleme1 nem miiveletek. Legyen

j_ {xi. 0<l<]}, (]<a))
és
X, = {x; 0<i<ow).
Ekkor az X, feletti # t1pusu kifejezések T(X,) halmazan (II. fejezet, 10.1
definicié) minden {n, k) € w? parra értelmezhetjiik az {n, k)-kompozicit, ame-
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lyet C-val jeldliink, és amely a T'(X,) * (T(X))" szorzathalmazt T(X,)-ba képe-
7i le a kovetkezd modon: barmely '

5= 5(Xq1, -y X,) € T(X,)

= t(x, 0o x)eTXY (@GE=1,..,n
kifejezésekre legyen

CI(S, by oees ) = S (X g5 s Xy vens BaXs oens Xo))s

ahol s=x; (i<n) esetén

és

S(ti’ AER] tn) = ti:

s=f, € F, esetén
' S(tla"'a Z,,) =f07‘
mig s = f(py1, ---» Pm) €S€téN, ahol fe F 5 pi € TXx,) @((=1,...m
S(tla M) tn)‘ =f(p1(tla cee tn)a ceey pm(th AR tn))
(vo. IL. fejezet, 10.1). Mivel az

S(X15 wees Xp)-
xi(tls sy n) i

(5(t1s ver 1)) Qg oonr th) R S(t1 (s, --os W), ey 1oty oees Ug))

egyenletek érvényesek minden se T(X)), fy, ..., 1, € T(X,) €S uy, ..., u € T(X))
kifejezésre, igy

5,
t;

~
~
~
~

{T(Xo)=Fo, TX, ..., TXD, L)

absztrakt klon. Ezt a Klont az F tipusil kifejezések klonjanak nevezzik.

A tovabbiakban kideriil, hogy lenyegeben minden klon miiveletekbdl allo
klén (ugyanugy, ahogyan minden csoport lenyegeben permutac1ocsoport) Ez
adja meg a kovetkezd fogalom fontossigat:

1.2. Definicié. Ha C a nemiires M halmazon ertelmezett miiveletek olyan
halmaza, amely

I) minden 7 természetes szamra tartalmazza az 0sszes n-valtozds pI‘O_]CkClO-
kat;

II) barmely hozza tartozéd n-véltozds s és k-valtozés i, ..., t, muvelettel
egyiitt tartalmazza az '

Mgy ey Mgy o S(E (M4, oy 1), ey TP, oo )

4ltal definialt s(z,, ..., ¢,) miiveletet is, akkor azt mondjuk, hogy C fiiggvényklon
(vagy muveletklon) az M halmazon.

A definiciét roviden ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a C miivelethalmaz
fuggvenyklon ha tartalmazza.az 6sszes projekciokat és zart az Osszetett fuggve—
nyek képzésére nézve.-
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A fiiggvényklonok mind absztrakt klénok. Ha ugyanis C fiiggvényklon,
akkor ej-nak az i-valtozos k-adik projekciot tekintve, Ci-t pedig az n-valtozds
kilsé fliggvénybdl és k-valtozds belsd fiiggvényekbdl Osszetett fiiggvény képzé-
seként értelmezve latjuk, hogy az I)-III) egyenletek korlatlanul érvényesek.
Amikor hangsilyozni kivinjuk a C mfivelethalmaz klon jellegét, akkor azt
rendszerint C-vel jeldljiik.

Példdk. 1. A nemiires M halmazon értelmezhetd 0sszes miveletek fiiggvény-
klont alkotnak; hasonloképpen az Gsszes pI‘O_]ekCIOk 1s. Bzek a trividlis klonok.
Jelolésiik rendre O,, ill. E,,.

2. Barmely A algebra 0Osszes kifejezésfiiggvényei fuggvenyklont alkotnak;
hasonloképpen A Osszes polinomjai is. Jel6lésitk rendre T,, ill. P,.

3. Legyen f (n-valtozods) mitvelet, r pedig (k-valtozos) relacié az M hal—
mazon Azt mond]uk hogy f tiszteli az r relacidt, ha barmely a;;e€ M-re

G=1..mj=L..k
<£211, cees an1>> 2eny <a1k= s ank> Er= <f(a‘11a Ty alk), (] f(anlﬂ A ank)> er.

Az sszes olyan miiveletek M-en, amelyek az r relaciét tisztelik, fiiggvényklont -

alkotnak (jellése: Pol r). Specialisan, ha < M-nek részbenrendezése, a <-re
nézve monoton miveletek Pol < halmaza fiiggvényklon.

4. A folytonos (véges valtozos) valds fiiggvények fiiggvényklont alkotnak.

‘Az Osszetett fliggvények képzésén kivill van néhany tovabbi egyszert eljaras,
-adott miiveletekbdl tovabbi miveletek 1étrehozasara.

1) 4 vdltozék dtrendezése. Ha f n-véltozds miivelet (n>0) és w az {1, ..., n}
halmaz egy permutacidja, akkor legyen f.(xy, ..., X,) = f(eay --or Xpg).

2) A vdltozék azonositdsa. Ha f n-valtozds muvelet (n>0), akkor legyen
(A1) Ceys ovns Xp) = fog, X2, X35 -5 X,).

Ismeretes, hogy egy n-elemii halmaz Osszes permutacioi és a halmaz egy olyan
leképezése dnmagiba, melynek értékkészlete n— 1 elemt, egyiittesen az adott
halmaz dnmagéba valo leképezéseinek teljes félcsoportjat generaljak. Ezért, ha
taz {1, ..., n} tetszbleges leképezése dnmagéba, az f(xy, ..., x,) miveletbdl az
S, X)) = f(Xoqys -+ Xyny) mUvelet megkaphato a valtozok megfelelé 4t-
rendezésével és azonositasaval. Ilyenkor az f, miiveletet az f polimerjének
nevezzilk; ha 7 nem permutécio, akkor f, az f valddi polimerje.

Legyen f = f(xy, ..., x,) mivelet az M halmazon. Azt mondjuk, hogy x;
lényeges vdltozdja f-nek, ha vannak olyan ay,...,a;_q,d;41, ..., Gy, b, c€ M,
hogy f(ay, .-y i1, b, @y 15 oes @) F f(@qy oovs Qi 1, Cy Qi 1y ---, @,). Az ellenke-
z6 esetben az f miivelet eredménye nem fiigg x; értékétdl; ilyenkor x; fiktiv
valtozdja f-nek.

3) Kiegészités fiktiv vdltozéval. Ha f n-véaltozés miivelet, legyen
(V) (g5 ooy Xpi 1) = f(xy, --, X). (BKKoOT X, , fiktiv valtozdja V fnek.)

4) Behelyettesz’rés Ha g és f m-, ill. n-valtozdés (n>0), akkor legyen
) (f*g) (x1> cons Xmtn— 1) f(g(xl’ "':xm)a Xm+15 "':xm+n—1)'
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A figgvényklonokbol az 1) - 4) eljarasok nem vezetnek ki, mivel mind vissza-
vezethetdk Osszetett fliggvény képzésére az adott miiveletekbdl és projekcidk-
bol; utdbbiakat most is e;-vel jeldlve, pl. V£ = Cr,,(f, ei*1, ..., e"*1). Fordit-
va, az osszes projekciok megkaphatok az identikus leképezésbél fiktiv valtozok-
kal val6 kiegészités és a valtozok atrendezése utjdn, tovabba az dsszetett fiigg-
vény képzése mindig elérhetd a valtozok dtrendezése és azonositasa, valamint
a behelyettesités néhanyszori alkalmazasaval. Péld4ul

J(gCess x2), h(xy, X%3), k(xy, X5)) = (f*R)a*h)g*9):,

123456

ahol #=(13), ¢=(15), = = (1 2 2 211

) Ervényes tehat:

1.3. Tetel Adott halmazon ertelmezett miuveletek egy halmaza akkor és csak
akkor fiiggvényklon, ha tartalmazza az identikus leképezést, zart a valtozok
atrendezésére és azonositdséra, a fiktiv valtozéval valod kiegészitésre és a behe-
lyettesitésre nézve. []

Az izomorfizmus fogalma természetes mddon bevezethetd klénokra is.

1.4. Definicié. Az A = {4;:i < w} és B = {B;:i < w} klénok izomorfok
(jelolés: A=B), ha minden i<-ra létezik olyan «; : 4; — B, bijekcid, hogy

1) minden {4, /) (1<j<i<w) parra a;e} = €} (e By, és

2) barmely f€ 4,, g4, ---, g, € A4, elemekre

| CI?(“J’ %G 1s - OCkgn) = “kCI:l(.fa g1s +-» gn)

Bijekcidk ilyen‘{oc,- :i < w} halmazinak neve: A-nak B-re vald izomorfizmusa.
Megmutatjuk, ho.gy lényegében minden klén fiiggvényklén:

1.5. Tétel. Minden klon izomorf egy fiiggvényklénnal.

Bizonyitds. Tekintsiink egy A = {4;:i < w} klont. Megalkotunk egy A hal-
mazt, és rajta egy fliggvényklont, amely izomorfnak bizonyul A-val. Nevezziik
4=J{4;:i< w} egy L részhalmazat lincnak, ha a, € A,nL, i<jesetén 4;nL
egyetlen eleme a,(ei, ..., e).

A definicid korrekt, mert ha i<j<k é agqednL, a;eA,nL,
a, € A,nL, akkor egyrészt a, = a,(d}, ..., 4Y), mésrészt a, = a (al, ") =
= (ai(e], ..., &) (d}, ..., d¥), és itt a jobb oldalak az 1.1-beli (II) és (III) miatt

egyenldk. Vegyiik észre hogy (I) miatt [4;nL| < 1 minden i-re, tovdbba van

olyan k<w, hogy |4;nL| = 1 akkor és csak akkor, ha i>k. Jeldljiik a-sal az
a (€ A) elemet tartalmazo lancot és legyen A az dsszes lancok halmaza.

Legyen f € 4,; definidljuk 4-on az f* n-véltozds miiveletet a kdvetkez8kép-
pen. Ha @', ..., @ € 4, akkor van olyan t<w és a4, ..., a,, € 4,, hogy

=1 — M o—
a = a,,...,a" = a,,.
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Legyen f*(@", ..., @) = f(@y, -+ au). Mivel |@nA,| = | miatt az a,,; elemet '
egyértelmiien meghatarozza, annak belatasahoz, hogy f* e definicié 4ltal egyer-
telméien meg van adva, elég igazolnunk, hogy k<lés ag=a; i=1,...,n)
esetén

Sfarys o &) = flans s Qi)

A feltevés azt jelenti, hogy a; = au(ei, -+ eh); innen 1.1 (III) szerint

f(a11= AAt] aln) = f(akl(ella sess e}(), ceey akn(elly L] e;c)) =
= f(akla AR akn) (ell> sty ei)a :

ami az igazoland6 egyenldseget jelenti. Megmutatjuk, hogy A* = {f*: fed}
figgvényklon és az o, : f = F*(n< ) leképezések A-nak A*-ra val6 izomorfiz-
musat alkotjak.

" Definicid szerint

@€ @ oo @) = (@) (@ @) = EGur, nr O) = G = 0

fgy A* tartalmazza az bsszes projekciokat, és az o, leképezések kielégitik 1)-et
ban. Tovabba, ha gy, ..., gn € Ay @', ..., @ € A és
t< @, Gy, ---» Gy Olyan hogy a@'=dy;, akkor

(akCZ(fa gi1s - gn)) (a—la AR dk) =

= (f(gla Tty gn))* (517 sy dk) =

= (f(gla [ gn)) (ajls “eey ajk) = .
= f(91(aj15 -+ ajk)a veos Gnl@j15 -5 ajk)) =
= f*(gl(ajls e ajk): eee gn(ajb ) ajk)) =
= f*(gT(djla e djk): ooy g:(djla e djk)) =
= (CZ(OCJ: Ockgla nees Ockgn)) (dla “ces ék)a

épzésére nézve, €s az &, leképezések 2)-t
is kielégitik az izomorfizmus definici6jaban. Végiil, o, kolcsonosen egyértelmu
minden n-re; ha ugyanis f1, fo € Ay, €8 &f1 = a,f,, azaz ff = f3, akkor

- | S ———————
f = fl(eqa s eﬁ) =

= falel, - &) = fa

ahonnan kovetkezik fi=f,. O g

Az olyan algebrai alapfogalmak, mint részalgebra, generatorrendszer, homo-
morfizmus, faktoralgebra, bevezethetok kl6nokra is, és felhasznalhatok a klo-
nokkal kapcsolatos vizsgalatokban.

Az A = {4;: i<w} klénnak {B;: i<} zart részhalmazrendszere, ha €. € B;
minden 1<k<i<w-ra, é Ci(f, g1, -+ gn) € By, valahanyszor f € B,, g1, ---
<., gn € By. Ilyenkor B = {B;:i< w} maga is klon: projekcidi ugyanazok, mint
A projekcidi, kompozicidi pedig A megfeleld kompozicidinak megszoritasai. Az
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A-bdl igy keletkez klonokat az A részklonjainak nevezzﬁk. Ha B az A részklon-
ja és B#A, akkor B az A valédi részklonja.

Ha A klén, legyen barmely X < | 4, halmazra
Ce(X) = {{B:: X04; < B;(j<w) és {B;: j< o}
sart részhalmazrendszere A-nak} : i<}

Cg(X)-et az A X dltal generdlt zdrt részhalmazrendszerének mnevezziikk. Ha
Cg(X) = 4, azt mondjuk, hogy X generdlja A-t (vagy: X generdtorrendszere
A-nak). Belathato, hogy Cg algebrai lezarasi operator. :

Valoban, A helyett tekintsiink egy vele izomorf B fiiggvényklont; az izomor-
fizmus sordn A zart részhalmazrendszereinek B olyan részhalmazai felelnek
meg, amelyek maguk is fiiggvényklonok. Az 1.3 téte] szerint ezek B olyan
részhalmazai, melyek zartak egy Kkétvaltozds milveletre (behelyettesités) és né-
héany egyvaltozos miveletre (valtozok atrendezései stb.) nézve. Most allitasunk
a I1. fejezet 3.2 tételébdl kovetkezik. Innen nyerjiik, hogy barmely A klén zart
részhalmazrendszerei algebrai halot alkotnak.

Az utobbi tény az algebrak esetéhez hasonléan is igazolhatd klénokra. Ha
Y<A és P a projekciok halmaza A-ban, legyen

E(X) = Xu{C(a, by, ...): C kompozicié A-n és a, by, ... € X}
' E'(X) =P, '
E%X) = X,
E"Y(X) = E(E(X)) (<o)
Ekkor

| Ce(x) = U{ED: ~1si<el

ahonnan A zart részhalmazrendszerei haléjanak algebrai volta a II. fejezet 3.2
tételének bizonyitasadban latott moédon kdvetkezik.
* Cg(X) most megadott eléallitasabol kovetkezik:

1.6. Tétel. Barmely M = (M, X) algebrara fe 0,, akkor és csak akkor
kifejezésfiiggvénye M-nek, ha f e Cg(X). v ‘

Bizonyitds. A projekciok M kifejezésfiiggvényei és Cg(X)-ben vannak, hason-
16képpen az X-be tartozo miiveletek is; nevezziik ezeket —1,ill. 0 mélységlinek
és legyen pe O NEy n+1 mélységli, ha p = p(gy, ---); ahol minden g; legfel-
jebb n mélységli és van olyan g;, amely n mélységii. A kifejezésfiiggvény defini-
cidjabol (1. fejezet, 10.2) kovetkezik, hogy f pontosan akkor kifejezésfiiggve-
nye M-nek, ha i mélységil valamely —1=i<w-13; €Z azonban azt jelenti, hogy

fe U{EX: —15i<o} = CglX),
mivel f pontosan akkor i+ 1 mélységi, ha fe EPHANE(X). O




Legyen A = {4,: i<w} klén. Ekvivalencidk
4 = {9(e Eq(4)): i<w}

rendszerét A kongruencidjinak nevezziik, ha ba ‘
: ‘ , ha barmel !
1> oo Gn € Ay elemekre - YIS A Gb

S8 918491 s 9uin = S(G1> -0 GRS (1 -5 1)

Akz A/ faktor{clé@t természetes médon értelmezhetjiik. Ha 9 = {V,,: i<}
akkor A/}9 elfargl}lo’ kloq. Béarmilyen klén kongruenciai algebrai hélc’)tAaill'kotnal;
(e?nnek l?lzolnyltasahoz is hasznaljuk az 1.3 és 1.5 tételt). Ha ennek a halénak
nincs mas eleme, mint ) $ i Kk i kl6

mincs ms int {V,,:i<w}és {4, i<w}, alfkor A-t egyszerii klonnak

és az izomorfizmustétel ézség nélki ok é 3
o az o ételek nehézség nélkiil megfogalmazhatdk és belathatok
rP?lda.’Legyen' ﬁ’ algebrak egy tipusa, M pedig & tipust algebra. Ha minden
F tipusu p kifejezéshez hozzarendeljitk azt a kifejezésfiiggvényt M-en, amely
i—nqk felel meg, iaklfor"az .97 tipusu kifejezések klonjanak homomorf leké,pezését
apjuk M klfejezesfuggvenyeinek klonjaba. (Ha pe I(X)) és i</, akkor
?ﬁeg ;V(g P 1fs;1111yenkor p € T(X))-nek i-viltozés, p € T(X;)-nek j-valtozos k’ifejezés'
ny e e me ; a t’ . " . ” Id r 7 r . 7 7.’ .
iy g; az utdbbi az el6bbibdl fiktiv valtozokkal valé kiegészitéssel
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GYAKORLO FELADATOK AZ 1. SZAKASZHOZ

1. Hany fiktiv valtozdja van egy projekcidénak?
2. Hogyan hatnak a C? miiveletek?
3. Zartak-e a fiiggvényklonok ol 0 uggve
: fug yan Osszetett fliggvények képzésé S
melyn@l a ,,‘pelso fliggvények” kiilonb6z6 aritasuak? ¢ i Se<re e
4. Bizonyitsuk be az izomorfizmustételeket klonokra!

2. Klonok és primal algebrak

K orabban elsésorban primal algebrak altal generalt varietasokat vizs galtunk.
Most olyan feltételeket adunk meg egy algebra miveleteire, amelyek teljesiilése

esetén az algebra primal.
AzM = (M, F) algebra akkor és csak akkor primal, ha Ty = O Mivel F

generatorrendszere a Ty klonnak, {M,F) pontosan akkor primal, ha
Cg(F) = Oy Az egyszerliség kedvéert a kovetkezOkben feltessziik, hogy

M = {0, 1,...,m—1} (m<w). .
2.1. Definicié. Nevezzik az M-en értelmezett f miveletet lényegesnek, ha van
legalabb két lényeges valtozodia, és értékkészlete az egész M.

2.2. Definicié. Az {a;, ..., a,) € M" elem-n-es karakterisztikus fliggvénye a

) _ 1, ha x=gq Gi=1,...n),
Kol 2005 X0 {0 méskiildnben

szaballyal értelmezett n-valtozds mivelet.
Az n-valtozoés (n< w), mindeniitt az a (€ M) értéket felvevd konstans miivele-
tet egyszeriien a jeloli (ennek a flggvénynek minden valtozdja fiktiv).

2.3. Lemma ( Werner, Wille). Legyen {0, 1} € B < M. Legyenek v, A olyan

Kkétvaltozds miiveletek az M halmazon, hogy minden b € B-re bv0 = 0vb = b,
baO = 0, bal = b. Ekkor v és A az A elemeinek (egyvaltozos) karakteriszti-

kus fiiggvényeivel, valamint a B-be tartozé értéki egyvaltozos, konstans mive-

letekkel egyiitt generaljak az Osszes, B-be esd értékkészletii miiveletek klonjat
az M halmazon. -

Bizonyitds. o
Xm, . a,,(xla e xn) = (' . '(Xal(xl) A ‘) /\Xan(xn));
tovabba '

flxgy oo X)) = V (F(@gs - A AXa, .oy al X5 - x,)

<a1, cens dn> e A"
a v és A miveletekre vonatkozo feltevéseink miatt. Itt f(ay, .- @n) (e B)

n-valtozos konstans mﬁvelgtet jetol. O ‘
A 2.3 lemmabél kovetkezik, hogy minden M véges test fiiggvényteljes: v és

A gyanant valaszthatjuk az dsszeadast és szorzast,
B=M é x/X) = 1-(x—a)* "

2.4. Lemma (Jablonszkij). Ha f = f(xy, ... X,) Olyan miivelet az M halmazon,
amelynek x; és x, lenyeges valtozdi, tovabba legalabb harom értéket vesz fel,
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v

akkor vannak olyan a, b, a
’ 20,05, ...y 4y, by, ..., b, € M elemek, ho a
Fb @y oo 1) 65 £(a b o By pironként balOObOZEK. /(02 )

Bizonyitds. Hasznaljuk az

fleys oo Dy ooy e)) = {f(ey, ..o d, ..., ¢t de D}
jelolést. Mivel x; az f-nek lén A 0] 2 5
yeges valtozdja, talalh
hoxy L0 s 23] = 2. ] alhat6 olyan a,, ...,a,e M
hHi | f(M, a,, ..;;’a,,)l > 2, akkor legyen a € M olyan, hogy | f(a, M, ..., M)| = 2
(ha ilyen a nem létezne, x, nem lenne lényeges valtozd), és Véle’tssz:uk ﬁg; a

by, ..., b, € M elemeket, h :
b M hogy ,hogy f(a, a, ..., a,) # f(a, b, ..., b,). Most van olyan

>

f, a,, ..., a,) # fa, a,, ..., a,),
f,a,, ..., a,) # fla,b,, ..., b,).

Ha pedig | f(M, a,, a,)! = 2, akkor legy ]

: > EARRRS) n/ | > -gycnf(a>b2> "'sbn)¢f(Msa see
(ilyen a, b,, ..., 1{,, van, mivel | f(M, ..., M)| = 3) és legyenek f(a, a o
7(b, ay, ..., a) killénbdzdek. [ 0o )

amze‘ls'nle(lgvetkezméf‘y- Ha f = f (ﬁﬁa ..., X;) olyan miivelet az M halmazon
vannzk .lxl, xjulenyeges valtozodi, és amely ¢ (=3) értéket vesz fel akkor’

olyan M,;..., M, = M halmazok, h e ; .
"f(M19"'pMn)l =1 ’ Ogy |Mi|<t (l_ 1’ '..’n) es

fla, by, ..., b,) értékek mellett f ve 2 o @n)s (6, Gz, ., 01) E
> bl n gye me fel k . -
eees f(C11s -5 ) értékeket is. Ekkor g fel 2 kulonboz8 f(eas, - Can)s -

M, ={ab,cyy,.... 1},
M, = {al:, biy Cagy -y (i =2,..,7m)
kielégiti a lemma kovetelményét. [
Ha B, C < M, | B|=|C| =2, akkor M"
{Cay, o0 X, @34 ys oy 9, Qjigs s @yt XEB, yECiay,...,a,e M rogzitett}

alaku — négyelemii — részhalmazait négyzeteknek nevezzitkk M"-ben

2. . - 7 — .
amef nz(lgvetlfezmen’y.. Ha f = i ()’c_l, ..., X,) olyan miivelet az M halmazon
akko}; Vanx; eskx2 llenyegeskvaltozog tovabba legalabb harom értéket vesz fel,
’ -nek olyan értéke, és M™-ben olyan né 2rtéket
a négyzet egyetlen helyén veszi fel. ’ Byect, hogy J ezt az érilet

Bizonyitdas. Ha a lemma nem i indes i
E ' : gaz, f minden M"-beli négyzeten vagy két
értéket vesz fel, mégpedig ezek mindegyikét kétszer, vagy pedig egyetlen é%’sé':kee't
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Ez teljesiil a kovetkezd négyzetekre is, ahol a, b, a5, -+ dn, by, ooy by 2.4 Jemma

allitasanak tesz eleget:
Q, Qgy Azeney Gy —— by 02,03, - Oy
| l
a, bz, a3.--, an - b, bz, a3, Ry a"
| l

a, by, bs..., a, b, by, b3, ..es @y

.y, baeres by —— by b2, b3 by
‘Mivel az elsd sorban két kiilonb6z6 elem van, a masodik sorban ugyanaz a két
kiilénboz6 elem van stb., végiil az utolsé sorban is ugyanaz a két elem all, mint
az elsd sorban. fgy <a, by .., by = {a,ay, ..., any VagY {a, by, o by =
= (b, az, -+ a,y, ellentmonddsban a 2.4 lemmaval. O ,

2.7. Tétel (Shupecki). Legyen | M| = 3. Ha Ftartalmazza az 0sszes egyvaltozds
miiveletet és tartalmaz lényeges miiveletet az M halmazon, akkor {M, F)
primal.

Bizonyitds. Legyen f lenyeges miivelet, & pedig tetszoleges miivelet az M
halmazon. Legyenek a h altal felvett kiilonbozo értékek 0, 1, ..., 1= 157 szerinti

teljes indukcioval megmutatjuk, hogy & € Cg (F). Hat=1, akkorez nyilvanvalo,
mert h egyvaltozds (konstans) miivelet, vagy ilyenb6l fiktiv valtozoval valod

kiegészitéssel keletkezik. -
A t=2 esetben a 2.6 kovetkezmeny szerint van M"™-ben olyan négyzet és van

olyan e € M, hogy azon a négyzeten f = f(X, ..o x,) az e értéket egyszer veszl
fel. Az 4ltaldhossig megszoritasa nélkiil feltehetjitk, hogy a tekintett négyzet

(X, P, Asy v )t XE {ay:by}, yeias by}; Ay +ees On rogzitett},
és '
f(aln as, A3z, oees an) =e.
Ha y,, v, olyan egyvaltozds mitveletek az M halmazon, hogy
vD=a, wO=b (=12,
akkor '

. Xy AXy = Xe(f(W1(x1): Wa(x2), Azs +eos a,)),

Xy VXy = Xo(Xo(x1)AXo(x2)) :

eleget tesz a 2.3 lemma feltételeinek B = {0, 1}-re. Mivel £, x, (a € M), a; (e 4), '
w,; (i = 1,2) mind F-ben vannak, a 2.3 lemma szerint minden {0, 1} értékkeszle-

ti miivelet Cg (F)-ben van.
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A t>2 esetben tegyiik fel, hogy a legfeljebb 7—1 értéket felvevd miiveletek
M-en Cg (F)-ben vannak. A 2.5 kdvetkezmény szerint vannak olyan ¢— 1 elemi
M, ..., M, részhalmazok M-ben, hogy f(M,, ..., M,) = {0, 1, ..., t—1}, tehat
alkalmas agy, ...y @,—y,1 € My, ..., Gopy -y @4~ 1, € M, elemekre

f(aOI: -.-'r.a0n) = O:

f(at—l,la Ty at—l,n) = tv_l'

Legyen tetszbleges {xy, ..., x> € M* elem-k-asra h(x,, ..., x,) = i. Definial-
juk ugyanerre az elem-k-asra a ¢y, ..., g, miiveleteket a QX L5 oo X) = @5
egyenloséggel, mas elem-k-asokra pedig tetszélégesen; ekkor 9; € Cg(F), mivel
@; értékkészlete M-be esik. Masrészt,

h(xy, oo x) = flayqy .-y
= f(¢1(x1= il xk)a s ¢n(xln M xk){
" tehat he Cg(F). O

A most bizonyitott tétel alkalmazasaként megmutatjuk, hogy léteznek olyan
fiiggvényteljes algebrak, amelyeknek nincs véges azonossagbazisa. Ehhez bizo-
nyitds nélkiil kimondjuk Murszkij nevezetes tételét (vd. az. V. fejezet 4. szaka-
szaval): ha a G grupoid tartalmaz olyan hdromelemii — mondjuk, {0, 1, 2} — zart
részhalmazt, amelyen G miivelettablazata '

>

2
0
1
2

akkor G-nek nincs véges azonossagbazisa.

2.8. Tétel (McKenzie). Ha 3 <n< o, akkor van olyan n elemt fuggvényteljes
algebra, amelynek nincs véges azonossagbazisa.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hégy a
0

n—i 'n;l
n-113 1 2 0 4 ... n—1

tablazattal adott f miveletli H grupoid — amelynek Murszkij emlitett tétele
szerint nincs véges azonossagbazisa — fiiggvényteljes. Azt kell belatnunk, hogy
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H, primil, ami ekvivalens, azzal, hogy <{H, P> primé}l, ahgl P a H osszes
polinomfiiggvényeinek halmaza. Utdbbi a 2.7 tétel §zer1nE telje,sul, h’a

(I) H minden, 6nmagaba val6 leképezése H polinomfiiggvenye, €s

. AR . svelet.

1) H polinomfiiggvényei kozott van lényeges muve et. o

EII% nyilI\)/énvalé, mert maga f 1ényeges miivelet. (I) beldtasahoz vegyuk e;zre,
hogy f(x, 3) a H ciklikus permutécidja, f(n—1, x) a H :cranszpozmloia, S( _,_ch)
pedig H olyan leképezése onmagaba, amelynek er'c,ekkefszlcite n— }(— |H lk )
elemii. E harom polinomfiiggvénybdl H minden leképezése onmagaba megkap-
hat6 Osszetett fiiggvényként; ezért (I) igaz. [ o

Most megmutatjuk, hogy barmely veges M halmazon van olyan f biner
miivelet, hogy {M, f) primal.

2.9. Tétel (Webb). {M, max(xy, x,)+1 mod my primal.

Bizonyitds. Legyen rovidség kedvéért x|y = max(x, y)+ 1; az dsszeadast most

ss a tovabbiakban mod m értjuk. ' o o
es.: 2.3 lemmat fogjuk alkalmazni. Ehhez a | miiveletbdl, dsszetett fliggveny-

ként, megalkotjuk a konstansokat, a karakterisztikus fiiggvényeket és a v, A
miiveleteket; ekdzben 1 szerepét mindig m—1 jatssza.
Jeldlje x|x-et ¢(x). Ekkor
x+1 = c(x), max(x, y) = "~ (x]y).

A konstansokat igy nyerjik:

i = max{x+j:j<m}+it+l,
mig . - . .
xx) = max{x+j:j<m, itj# m—1}+1.
A v miivelet szerepét max jatssza, A szerepét pedig min, amit a kovetkezdkep-
pen allithatunk el6:

m—1—-x= max{max(xj(x),j)+m—j:j<m},
min(x, y) = m—1—max(m—1—x,m—1-y). [J
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GYAKORLO FELADATOK A 2. SZAKASZHOZ

1. (Werner) Ha egy M algebranak van diszkriminator-kifejezésfiiggvénye,
akkor M fiiggvényteljes. '

2. (Jablonszkij) Mutassuk meg, hogy a 2.7 tételben elegendd az dsszes olyan
egyvaltozos fiiggvények F-hez tartozasat megkdvetelni, amelyek nem kolcsdonod-
sen egyértelmiiek.

3. Lassuk be, hogy a 2.7 tétel érvényét veszti az | M| = 2 esetben; tovibba f
lényeges volta sem gyengithetd a 2.7 tétel feltevésében (ha helyette azt tessziik
fel, hogy f-nek legalabb két lényeges véltozéja van és értékkészlete M| —1
elemi, akkor f az dsszes egyvaltozés miiveletekkel egyiitt nem generalja O,,-et).

4. Ha M véges, O,, minden valddi részklénja benne van egy maximalis valédi
részklonjaban.

3. Fuggvényklénok haloi

Adott halmazon a fiiggvényklénok halot alkotnak; ebben a szakaszban az
ilyen héldkat vizsgaljuk, kiilonds tekintettel atomjaikra és duélis atomjaikra.

Az A klon zért részhalmazrendszereinek algebrai haléjat roviden A részkidn-
hdldjanak szokas nevezni. Kiilénds érdeklédésre tarthat szamot az n(<w) elemi
halmaz &sszes miiveletei klonjanak részklonhaldja; ezt L, -nel jeloljiik.

L, az &sszes Boote-fiiggvények kldnjanak részklonhaldja, ezért a matematikai
logika klasszikus néz&pontjabol is érdekes. L,-nek megszamlalhaté sok eleme
van; szerkezete ismert, diagramjat Post irta fel 1921-ben.

Ha 2<n<w, L, szerkezete igen bonyolult. Ismerjiik szamossagat; tudjuk,
hogy véges szamu atomja és dudlis atomja van; a duélis atomok teljes leirasa
is ismert. Ezen kiviil csak L, néhany intervallumanak szerkezetét sikeriilt tisz-
tazni. :

3.1 Definicié. A korlatos L halé a elemét L atomjdnak nevezziik, ha 0<g;
d e L dudlis atomja L-nek, ha d<1.

3.2. Tétel (Janov—Mucsnyik). Ha 2<n<c, akkor L, kontinuum-szamos-
sagu. ‘

Bizonyitds. Véges halmazon megszamlalhaté sok miivelet van, ezért L, legfel-
Jjebb kontinuumszdmossdgi. Megadunk kontinuum sok kiilonb6zd figgvény-
kiént a {0, 1, ..., n— 1} halmazon. ,

Legyen F = {f;:2<i<w}, ahol f(1,2,..,2) = f{2,1,2,,..., 2) = ...
e =fi2,, 0,2, 1) =1, és fixq,, ..., x) =0 minden méas esetben. Meg-
mutatjuk, hogy minden ire f;e Cg(F\f,). Ebbdl kovetkezik, hogy ha
Hy, H, < F, H, # H,, akkor Cg(H,) # Cg(H,), ami elegendé is a bizonyités-
hoz.

AN
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Tegyiik fel, hogy f; € Cg(F™\ £, azaz alkalmas, i-tdl kiilonboz6 2<j<w-ra

fi = fj(gla v gj)a ‘ ‘ ' (*)

ahol minden 1<k<j-re g, € Cg(F\f), és igy
D g=x;, (=€)
vagy

II . =Ji (g 35 e g ik)‘ . Lo
%{2 lggalélj:bk kgt1 kﬁlénlﬁézé k-ra — mondjuk, k=1, 2-re — (I) teljesiil, akkor

- itve, ha pedig csak k= 1-re teljestil
= X1 oo X)-be (1, 2,, ..., 2)-t helyettesitve,. : j
{III) éjsflg(h 1= x;,, akkor x;,= l-et €s j#i)-1€ X;= 2-t he.:lyettesnve (*) bal oldalar}a}k
érté,ke 1 migza jobb oldalé 0; ellentmondas. Végiil, f; = fj(x’,-}, coor Xi) eset.eni
j<i leli’etetlen mert ekkor fi-nek tdbb lényeges valtozoja lenne, min
Jf(x X; )-r;ek. Ezért j> i, és igy x;,, ..., X;, KOzOtt eléfordulnak egyenloek.
(liﬁllé’nb(:n }jfi-nek kevesebb lényeges valtozoja lenne, .mlnt FiXip o xij)-nik),
mondjuk'x,- = x;,- Ekkor a bal oldalon x;, = 1-et és j#i;-1¢ X;= 2-t helyettesitve,
. "ekﬁez hasonlé ellentmondast kapunk. [ . o N
* Zl; ZI(? halok atomjait minimalis klénoknak, dualis atomqal.t ¥nax’1mahs k}o
noknaknnevezzﬁk. A kovetkezé lemma a minimalis klonok vizsgalatanak segéd-
eszkoze.

3.3. lemma (Swierczkowski). Legyen f k-véltogés (‘k_>_4) mﬁYeleF egy llig-
alabb haromelem{l halmazon. Ha f minden valodi pol}merje projekcio, akkor
£ minden valédi polimerje ugyanaz a projekcio.

Bizonyitds. Elészor gondoljuk meg, hogy ’ha O a legalabb négyelemll |

{1, ..., k} balmaz II, particiéhaléjanak olyan részhalmaza, hogy
i EQ élslgzln"bb ketté O-ba tartozik
jai kozil legala € - , , ’

(gg IQYk gﬁﬁgazza 1I, gminden olyan o atomjat, amelyet legalabb két

-beli kovet, . . )
anEf)lrl teertI;rtalmazza IT, minden nemzé.rus elemét. x = {x;, ..., X ‘ea rjgz-éi |
jeldlje p(x) a IT, azon elemet, melyre i €s j ponto‘sar{ .a}kkor van p(xlz uiy nazon,
blokkjaban, ha x;=x;. Ekkor p(x)-et az x mintdjdnak nevezlz’ubl; oy
feltevése azt jelenti, hogy barmely nemzér.us TE H ~hoz van _(}eg? abb Slgy ¢ ieu
i=i(m), hogy valahanyszor px)=m, mmdann’ylszor f(x)=x;; eb (c1> a; e
bizonyitanunk, hogy van olyan j, hogy valahdnyszor p(x) #0, mindanny

S =x;.
: k ért alkal -re van legalabb
IT, atomjainak szama ” > k, mert k>4. Ezert alkalmas j
két olyan «;, o, atom If -ban, hogy p(x)=o, vagy p(x)=o, esetén egyargnt
f(x)=x;. Legyen :

Q= {mnell: p(x) = = f(x)=x;};




azt kell belatnunk, hogy Q tartalmazza IT, rﬁinden nemzérus elemét, amihez
elegendd (I)(III) teljesiilését igazolnunk.

Végiil (IIT) igazolasahoz legyen o = {{1, 2}, {3}, ...}, és tegyiik fel, hogy

f(x)=x]-, ha _Xl =x2=x3 Vagy x1=x2=x4_

Elegend§ a j=1, j=3, j=5 eseteket vizsgalnunk.

Ha j=1 és x;=x,= f(x)=x;, akkor x;=x,=x,, x,#x; esetén f(x)=
=X3#X,, ellentmondas. Az x;=x, = f(x)=x,, f(x)=xs esetek hasonldan
zérhatok ki; ezért x, =x, == f(x)=x;, amit be akartunk 14tni.

Ha j=3 és x;=x, = f(x)=x;, akkor x;=x,=Xx,, x;#x, esetén f(x)=
=Xx,#Xx;, ellentmondas. Az x;=x,= f(x)=x,, f(x)=x5 esetek hasonléan
zarhatok ki, tehat x; =x, = f(x)=x;. Ha pedig j=35 és x, =x, = f(x)=x,,
akkor x; =x,=1x3, X5 #x; esetén f(x)=x; #Xx;, és a tovabbi x,; =x, = f(x)=
=x,, k#5 esetek hasonléan zarhatok ki.

Hatra van még az az eset, amikor f(x)=x;, ha X=Xy =Xz Vagy X; =X,
X3 =x4. Ezt az €l0z6 esettel analég moédon intézhetjik el. Igy e Q. 0.

3.4. Kovetkezmény. Barmely n-re L,-ben véges szimt minimalis k16n van.

Bizonyitds. Legyen C minimadlis klon L,-ben. Ekkor C tartalmaz olyan miive-
letet, amely nem projekcid, és minden ilyen fe C-re Cg(f) = C. Ha n>2,
megmutatjuk, hogy C.tartalmaz olyan, legfeljebb n-valtozds miiveletet, amely
nem projekcio. Tegyiik fel, hogy a minimalis valtozdszdmt g nemprojekci6 a
C fuggvényklénban m(>n) véltozds (és igy legaldbb négyvaltozés). Ekkor g
minden elem-m-esen valamelyik, legfeljebb n-valtozoés valédi polimerje értékét

veszi fel. Ezek a valédi polimerek azonban mind projekcidk, és a 3.3. lemma

szerint mindegyikiik ugyanaz a projekcio; ezért g projekcio, ellentétben feltevé-
sinkkel. Ha n=2, hasonl6an lathatjuk be, hogy C tartalmaz legfeljebb harom-
valtozés nemprojekciot.

Minden L, -beli minimalis klénhoz hozzirendelve legkisebb valtozdszami
nemprojekcioi egyikét, az dsszes minimalis klénok halmazat koélcsdndsen egyér-
telmiien képezziik le az (n-elemti halmazon értelmezett) Osszes, legfeljebb
max(3, n)-valtozos miiveletek halmazaba. Utdbbi véges, igy L,-ben véges szam
minimalis kl6n van. []

A kovetkezd tétel bizonyos attekintést ad a minimalis kl6nokrél (teljes leira-
suk csak a legfeljebb hdromelemt halmazokon ismert). Egyszeriibb megfogal-

~ mazésdhoz szitkségiink lesz néhany fogalomra.

3.5. Definicié (vo. II. fejezet, 12.8). Ha az f ternér miiveletre érvényesek az
S x,9) = f(x, 9, %) = f(, %, %) = x,
illetve  ~ [ x,9) = [ 3,9 = [0, %, %) ~ y
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azonossagok, akkor f-et tbbségi, ill. kisebbségi fiiggvénynek nevezzik. Ha fre
az ' fO6,x,p) & f(x9,%) = (%3, 9) =y

azonossagok teljesiilnek vagy f egy ilyen azonossagokat kielégité fiiggvénybdl
a valtozok atrendezésével keletkezik, akkor f-et g-kiseb_bségi fiiggvénynek ne-

vezzikk. Ha az f legalabb haromvaltozos miivelet mindejn valodi polimerje
ugyanaz a projekcio, akkor f-et szemiprojekciénak nevezzik.

3.6. Definicié. Ha az f miivelet egy C minimalis klont general, és f min’imahs
aritast a C-t generalé miiveletek kozott, akkor f-et minimalis fiiggvénynek
nevezzik. .

3.7. Tétel. Egy f minimalis fliggvény vagy egyvélt’ozés, vagy bin{:r idgmpt;-
tens, vagy tobbségi fiiggvény, vagy kisebbségi fiiggvény, vagy szemiprojekcio.

Bizonyitds. Ha f minimalis, valodi polimerjei ménd prf)jekcfiék. ’Bmer A f-re3e§
éppen azt jelenti, hogy f idempotens, mig legalabb ne:gyvaltozqs f-r.e a 1
lemma miatt azt, hogy f szemiprojekcio. Leg’yen tehat f ternér mmlr.nafls.
fiiggvény. Ekkor f-re a kovetkezd nyolc azonossagrendszer valamelyike teljesul:

M ORONONONONCONE
) Xy Xy Xy; Xy Xy Xz Xz X2
) Xy Xy Xy X3 Xy Xy X3 X2
) Xy Xy Xy Xy Xy Xz X X2

f(xla X15 X2

S5 X35 X4

, S5 X2, X2
jesi iproiekcio, ha (2), akkor f

Ha fre (1), (4) vagy (6) teljesil, akkor f §zem1p’ro_Je keio, kkor f
tébbjgégi (fiiggvény, ha pedig (7), akkor f kisebbségi fiiggvény. A hatralévo

esetben f % -kisebbségi fiiggvény. Ekkor F(xy, X3, x3) = flxy, f(x15 X2, X3), X3)
3

5bbséei fligevény (vo. IL. fejezet, 12.5). Ha megmute}tjl_lk, ’hogy f¢Cg(h),
i{%l;:en%eszﬁigk a ‘giz(onyitéssal, ekkor ugyanis Cg N yalod1 modon tartg}msz’zg
Cg(F)-et, igy nem lehet minimalis klén. Elegenflo berzlatnun_k, hogy ha u toll)k se:gilr
fiiggvény a véges M halmazon és a ternér f fiiggvény Cg ,(,u)-ben van, a Mor {
tobbségi fiiggvény, vagy projekcio. 1.6 szerint gzt l.c?ll belatmink, hogfy( iy
barmely ternér kifejezésfiiggvénye, ha nem pI’O]e%(CIO, kakor tobbségl ‘ugsvgny.
A bizonyitast f mélysége szerinti indukcioval yf:gezzuk. Ha az lergfeljeb. , ,elz
nyilvanval6. Ha f = (91, 92, g5) mélysége pozitlv, a1,<k0r elegen.do megv1zs‘ia -
nunk azt az esetet, amikor g, és g, tObbségi fﬁgg\fepy,' valyamlnt a%t, amlk or
g1, g2, g3 kozil csak g; tobbségi fiiggvény. A trividlis részletektdl elte in-
turll\l/i;)s,? véazolni fogjuk Rosenberg tételének bizonyité.”sé.t_,' amel?f .v’éges }1a11}1az<?-
kon leirja az &sszes maximalis klonokat. Ehhez eldszor relaciok ket tipusat |

vezetjilk be.
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3.8. Definicié. Az M halmazon értelmezett n-valtozods r relaciot (1<n<w)

centralisnak nevezzilk, ha r# M" és van M-nek olyan nemtrivialis C részhalma-
za, hogy.barmely a, ..., a, € M-re

{ay, o tper=Lay, ..., aymy er {1, ..., n} minden 7 permuticiéjara;
a, ..., @,p€r, ha  a;=a; valamely i#j-re;
{ay,..,a,per, ha g;eC valamely i-re.

3.9. Definicié. Az M halmazon értelmezett n-valtozos r reliciét (3<n<w)
n-reguldrisnak nevezziik, ha

van M ekvivalenciarelacidinak olyan E véges, nemiires halmaza, hogy mind-
egyik ¢ € E-hez tartozé particiéonak n blokkja van;

akarhogyan valasztjuk ki mindegyik ¢ € E-hez tartozé particié egy-egy blokk-
jat, ezek metszete nemiires;

barmely ay, ..., a,€ M-re {ay, ..., a,y € r akkor és csak akkor, ha minden

¢ € E-hez van olyan g, és a;, hogy i#jés a; ¢ a;.

3.10. tétel (Rosenberg). A C fiiggvénykldn az M véges halmazon akkor és
- csak akkor maximalis, ha C = Pol r, ahol r-re a kdvetkezd hat eset valamelyike
teljesiil: '

1) rolyan részbenrendezés M-en, amely korlatos (azaz sup M és inf M létezik
r-re vonatkozdan). ' '

2) rnégyvaltozds relacié az M halmazon, amelyhez van olyan {M, + elemi
p-csoport (azaz p prim elemi ciklikus csoportok direkt szorzataval izomorf
csoport), hogy barmely ay, ..., a, € M-re {ay, ...,a,) e r<a,+a, = a;+a,.

3) r binér relacié M-en, amelyhez van M-nek olyan p prim rendd, fixpont
nélkiili 7 permutéciéja, hogy barmely a;, a, € M-re {ay, ay) er < a,=n(a,).

4) r az M-nek nemtrividlis ekvivalenciarelacidja.

5) r az M-nek centralis relacidja.

6) r az M-nek n-regularis relacidja valamely n-re.

A bizonyitds vdzlata. Az elegendbség igazoldsa a bizonyitas konnyebb fele.
Példaként megmutatjuk, hogy Pol r maximalis, ha r korlatos részbenrendezés
M-en; a 2)-6) feltételek valamelyikének eleget tevd r esetén Pol » maximalis
voltanak igazolasit gyakorld feladatként tlizziik ki.

Legyen r=< korldtos részbenrendezés M-en; haszniljuk az inf M =0,
sup M=1 jeldléseket. Pol< maximalis volta azt jelenti, hogy ha fe O,

© f¢Pol<, akkor Cg((Pol<)u{f}) = O,,. Ezt fogjuk belatni.
Legyen a, b € M-re

_ {1, ha van olyan ¢, de M, hogy c<a, d<b, és ctd<tc, .
avh = Y e
sup{a, b} maskiildnben,

anh = 0, ha van olyan ¢, de M, hogy a<c,b<d és ctd%c,
inf{a, b} maskiildnben.

e T

T AR R

Ekkor v, A e Pol<, tovabba bv0 = Ovb = b, ba0 = 0,bAl =) min'den
b e M-re. A konstans fiiggvények ugyancsak Pol<-be tartoznak. He}‘ igazrolju_k,
hogy Cg(Pol<)u{f}) tartalmazza M elemeinek karakterisztikus figgvényeit,
allitasunk a 2.3 lemmabdl koévetkezik. Ehhez elég megmutatnunk, hogy
Cg((Pol<)u{f})-ben van olyan g egyvaltozos miivelet, amely 0-t és 1-et felcse-
réli; ekkor ugyanis barmely a € M esetén az

_ J1,haa=<x,
Sa(X) = 0 maskiilénben,

_ }J0,ha x=<a,
1a(X) = 91 méskiilénben

fiiggvényekre s,, t, € Pol<, és
1a(%) = 5(x) Ag(1(x)) € Cg((Pol<)U{f}.

Mivel f ¢ Pol<, az 4ltalinossag megszoritasa nélkil felt_ehetjﬁk, hogy van
olyan ay, ..., @y, Qs 1y «-vr Ays by, -.o, by € M, hogy @ <by, ..., a2, <b,, de

F(A1y eees Qs Qg g5 ooes @) = > F(Byy ey By G oo a,) = d,

vagy ¢ sszehasonlithatatlan d-vel. Az utobbi eset az elézore visszavezethetS, -
ha f helyett s(f)-et hasznilunk; igy elég az el6z6vel foglalkoznunk.
Legyen i=1, ..., k esetén

_ ja, bax=0,"
hi(x) = {bi maskilonben.

Ekkor h; € Pol<, és s (f(hy(%), ..., l(X), g1, -+ Gn)) € Cg((Pol=)u{f ), to-
vabba 0-t és 1-et felcseréli. ) o ’
A sziikségesség bizonyitisdhoz a rovidség kedvéért nevezzilk a tételben leirt

Pol r alakt klonokat Rosenberg-klénoknak. Az ezektl killonbdzé maximalis

" klénokat O,,-ben egyetlen Rosenberg-klon sem tartalmazza. Ezért a szilkséges-

ség bizonyitasdhoz elegendd belatnunk, hogy ha az FS Oy mivelethalmazt
egyetlen Rosenberg-klon sem tartalmazza, akkor Cg(l:') = 0, (azaz <M, F) |
primal). Ehhez sziikségiink lesz a kévetkezd harom allitasra, amelyelf egy1kenek,
sem ismeretes rovid bizonyitasa; ezért mindharmat bizonyitas nélkil ismertet- -
jiik.
: I Allitds (Quackenbush): Ha egy (M, Fy (IM| > 1) véges a}gebra olyan,
hogy F-et egyetlen Rosenberg-klon sem tartalmazza, akkor rrpnflen olyan r
relaciora, melyet minden F-beli mivelet tisztel, |r| = |M | teljesiil, alkalmas
k-val. :

II. Allitds (Quackenbush): Ha egy (M, F) (IM| > 1) végqs algebra olyemlryc
hogy minden olyan r relacidra, melyet minden F-beli ml'iv?lejc t1§zt?l, 1r|r = | M|
teljesiil alkalmas k-val, akkor {M, F >—ne_k van Malcev-kifejezésfiiggvénye.
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IIT. Allitds (McKenzie): Ha egy {M; F) véges algebra egyszerl, nincs valodi
részalgebraja és van Malcev-kifejezésfiiggvénye (1. II. fejezet 12.8), akkor
{M; F) kvaziprimal, vagy van olyan {M, +) elemi p-csoport, hogy barmely
feF-re

fxgy ey ) = gxF .. tex,tm,

ahol m e M, ¢; pedig (M, + ) endomorfizmusa (i = 1, ..., n).

Tegyiik fel, hogy F < O,,-et egyik Rosenberg-klon sem tartalmazza. Ekkor az
I és II. allitds szerint (M, F)-nek van Malcev-kifejezésfiiggvénye. Mivel
F¢Polr, har 4)alaka, {M, F) egyszerii. Mivel F £Pol r, ha r 5) alaku egyval-
tozos relacid, (M, Fy-nek nincs valodi részalgebraja. Most a I1I. allitds mutatja,

hogy (M, F) kvaziprimal; ha ugyanis lenne olyan {M, + ) elemi p-csoport,

hogy barmely f-re
S(X1y ey X)) = &1+ ...t x, T m

(me M, é ¢ az {M, +) endomorfizmusa), akkor minden f tisztelné¢ az
{M, +)-hoz tartoz6 2) alakd r relaciot, azaz F<Polr teljesiilne egy Pol r
Rosenberg-klonra.

Ha belatjuk, hogy (M, F) egyetlen automorfizmusa az identikus leképezés,
azzal megmutatjuk, hogy {M, F)-re teljesiil a IV. fejezet 10.8 kovetkezmény
c) allitisa, ahonnan kévetkezik, hogy (M, F) primal.

Ha ¢ (M, F) automorfizmusa, és g-nak van fixpontja, akkor ¢ az identikus
leképezés, mivel g fixpontjai (M, F) zért részhalmazat alkotjak. Ha g legrovi-
debb ciklusai

(ayy «oe @ads -5 (G -oe Q)
akkor o dsszes fixpontjainak halmaza
{8115 s Qs oees Opgs oes Ay = M,

igy o minden ciklusa k hosszisagt. Ha a p primszamra k = pk,, akkor x = g"
az { M, F)-nek fixpont nélkiili, p renddi automorfizmusa. Ekkor F =Pol r, ahol
a,, a, € M-re '

<a1, az> € re-a, = n(ay),

azaz Polr 3) alaku Rosenberg-klén. Mivel ez lehetetlen,v igy k=1, azaz ¢
identikus. [ ‘

3.11. Kovetkezmény. Az (M, F) véges algebra akkor és csak akkor primal,
ha az F mivelethalmazt egyetlen Rosenberg-klén sem tartalmazza.

Bizonyitds. Az elegend6ség igazolasa a 3.10 tételbdl és a 2. szakasz 4. feladata-
nak allitasabol kovetkezik, a sziikségesség pedig trividlis. ]
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3.12. Kovetkezmény. Az { M, F) véges algebra akkor és csak akkor fiiggveny-
teljes, ha az F miivelethalmazt nem tartalmazzdk az 1), 2), 4) és 6) tipusi,
valamint a legalabb kétvaltozos centralis relaciohoz tartozo, 5) tipusi Rosen-
berg-kldonok. [J

Bizonyitds. A konstansokat a felsorolt Rosenberg-klénok mindegyike tartal-
mazza, mig a kimaradt Rosenberg-klonok egyike sem tartalmazza az Osszes
konstansokat. [

Meglepd tény, hogy ha az F miivelethalmazt a 3.12 kovetkezményben felso-
rolt klénok valamelyike tartalmazza, akkor (M, Fy-nek altalaban ,kevés”
automorfizmusa van; ezért a ,,b6” automorfizmuscsoportit véges algebrak —
attekinthetd kivételektdl eltekintve — fiiggvényteljesek.
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GYAKORLO FELADATOK A 3. SZAKASZHOZ

1. A 3.10 tételre timaszkodva mutassuk meg, hogy haromelemii halmazon 18
maximalis kl6n van, és irjuk le ezeket! Ennek felhasznélasaval igazoljuk, hogy
a 2. szakaszban definidlt Murszkij-féle grupoid nem filggvényteljes.

2. Vezessiik le a 3.10 tételbol a 2.7 tételt! ,

3. Legyenek § < K< M véges halmazok. Mindazok a miiveletek M-en, ame-
lyek K-t megtartjak, maximalis klont alkotnak. (Ez 5) tipusi Rosenberg-klon,
amelyet meghatarozo r relacié egyvaltozos.) Lassuk be a tobbi Rosenberg-klon
maximalis voltat is!

4. (Kuznyecov) Ha M, és M, kiilonboz6 maximalis klonok egy véges halma-
zon, akkor az M,-be és M,-be tartozd egyvaltozods fiiggvények halmaza is
kiilonbo6zo. _

5. Vezessiik le a 3.10 tétel bizonyitdsaban hasznalt I1I. 4llitast, magabol a 3.10
tételbdl (amelynek ismeretes a II1. llitdsra nem tdmaszkodd bizonyitdsa is)!

6. Barmely n természetes szamhoz van olyan f(n) természetes szam, hogy ha
|M|=n é (M, Fy primél, akkor létezik olyan F,<=F, hogy |F,|<f(n) és
{M, F,) is primal.
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7. Mutassuk meg, hogy a minimalis fiiggvényeknek a 3.7 tételben felsorolt
osztélyai koziil egyik sem tres. '
8. (Rosenberg) Ha az f kisebbségi fiiggvény minimalis fiiggvény a véges M
halmazon akkor | M| =2", és van olyan {M, + ) elemi 2-csoport, hogy minden
{ay, az, asy € M*-re f(ay, a5, as) = a;ta, tas.

4. Galois-kapcsolat mveletek és relaciok kozott

E szakaszban azzal a nevezetes ténnyel ismerkediink meg, hogy két azonos
tartohalmazu algebra kifejezésfiiggvényeinek klonjai pontosan akkor egyenlé-
ek, ha a két algebra miiveletei ugyanazokat a relaciokat tisztelik. E18készitesiil
egy, az algebra szamos teriiletén hasznalhat6 fogalmat tanulményozunk, amely
az absztrakt algebra nagy utt6r6jétol, Galois-tol ered.

Legyenek A, B nemiires halmazok, y < 4 x B. Definidljuk a y,: 2#(4)—~2(B)
és v,: P(B)—>P(A) leképezéseket: C< A-ra legyen

71(C) = {be B: {c, by ey minden ce C-re},
és. D<= B-re legyen
72(D) = {a € 4: {a,d)y ey minden de D-re}.

4.1. Definicié. A {7y, 7,) lekepezespart P(A) és Q(B) kozti (a y megfeleltetés-
hez tartozd) Galois-kapcsolatnak nevezzik.

4.2. Tétel. P(A) és P(B) kozti barmely Galois-kapcsolatra érvényes:

1) 7, és y, antimonoton, azaz y;(Cy) 271(C,), ha C; = Cy, és 7,(Dy) 2v,(D,),
ha D1 cD,.

2) y172 €s v,y, noveld, azaz y,y,(D)=2D barmely Dc B-re, és 7,7,(C)=2C
barmely C<S A-ra.

3) y172 €s y,y; monoton, azaz 7172(D1) E7172(D5), ha D1§Dz> €s _‘

7271(C1) E727:1(C), ha €, = Cs.

4) y,7, €s y,y, idempotens (II. fejezet, 9.1).

5) 917 [7,7,] fixpontjai éppen a y, (C) (C = 4) [y,(D) (D < B)] alakt halmazok;
ezek P(A) [P(B)] teljes részhalojat alkotjak.

6) Az 5)-ben leirt teljes halok dudlisan izomorfak (azaz 1zomorfak egymas
dualisaval), és y,, y, a megfelel6 (dudlis) izomorfizmusok.

Bizonyitds. 1), 2) és 3) nyilvanvalo. 4) igazolasahoz legyen pl. C< 4; ekkor
7172(D)=2D, tehat

727172(D) E7,(D)

i W@vmwwﬂmwmvw

1) miatt, de
727172(D)27,(D)

is igaz 2) miatt. fgy

VY2Y172= V2,
ezért

172> =717z
5) igazolasahoz elészor megjegyezziik, hogy
‘ - 717271(C)=71(0),
és ha D a y,y, fixpontja, akkor
‘D=y,(7,D) és 7y, (D)=A4.
Ha 2 a y,y, fixpontjainak eg‘y halmaza, akkor
71(U72(2)) = inf @

- ay;y, fixpontjainak tartalmazas szerint reszbenrendezett halmazéban. Valoban,

1) miatt :
1 (VYD) S7,7,(D)=D minden D e D-re,
és ha D, clyan fixpontja y,y,-nek, hogy Dy < D minden D € Z-re, akkor
72(Do) 272(2) ‘

Dy = y172(Do)E 71(U)’2(@))-

6) 1gazolasahoz csak azt kell megjegyeznunk hogy v, €s 7, antlmonotonok
és egymds inverzei; igy kolcsondsen egyértelmiiek is. [J

Példdk. 1. Tekintsiink egy L felbontasi testet a 0-karakterisztikaji K test
felett, valamint a G(L|K) Galois-csoportot, azaz L Osszes olyan automorfizmu-
sainak halmazat, melyeknek K minden eleme fixpontja. Legyen '

A= {w KcacL},
B = { {1}=p=GLIK)},

‘llegye'n tovabba (o, f) €y, ha az « halmaz minden eleme ﬁxpontja S minden

elemének. Ekkor a y-hoz tartozé Galois-kapcsolatban y,y, fixpontjai G(L|K)
részcsoportjai, y,y, fixpontjai pedig L-nek a K-t tartalmazo résztestei (vo. II.
fejezet 11. és 14. szakasz). '

'2. Legyen K az F-tipusi algebrak osztélya, X megszamlalhat6 halmaz. All-
jon az A halmaz K részosztalyaibol, B pedig Id (X) részhalmazaibdl, es legyen
a € A, p e Besetén (o, B) € y, ha minden f-ba tartoz6 azonossag érvényes minden
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o-beli algebran. Ekkor a y-hoz tartozé Galois-kapcsolatban y,y, fixpontjai az

X feletti & -tipust azonossagelméletek, y,y, fixpontjai pedig az & -tipusu varie-
_tasck. . ’

3. Legyen A= B és tegyilk A-t algebravé egy (szorzasként jelolt) mivelettel.
Jelentse a,be A-ra (a,b)ey az ab=ba felcserélhetdséget. fgy egy Galois-
kapcsolat keletkezik (4 és A kozott, vagyis) az A4 halmazon. Most C< A4-ra
7,(C) (=7,(C)) szokasos neve: C centralizdtora; y1y, (=77, =77) fixpontjait
bicentrdlisan zdrt halmazoknak nevezziik. A bicentralisan zart halmazok teljes
‘héaldja 4.2 6) szerint izomorf sajat dudlisaval.

Szamunkra most legfontosabb a kovetkezé Galois-kapcsolat: legyen M veges
halmaz,

A4=2(0y), B=2(Ry),

ahol R,, az M-en értelmezhetd Osszes (véges valtozdszamu) relécidk halmaza.
Azo e A, B € Bhalmazokra legyen (o, f) € 7, ha « minden eleme tiszteli f minden
elemét. Megvizsgaljuk ennek a Galois-kapcsolatnak a fixpontjait. A y,, y,
leképezéseknek ebben az esetben szokasos specialis jelolését vezetjiik be elGszor.

Ha S= Ry, Pol S jeldli mindazon miveletek halmazat AM-en, amelyek az S-be
tartoz6 mindegyik relaciot tisztelik. Ha pedig F< Oy, Inv F'jeloli mindazon
relacidk halmazat M-en, amelyeket az F-be tartozé minden miivelet tisztel. Ha
S={c}, F={f}, réviden Polo-t és Invf-et irunk. Azt, hogy f tiszteli o-t,
fePolo és oelnv f egyarant kifejezi. '

Relacidk vizsgalatdhoz sziikségiink lesz a kovetkezd meggondolasokra és
definicidkra.

Legyen (a;)) s X ¢ tipust matrix M felett (azaz a;; € M). Ekkor (a;;) tekinthetd

egy M-en értelmezett, s-valtozds o relacid jelének: (g;;) oszlopai (tehat az
-{ayj, ..., ag;) alaka sorozatok) és csak ezek vannak az o relaciéban. Most |u| <t
(az egyenldség teljesiil, ha (a;;) oszlopai paronkent killonbozbek); tovabba az
(a;;) és (b;;) azonos tipusi matrixok pontosan akkor jelolik ugyanazt a relaciot,

~ha benniik ugyanazok az oszlopok fordulnak eld (esetleg kiilonb6z6 szamban).

Természetes mddon beszélhetiink az « relacié oszlopair6l.

_ 4.3. Definicié. Az M feletti s X n tipusu olyan matrixot, amelynek minden
oszlopa az « relacid valamely oszlopa, M feletti, n-méretii a-mdtrixnak nevez-
. ziik. .

~ Legyen f k-valtoz6s milvelet M-en; f pontosan akkor tiszteli a-t, ha barmely
k-méreti ‘

. Ay

asl oo ask

o-matrixra
ayy o g f@ggs - Q1)

Agy -0 Qg f(asla"'ﬁ aSk)

is a-matrix. Ha az ay;, ..., d; elemek alkotta oszlopot g, jeloli, akkor az utobbi

matrixot irhatjuk

(al? cees Qs f(aD R ak))

gy (@), f(@)
alakban is.

frjuk fel egy métrix soraiként az M (= {0, 1, ..., m— 1}) halmazbdl lfépezheté')
bsszes elem-k-ast lexikografikus sorrendben (azaz <a1, ovr Gy elOzze meg
(b, ..., by-t, ha van olyan j (1<j<k), hogy i<j esetén a;=b;, de a;<bj).
) 0o .. O 0
0 ... 0 1

m—1 .. m—1 m—1
Jeldlje e matrix oszlopait rendre e, ..., e
4.4, Definicié. Az (&, ..., &k, f(é}, ..., €f)) matrixot az f mivelet métrixdnafc,
az altala megadott relaciot pedig az 1 miivelet reldcidjanak nezve"zzuk.,Ha C
fiiggvényklon M-en, és C; = {515 <es Xis 15 o0r Jup @ C-benm 16V k-valtozds
miiveletek halmaza, az

k K
(&, ..., €& fi(és, - &), coer fol, - @)

matrixot Ck mdtrixdnak, a hozza tartozé relaciot G, reldcidjanak nevezzik és
R(Cy)-val jeloljik. . ;1 ’ |
Mind £, mind C, relacioja m*-valtozos. ’ o
4.2 5) szerint Pol Inv fixpontjai a Pol S (S c R,,) alaki, Inv Pol ﬁxpontjal
pedig az Inv F (F<= 0,,) alaku relacio6-, ill. miivelethalmazok. Tudjuk, hogy
Pol S mindig klon; ennek a megforditasa is igaz:

N

4.5. Tétel. Pol Inv fixpontjai éppen a fiiggvényklonok.
Bizonyitds. Csak azt kell belatnunk, hogy barmely C fiiggvényklonra
Pol Inv C < C. Tekintsiik az ,
R(C) = {R(Cy), R(C2), -}
relacidhalmazt.
Ebben egyrészt érvényes '
R(C) < Inv (O).




Valéban, ha f € C:,,, akkor — })é.rmély k-ra — f tiszteli R(C))-t. Legyen ugyar;is
gzij) 1egy n-gneretu R(C,)-matrix. Ez azt jelenti, hogy alkalmas g;€ Cyra
=1,..,n '
gj(e,{: seey ei)
éppen az (a;;) matrix j-edik oszlopa, ezért

F@) = f@y(&, s &), ..y gu(,s ooy b)) =
= F(G1s s Ga) (€, ..., €.

Mivel f(gy, ..., g,) € C,, f (a;j) 1s oszlopa R(C;)-nak, azaz ((a;p, f(ay)) is R(CY-

matrix.
Masrészt, R(C) definicidja miatt, Pol R(C) = C; ha ugyanis f olyan k-valto-

zos miivelet M-en, hogy f¢ C,, akkor f(é, ..., ef) nem oszlopa R(C,)-nak,

tehdt f nem tiszteli R(C,)-t. Ezért Pol Inv C < Pol RCO)y= C. O

) Ezt a t’:ételt az 1.3 tétellel egybevetve latjuk, hogy Pol Inv fixpontjai jellemez-

het6k néhany, a miiveleteken végezhetd miiveletre vonatkozd zartsagukkal
Most hasonié tényt bizonyitunk az Inv Pol fixpontjaiként szolgald relécic')hal;

mazokra. Ehhez olyan miveleteket keresiink az adott M halmazon értelmezhe-

t6 relaciok halmazan, amelyekre az M-en értelmezett miiveletek tisztelete drok-

16dik '(aZ?.Z, ha egy M-en értelmezett mivelet tisztel bizonyos relaciokat, akkor
az utobbiakon elvégzett miivelet eredményét is tiszteli). -
Utmutatast ad a kovetkezd egyszerli tény:

A 4}6. I:emlmta. kIziegyen f rlilﬁvelet, o pedig ﬁ-véltozés relacidé az M halmazon
z f muvelet akkor és csak akkor tiszteli g-t, ha g zart részh :
A vt 0 0 rész a}maza az{M, [

A 4.7. Definicié. Legyen g n-valtozds, o pedig p-valtozés relacié az M halmazon.

t={{ay, ..., a, by, ..., b,):{ay, ..., a,y€0,<by, ..., b,y ea}
reléciot g és o direkt szorzatdnak nevezziik és ¢ X o-val jeldljiik. (Kettdnél tdbb
0; relaci6 esetén a || g jellést is hasznaljuk.)

1
Ha 1<i,<...<i,<n, akkor a

Qi = Kty ety i ay, oy ayy €}

relaciét a g re@éu_:ic’) iy, .., iy y-vetiiletének nevezziik.
Ha 7 particidja {1, ..., n}-nek, akkor a

0. = {{ay, .., a,0€0:a; = a;, ha i és j 7 ugyanazon blokkjaban van}

reldcidt g n-dtldjanak nevezziik.
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4.8. Lemma. Ha egy miivelet tisztel bizonyos relaciokat, akkor ezek szorzatat,
vetilleteit és atldit is tiszteli.

Bizonyitds. Azonnal atlathatd a 4.6 lemma segitségével. [

K énnyi meggondolni, hogyan keletkezik adott relaciok direkt szorzatanak,
vetiileteinek és atldinak matrixa az adott relaciok matrixabol. A ¢ X g relacio
Bsszes oszlopait megkapjuk, ha o oszlopait minden lehetséges modon ¢ oszlopai
ala irjuk. A g, ., relaci6 matrixat megkapjuk, ha @ matrixdbol csak az

- i,-edik, ..., i,-adik sorokat tartjuk meg. A ¢, relacié matrixat megkapjuk, ha ¢

matrixabol csak azokat az cszlopokat tartjuk meg, amelyek i-edik és j-edik
eleme ugyanaz, ha i és j 7-nek ugyanazon blokkjaban van.

4.9. Definicié. Az M halmazon értelmezett relaciok R halmazat zdrt reldcio-
halmaznak nevezziik, ha R tartalmazza az egyvaltozos teljes relaciot, tovabba
zart a direkt szorzésra, valamint az dsszes vetiiletek és az Gsszes atlok képzésére
nézve.

A definicidbol kdvetkezik, hogy zart relaciohalmazok metszete is zart relacio-
halmaz. Ezért az M halmazon értelmezett relaciok adott P halmazat tartalmazo
Zart relaciéhalmazok kdzott van legsziikebb, amelyet Rg (P)-vel fogunk jeldlni.
Rg (P) mindazokbdl a relaciokbol all, amelyeket P-beli relaciokbol és az egyval-
tozos teljes relaciobol direkt szorzés, vetilletképzés és atloképzes segitségével
nyerhetiink.

* 4.10. Definicié. Nevezzilk szabdlyosnak az M feletti matrixot, ha sorai paron-
ként kitlonbdzéek és lexikografikus sorrendben kdvetik egymast, tovabba osz-
lopai is paronként killonbdzéek. Nevezzitk szabdlyosnak a reldciot, ha szaba-
lyos matrix adja meg.

4.11. Lemma. Legyen ¢ tetszOleges, nemiires relacié az M halmazon. Van
M-en olyan ¢’ szabélyos relacio, hogy Rg (¢") = Rg (o).

Bizonyftds. Tekintsiik o olyan matrixat, amelyben oszlopok nem ismétlédnek.
E matrixbol az ismétlédé sorok koziil csak egyet megtartva, olyan g, relacio
matrixat kapjuk, amely o-nak vetiilete, tehat o, € Rg (0). A oy relacio mat-
rixabdl, sorai -4trendezésével, mar szabdlyos ¢’ matrixot kapunk. Az
Rg (¢") < Rg (o) tartalmazas igazolasahoz igy csak azt kell beldtnunk, hogy, ha
o n-valtozos relacié és A az {1, ..., n} halmaz egy permutécioja, akkor a

ot = {aay - Gy % @15 o0 a,y €0}

relaciora teljestil
o’ e Rg (o).
Amde
1 n
' = (6% ... XD, ... w00




/—'I(=’(ﬁ\,alik"or (Pol'@) = 0, mert ha ¢ € (Pol g),, akkor {¢, ..., cy e o(e Inv Pol g). 1

i

i

\

ahol 7 a oX...xg valtozdi halmazanak
az {I,n+1,..,n%>—n+
cos {, 2n,, ..., n*} blokkokbél 416 particija. { R
‘A Rg (o) = Rg (o) dllitas hasonlé igazolasat elhagyjuk. []

4.12. Tétel (Bodnarcsuk—-Kaluzsnyi i
12. 1 yin-Kotov—Romov, G . -
pontjai éppen a zart reldcidhalmazok. eieen)- fav Pol fix

Bizonyitds. 4.2 5) szerint Inv Pol fixpontjai éppen az Inv F alakt halmazok
amelyek a 4.8 lemma szerint zartak. Forditva, legyen R az M halmazono' ’
telmezett reldcidk tetszbleges zart halmaza. Elegend6 beldtnunk hoer-
Inv Pol R <€ R. Tegyiik fel, hogy o € Inv Pol R, és ¢ m-valtozds k—mére,tﬁ r lg'y
ci6; azt igazoljuk, hogy o0 € Rg (R) (= R). ' ’ o

Elészér megmutatjuk, hogy 1étezik olyan o relacié M-en, hogy

(Pol R), = (Pol g),.

Ha f k-valtozds miivelet M-en, amel
) yre f ¢ Pol R, akkor =
hogy f ¢ Pol <,.. Belatjuk, hogy vanolyant =z e &,

e= JI =
f ¢ (Pol R
a keresett reldci6. Valoban, ha ge(Polg),, akkor ge (Pol 7;), minden

S ¢ (Pol R),-ra (mivel 7, g-nak vetiilete!), { Ny
ezért Pol R < Pol p, s D, igy g € (Pol R),. Masrészt, o € Rg (R),

. 4 L r—’
Most mar azt kell belatnunk, hogy o € Rg (y)."Ha o az ires relaci6 (azaz |

Masrészt, ha ¢ valamely oszlopa konstans — mondj
: , ’ — mondjuk ¢ —, akkor ¢ € (Pol
ami lehztftle’n.. }Ilgi/ o egyetlen oszlopa sem konstans, ezért ¢ = g,(e Rg ((Q)) -aél)l)gi
7 a g valtozoi halmazanak egyetlen blokkb6l 4116 particidj ] ifo
ja.Hai pedig o ném-
tieidja [Fal pedi

"1ires, akkor a Kovetkezbket igazoljuk T

1) o € Rg(R(Pol g));

2) R(Pol o), € Rg (0). '

A 4.10’lemma alapjan feltehetjitk, hogy ¢ szabélyos. Ekkor ¢ matrixa az
R(Pol Q?k matrixanak elsé k& oszlopiban megtaldlhaté részmatrixként, amel
—mondjuk — az i;-edik, ..., i,,-edik sorokban helyezkedik el (i, <...< i,,,;. Mive?;

ogelovPolR  é  (Pol R), = (Pol g),,

a (Pol g)’,'c-beI’i miiveletek barmely, k-méretli o-matrixot ¢ valamely oszlopaba
v1’sznek a’t, e’zert abban a métrixban, amelyet R(Pol g), matrixanak o-t tartalma-
26, m szamu sora alkot, mindén oszlop ¢ oszlopa. Igy

o = (R(Pol @)y),,..,., € Rg (R(Pol )y).

2) Le’gyen f egy megfeleltetés, amely M-beli elem-k-asokhoz M-beli elerﬁeket
rendel, és tegyiik fel, hogy f € (Pol g),. Barmely, k-méretli g-métrixon f értéke.
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o valamelyik oszlopa, ha pedig {ay, ..., ay € M* egyetlen k-méreti o-matrixnak
sem sora, akkor f(ay, ..., @) az M tetszbleges eleme lehet. Ugyanaz az elem-k-as
azonban tobb, k-méretii g-métrixban is eléfordulhat sorként (egyesekben eset-
leg tobbszodr); az ilyen sorok minden el6fordulasdhoz f M-nek ugyanazon
elemét rendeli (hiszen f mivelet). Forditva, ha ezek a feltételek teljesiilnek egy
k-valtozés f megfeleltetésre M-en, akkor f € (Pol @)i-

Eszerint R(Pol ), matrixanak oszlopai a kovetkezoképpen keletkeznek. Egy-
mas ald irjuk mind a |[¥ szamu, k-méretl o-matrixot, aldjuk pedig (sorokként)
azokat az M-beli elem-k-asokat, amelyek egyetlen o-matrixnak sem sorai (le-
gyen ezek szama f). Az igy kapott

(v-lol*+1)xk

tipusi (v a @ valtozészama) méatrixot nevezziik (g, k)-segédmdtrixnak.
A (o, k)-segédmatrix soraihoz rendeljiik M elemeit a kovetkezOképpen: az egy-
mas ald irt k-méretli o-matrixok mindegyike mellé irjuk o egy oszlopat (ennek
i-edik komponensét a tekintett g-métrix i-edik sordhoz rendelve), a tovabbi ¢
szamu sorhoz pedig rendeljitk M tetszOleges elemét. Ily médon v - [g[* + ¢ elemii
oszlopokat kapunk; ezeket minden lehetséges mddon képezve, a

01 = ¥ x M (€Rg ()

relacié matrixanak Osszes oszlopait kapjuk (M az egyvaltozos, teljes relaciot is
jeloli M-en). : . _

Hagyjuk el azokat az oszlopokat, amelyekben eléfordul két olyan elem,
melyek kiilonbdzbek annak ellenere, hogy megegyezd elem-k-asok mellé irtuk
Sket az oszlop felirasakor. fgy o, n-atlojat kapjuk, ahol 7 a g relacié v - |olF+1¢
szamu valtozojanak az a particioja, melyben az i-edik és j-edik valtoz6 pontosan
akkor keriil egy blokkba, ha a (g, k)-segédmatrix i-edik és j-edik sora megegye-
zik. A nyert g, = (gy), relacié is Rg(g)-hoz tartozik. .

0, matrixanak oszlopai kdzott szerepelni fog a segédmatrixnak mind a k
oszlopa; ezek éppen a k-véaltozds projekcioknak a segédmatrix sorain felvett
értékeibdl 4116 oszlopok. Cseréljiik fel o, métrixanak oszlopait ugy, hogy a
segédmatrix oszlopai alkossak az elsé k oszlopot, eredeti sorrendjiikben (ezzel
0,-n nem valtoztattunk). Ha g, nem szabalyos, helyettesitsiik a szabalyos 05-vel,
a 4.11 lemma szerint. Ekkor

¢, = RPolgh & e2€Rgl0)- O
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. GYAKORLO FELADATOK A 4. SZAKASZHOZ

1. Legyen R zart relacidhalmaz, o és f n-valtozos relacidk az M halmazon.
Ha o, fe R, akkor anfe R; n=2 esetén a.° f& R.

2. Mutassuk meg, hogy Rg(F) barmely elemének eldallitasihoz elegendé
egyszer képezniink (esetleg ketténél tobb tényez6s) direkt szorzatot, egyszer
atlot és egyszer vetiiletet, mégpedig ebben a sorrendben.

3.Ha I az Osszes idempotens miiveletek klonja a véges M halmazon, és C
olyan kl6n, hogy I< C< O,,; akkor van olyan K< M, hogy

C={feOy keK= flk,..k) =kl

[Hasznéaljuk a IV. fejezet 4.11 lemmajat.]
4. Hatarozzuk meg a Pol{<, #} klént a {0, 1,..., n— 1} (»>2) halmazon!

5. Primitiv pozitiv klénok

Fiiggvényekbdl ujabb fiiggvények szarmaztatdsanak legegyszeriibb mébdja az
Osszetett figgvények képzése. Mas fiiggvényképzési eljarasokat is megengedve,
specialis klonfajtdkhoz jutunk. Ezek egyikével — s ezen konyv egyik szerzdjének
ra vonatkozo, nevezetes eredményével — ismerkediink meg ebben a fejezetben.

5.1. Definicié. Legyen & algebrik egy tipusa. & tipusu primitiv - pozitiv
Jormuldn az X valtozdhalmaz felett . :

. ) "'Elyk(flzgl&"'&fnzgn) 01 5+ Ve €X)
alaki formuldt értiink, ahol f,, g, # tipusu kifejezések X felett.

5.2. Definicié. Legyen F< O,,, h € O,,, ahol h m-valtozds. Azt mondjuk, hogy
h primitiv pozitiv fliggvény F felett, ha van olyan M = (M, F) & tipust algebra
€8 D1 o3 Vs X1 ye+es Xomp ) F tipusii primitiv pozitivformula, hogy barmely
Ay yeuey Ay, b€ M-TE :
h(ay ,...,a,) = b=>=M=B(Y, ..., Y, a4 ».., a,, b).

2 m>

Példa. Ha f= f(x;,..x%), ¢i=g{x1,0nXx)eFi=1,.., k), akkor
Sy »--, g1) primitiv pozitiv fiiggvény F felett; az ezt biztosité primitiv pozitiv
formula:

3.}]1 E]yk (gl(xl EARRS) xm) ~ yl&"'&gk(xl LR xm) = yk&f(yl EARRY) yk) ~ Z)‘

Még egyszerlibben lathat6, hogy a projekciok primitiv pozitiv fiiggvények
barmely miivelethalmaz felett.
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Legyen Ppg(F) = {he Oy : h primitiv pozitiv fiiggvény F felett}. Példank

mutatja, hogy Ppg(F) klon és mindig Ppg(F) = Cg(F).

5.3. Definici6 ( Burris )."A Ppg(F) alakban el6allé klonokat primitiv pozitiv
klénoknak nevezzik. .

A kovetkez8kben megadunk O,,-en egy Galois-kapcsolatot, amelyhez tarto-
z6 fixpontok éppen a primitiv pozitiv klonok. ’

Barmely n-valtozos f mivelet az M halmazon (azaz f : M"— M) megadhato
egy (n+ 1)-valtozoés f relacidval: legyen ay ,..., Gy, @y+ 1 € M-1€

@y yeees Oy Qyiy ) € f = fay 5enes @) = Gy
5.4. Definicié. Legyen f n-valtozds, g pedig k-véltoz{)s mivelet az ,M h’alma-
zon. Azt mondjuk; hogy f felcserélheté g-vel, ha minden kX n tipusu (a;)
matrixra (a;; € M)
’ f(g(all EARA] akl) ERRRES g(aln EARRS) akn)) = g(.f(all EARRE aln) ERRRE f(akl ERRRS] akn))'

A definiciobél vildgos, hogy f akkor és csak akkor cserélhetd fel g-vel, ha g
felcserélhetd f-fel. Bzért ilyenkor irhatjuk, hogy fg = gf. o '

Sziikségiink lesz a kovetkezd jelolésre: ha A, B azonos ’tlpusu algebrak,
Hom(A, B) jeldli A B-be valé homomorfizmusainak halmazat.

5.5. Lemma. Legyen f és g ugyanaz, mint az 5.4 definicioban. A kovetkezo
ot allitas ekvivalens:

D) fg=9f;

2) fePolg;

3) gePol f;

4) feHom({(M, g)", {M, 9));

5) ge Hom({M, f)5, {M, ). O B o ’

Megvizsgaljuk az (f, gy ey fg = gf altal definialt 7 reldcidhoz tartozo
Galois-kapcsolatot Oy-en. Most y, =y, =7. Mint a Ga101s—kapcsolai1t(,3kre€ a 4.
szakaszban adott 3. példdban, F< O,, esetén y(F)-et mostis F centra{'zzatoranak,
y2(= y,y,) fixpontjait pedig bicentrdlisan zdrt halmazoknak nevezzik.

5.6. Tétel (Kuznyecov). A primitiv pozitiv klonok éppen a bicentralisan zart
halmazok. ,
Bizonyitds. Elegendd belatnunk, hogy barmely F< Oy-re

y*(F) = Ppg(F). |
Barmely F miivelethalmazra M-en jelolje Faz {/: f € F} halmazt. Ekkor az 5.5

-lemma szerint y(F) = Pol F és y*(F) = OynlInvPol F. Tegyiik fel, hogy
‘hePpg(F), és h-t a

D(Y1s vvs Vi X1 w05 Xims z) = dy; ... W(f1~9:1&...&f,~d,) (fis9:€F)

primitiv pozitiv formula adja meg, az 5.2 definici6 szerinti modon.




Képezziikk az r = [] (f;x gy relaciot, és jeloljiik meg valtozoit az y, ..., ¥,
i=1

X1y eees Xm Z, 1, ..., 1 jelekkel a kdvetkezoképpen: i-vel jeldljik meg az f; és g;
tényezOk utolsé valtozoit, minden mas valtozéjukat pedig y,, ..., z koziil azzal,
amely &@-ben az adott valtozd helyén all. Legyen = az r valtozdinak az a
particidja, melyben az ugyanazzal a jellel megjelolt valtozok kerilnek egy
osztalyba. Végiil az i -edik, ..., i,-edik, i, ,-edik valtozok legyenek megjelolve
rendre az x, ..., x,,, z jelekkel. Ekkor

i i = h € Oy Rg(F) = OynInv Pol F = 72(F),
tehat 4 € y*(F). :

Forditva, legyen k € y*(F), azaz h € 0,,nRg(F). Ekkor a 4. szakasz 2. gyakor-
latanak allitdsa szerint van olyan (nem feltétleniil kiilonb6z6) f4, ..., f1€ F,
tovabba s = f; X ...X f; valtozdéi halmazanak olyan particidja, végiil s-nek
olyan i;-edik, ..., i, ,-edik valtozdi, hogy h = (s,);, ;... Felhasznalva h-nak
ezt az eldallitasat, megalkothatjuk azt a primitiv pozitiv formulat, amely A-t az
5.2 definici6 szerinti médon megadja.

Részletes magyarazat helyett ezt példdan mutatjuk be. Legyen 4 € y*(F) négy-
valtozos; [=3, f; =f, =f kétvaltozos, f;=g haromvaltozoés (igy s 10-valtozos),
n = {{1, 4}, {5,9}, 16, 10}, {2}, {3}, {7}, {8}}; végiil legyen |
B = ((f<f*g)de. 1, s 7, 3 EKkor a h-t definidlé @ formula a kévetkezd:

Fy1 o ((f (x5 ¥1) = x5&f (X3, ¥2) = x:1&g(X45 X3, ¥2) = X1)-
Eszerint tehat & € Ppg(F). O
- A 4.2 tételt az 5.6 tétellel egybevetve latjuk, hogy a primitiv pozitiv klénok
nem masok, mint a mulvelethalmazok centralizatorai. Utdbbiak, az 5.4 lemma
szerint, {Hom({M, F)¥, {M, F)) : k< o} alaktak. Ezt az észrevételt hasznaljuk
annak az igazolasahoz, hogy a klonok kozott ,,ritka” a primitiv pozitiv kién:

5.7. Tétel ( Burris—Willard). Véges halmazon csak véges szamu primitiv pozi-
tiv klén van.

Bizonyitds. Legyen M = (M, Fy & tipusu véges algebra. Az M halmazon
értelmezett négyvaltozos p relacidt nevezziik fékongruencia-formuldval definidl-
haténak, ha van olyan & tipusu n fékongruencia-formula (V. fejezet, 3.2
definicio), hogy a, b, ¢, de M-re

, pla, b, ¢, d) <M = 7(a, b, c, d).
Tekintsikk az M, = (M, F,»,M, = {M, F,} # -, ill. #, tipusu véges algeb-
rakat. Megmutatjuk, hogy ha '

a) M, és M, f8kongruencia-formulaval definidlhaté relacioi ugyanazok, és
b) M, és M, legfeljebb | M|-valtozos kifejezésfiiggvényei ugyanazok, akkor

{Hom(M%, M,) : k<w} = {Hom(M5, M,) : k<w},

azaz F, és F, centralizitora ugyanaz. Ez elég is a bizonyitashoz: mivel egy véges
M halmazon értelmezett algebra (fékongruencia-formuléval definialhato vagy
akar dsszes) négyvaltozos relacidi halmazara is, és legfeljebb | M |-valtozos kife-
jezésfiiggvényeinek halmazara is csak veges sok kiilonboz6 lehetdség van, azert
ugyanez igaz az M-en értelmezett miivelethalmazok centraliztorara, tehat
M-en véges szamu primitiv klén van. ‘ ‘
Elészér megmutatjuk, hogy a) esetén

Con M = Con M¥, k<.’

Ehhez a II. fejezet 5.7 tételének d) pontja szerint eleg belatnunk, hogy M5 és
MY f8kongruencidi ugyanazok. Legyen a, b,c,de M¥, a = {ay, ..., ) stb.
Jeldlje IT; az &, tipust fékongruencia-formulak halmazit. Ekkor

.. {a, by € O(c, d) az Mj-ban <

<~ 37[1]6 Hl(Mli = 711(61, b, C, d))@
< In, e I,(M; & ny(ay, by, ¢y, d&...
&M, = mi(ay, b ¢ di) =
(niivel a fékongruencia-formulék teljesiilése oroklédik homomorf képekre és direkt szorzatokra)

) <> EI7Z2 € Hz(Mz = nz(al, bl’ Cl, dl)&"'
_ &M, = Ty, by €k, di)) =
(mivel M;-en és M,-n ugyanazok a fékongruencia-formulaval definidlhat6 négyvaltozos relaciok)
hag 37z2 € HZ(MIE = nZ(a: ba ¢, d))<:>
«{a, by € O(c, d) az M}-ban.

Most tegyiik fel, hogy ¢ € Hém(M'{, M,). Ekkor ker ¢ € Con M = Cor} M?.
Ezért vagy ¢ € Hom(M%, M), vagy van olyan f € F, (mondjuk, t-valtozos) €s
olyan uy, ..., u,€ M%, hogy ¢f(uy, ..., u) # f(@uy, ..., puy). Azonositsuk f

- i-edik és j-edik (i <j) valtozdjat, ha gu; = pu;; igy az My-nek legfeljebb | M|-val-

tozos f* kifejezésfiiggvényét kapjuk. Helyettesitsiik f'-be azuy, ... elemeket ugy,
hogy az i-edik és j-edik (i <j) valtozo azonositasaval nyert ,,0j” valtozo helyébe
u-t irunk. Az eredmeény: f'(uy, ...). Ekkor

of (uy, --) = of(uy, ..., ) # flous, -, '(ﬂut)'= f(puy, .--)-

Most b) szerint " M,-nek is lgifejezésfﬁggvénye, tehat ¢ ¢ Hom(ME, Ml)’
aminek az ellenkezéjét tettitk fel. igy Hom(M%, M,) = Hom(M5, M,). O
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GYAKORLO FELADATOK AZ 5. SZAKASZHOZ

1. (Danyilcsenko) Ha M={0,1,..m—-1} (m>2) akkor
Ppg({ Xos s Xm=13) = Oy (lasd a 2.2 definiciét). , :

2 ( Kuznyecov) Hatarozzuk meg az dsszes primitiv pozitiv klénokat a kétele-
mi halmazon! [Hasznéljuk az 6sszes klonoknak azt a leirasat, amely Demetro-
vics [1975*]-ban talalhatd.] ' ‘ ‘

Varietasok és kidnok

.A kovetkezé meggondoldsok mutatjak, hogy varietdsok vizsgalata olykor
visszavezethetd klonok vizsgalatara. ’
Leg;:en T= {T(Xi): i<w} az F tipust kifejezések klonja és V' F tipust
algebr.ak egy varietdsa. V-hez hozzarendelhetjitk T egy 8 = {#!: i<w} kong-
ruenciajat a kovetkez6 modon: ha p, g € T(X;), akkor legyen |

pI g ViEprq.
Mésrf’:szt, T barmelyik 3 = {J;: i<w} kongruencidjahoz hozzirendelhetjitk &
tipusu algebrék egy V varietdsat: legyen :
2.9 = {p%q D, q € T(Xco): al(p‘glq)}: éS V=M(2.9)
A 1L fejezeft 14.8 tételét haszndlva, nehézség nélkiil igazolhatjuk, hogy e két
‘megfeleltetés egymas inverze. Ha 9, <4, T kongruenciai, akkor
M(Z,)2M(Z,,);

ezér? az g tippsﬁ kifejezések klonjanak kpngruehciahél_éja dualisan izomorf az
F tipust varietdsok (tartalmazds szerinti) haloéjaval. Innen, alkalmazva (klo-
nokra) a masodik izomorfizmustételt, nyerjikk a kdvetkezot.

. 6.1. Lemma. Az & tipusu algebrak V varietasa akkor és csak akkor minima-
lis, ha a T/$" faktorklon egyszerii. []

Az itt szerepld faktorklonokat a kovetkez8képpen jellemezhetjilk (vegyik
figyelembe, hogy V =V (M), ahol M = T(X,)/t(Idy (X,))).

6.2. Lemma. Barmely & tipusa M algebrara T/$"™ =~ T,,.

Bizonyitds. Az 1. szakaszbdl tudjuk, hogy p = p™ homomorf raképezés; azt
kell belatnunk, hogy magja $”™. Valdban, :

p8" Mg = V(M)=prq =
3 < Meprqg<=pM=¢"

Alkalmazasként bebizonyitjuk a kovetkezot:

6.3. Tétel (Knoebel). Legyenr korlatos részbenrendezés a véges M halmazon.
Ekkor V({, Pol r)) minimalis. '

Bizonyitds. A 6.1 és 6.2 lemma alapjan csak azt kell belatnunk, hogy a Polr
klon egyszerl. Legyen d = {9; i< w}aPolr kongruenciéja, és tegyiik fel, hogy
3 # {dpan: i<w}. Ekkor van olyan k<w és p, qe (Polr), hogy p#4q, de
p3q. Alkalmas ay, ..., & € M-tec = pag, .- @) # q(ass - @) = d, feltehetd
d<c (ahol < r helyett all). A Pol r maximalis voltanak igazoldsandl hasznalt
jeloléssel (3.10 tetel)

0 = tc(p(ala AR ag)l%%(‘](%» LR ak)) = 1>

mivel ¢, ay, ---, @ € Pol 1. :
Legyen f e (Polr), (k<w); megmutatjuk, hogy f$,0 (e (Pol r),). Hivjuk
segitségiil a kovetkezd miuveletet:

) O’ ha X #1:
G(X s wenrXpo Xpy1) = {f ha xz:= 1.

Latjuk, hogy g € (Pol )+, tovabba
f = g(e;](.‘*-la ey elli+la l)gkg(e’i-‘-la ey ellz+1: 0) = 03

amit allitottunk. Innen 9, =V py ), tehat Polr egyszeri. [

A 6.2 lemma alapjan varhatd, hogy barmely M = {M, F)-re szoros kapcso-
Jat van V(M) szabad algebrdi és a Ty Klon kozott. Hogy e kapcsolatot tisztaz-
zuk, vegyiik észre, hogy a IL. fejezet 10.9 definicioja és 10.10 tétele szerint V(M)
tetszéleges X = {%;, ..., %, halmaz feletti szabad algebrajat a kovetkez6 (Birk-
hofftol szarmazd) modon alkothatjuk meg:

1. Tekintsiik az dsszes kiilonbozd y: X M leképezések ¥ halmazat.
2. Képezziik a D = [] {Sg (yX), F) direkt szorzatot.

e¥

3. Definialjuk j = l,w..., n-re a &; € D elemeket Yy (& (y)=yX) altal.

4. Ekkor a D algebra F, = (Sg (&, - &), Fy részalgebrdja izomorf az
Fu(%4, ..., X,) szabad algebraval, és ;> %; G = 1, ..., n) kiterjeszthetd az ezt
biztosité izomorfizmussa. '

Az 4ttekinthetdség kedvéért tegyuk fel, hogy M = {0,1,...} véges, és
¥ = {y,, ..., ¥:}. Ekkor F, a kovetkez8képpen abrazolhato. Képezzik azt a
(txn) tipusi matrixot M felett, ainelybgn az i-edik sor j-edik eleme y;X;
Feltehetjitk, hogya vy, ..o, ¥ leképezéseket eleve olyan sorrendbén adtuk meg,
hogy a kapott matrix szabalyos. Vegyiik észre, hogy matrixunk Jj-edik oszlopa
éppen &;. Minden, a projekcioktol kiilonbdzd n-véltozos p kifejezésfilggvényhez
alkossunk meg egy tovabbi p(£y, ---, &) oszlopot M-en (amelynek i-edik eleme
tehat p(W;Xys - -, YiXn), €8 egészitsiik ki métrixunkat ezekkel az oszlopokkal. Az
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igy nyert M, métrix oszlopai lesznek F, elemei. Ekkor M, egy t-valtozdsirelacio
matrixa, amelyet az Fyy(%,, ..., %,) szabad algebrat 4brazol6 relaciénak nevezhe-
tﬁnk. Tovabba M, éppen R(Ty), matrixa, és mint a 4.5 tétel bizonyitasabadl
tudjuk, az R(Ty) = {R(Tw)1, R(Ty)a, ...} relaciéhalmazra Pol R(Ty) = Ty
Ezzel belattuk a kovetkezdt: v

’6.4. Tétel. Barmely véges M algebrara T,, = Pol R, ahol R a V(M) varietas
vegesen generalt szabad algebrait 4brazolé relaciok halmaza. [J
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GYAKORLO FELADATOK A 6. SZAKASZHOZ

1. Legyen r a 3.10 tételben leirt 3) tipust relacié az M véges halmazon.
Mutassuk meg, hogy a V({M, Pol r)) varietds minimalis! :

2. Ha K bedgyazhaté M-be, akkor Ty homomorf képe Ty-nek. Mit 4llitha-
tunk, ha K homomorf képe M-nek? |

7. Néhany megoldasra varé probléma

A kételemﬁ halmazon megszamlalhatdéan sok fiiggvényklén van (1. 3. sza-
kasz). Ennek a ténynek csak hosszadalmas, konstruktiv bizonyitdsa ismeretes
(lésd pl.: Demetrovics [1975%], J ablonski~Gawrilow-Kudrjawzew [3*]), amely
egyben az dsszes fliggvényklénok leirasat is megadja. Erre a leirdsra tAmaszkod-
va mu’tatta meg Lyndon [1951], hogy minden kételemii algebra azonossagainak
van veges bazisa. Az utébbi tényre Berman [1980a*] roévidebb, nemkonstruktiv
bizonyitast talalt, amely Baker [1977] és McKenzie [1978] eredményein alapul.

1.* Probléma (Jablonszkij). Adjunk révid (némkonstruktiv) bizonyitast a
kételemil halmaz fiiggvényklénjai halmazanak megszamlalhatosagaral

Rosenberg tételének (3.10 tétel) Quackenbush [1981%*] altal adott, a 3. sza-
kaszban bemutatott bizonyitdsaban az I. allitas bizonyitésa szerfelett hosszadal-
mas. Termeészetesen a 3.10 tétel rovid bizonyitdsat is nydjtana a kovetkezd
feladat megoldésa:

2.* Probléma. Adjunk rovid bizonyitast a kdvetkezd tényre: ha valamely C

_ klont egy véges halmazon egyetlen Rosenberg-klon sem tartalmaz, akkor C-ben
~van Malcev-fliggvény.
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Bar a minimalis klénokra a 3. szakaszbelieken tdl tovabbi eredmények is
ismertek (pl. Palfy Péter Pal [a*]), a kovetkez6 feladat megoldasa mégis tavoli-
nak tiinik:

3.* Probléma. Irjuk le az dsszes minimalis klénokat!

A primitiv pezitiv klénokat a kételemi halmazon Kuznyecov, a haromelemil
halmazon Danyilcsenko [1977*] irta le. Nagyobb véges halmazokon nem isme-
retes még a maximalis primitiv pozitiv kléonok (3.10 tételhez hasonl6) leirasa
sem. Az 5. szakaszban végzett meggondolasokbdl lathato, hogy a primitiv
pozitiv kl6nok haléja izomorf sajat dudlisdval; ezért dudlis atomjainak ismerete-
ben atomjait (a minimalis primitiv pozitiv klonokat) is ismertnek tekinthetjiik.

4.% Probléma. Hatdrozzuk meg a maximalis primitiv pozitiv klénokat véges
halmazokon! :

Lau [1978*] megmutatta, hogy a 2)-6) tipust Rosenberg-klénok mindegyike
végesen generalt, azaz, ha Cilyen klon, van olyan véges F, miivelethalmaz, hogy
C = Cg (F,). Ugyancsak & igazolta, hogy legfeljebb hételemii halmazon az 1)
tipusi Rosenberg-kloénoknak is megvan ez a tulajdonsiga. Masrészt Tardos
Gébor [a*] megadott egy olyan r korlatos részbenrendezést a nyolcelemil halma-
zon, hogy Pol r nem végesen generalt.

5.% Probléma. Jellemezziik azokat az r korlatos részbenrendezéseket véges
halmazon, amelyekre Pol r végesen generalt! o

A 2.8 tétel bizonyitdsa nem terjeszthet ki az n=2 esetre, mivel a Shupecki-
tétel kételemli halmazon érvényét veszti (3. gyakorlat a 2. szakaszhoz). Az
ismert haromelemt, véges azonossagbazis nélkiili algebrak nem fiiggvénytelje-
sek (v6. az 1. gyakorlattal a 3. szakaszhoz). Ezért nyitott a kdvetkezd kérdés:

6.% Probléma. Van-e olyan haromelemi fiiggvényteljes algebra, amelynek
nincs véges azonossagbazisa? ’
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