CSAKANY BELA
Mbora, méhek, matematika

1996 tavaszanak derekan Klukovits Lajos kollégdm, aki szdmos mas
feladata mellett régéta eldaddja a matematika torténetének a szegedi
egyetemen, Utrechtbe indult révid tanulményutra. Késziilédése sordn
megkérdezte, nem akarnék-e tavollétében két éra el6adast tartani hall-
gatdi szdmdra kedvem szerinti matematikatorténeti témérél. Eszembe
jutott, hogy negyedszdzaddal kordbban sokat foglalkoztam a méhek
lépsejtjeivel, ezekkel a csoddlatos geometriai szabdlyossdgot mutatd
viaszépitményekkel. Erét vett rajtam a nosztalgia, és vallaltam, hogy
eléadést tartok a lépsejtek alakjara vonatkoz6 matematikai gondolatok
kétezer éves torténetérél. A vallalkozé szellem elnyerte jutalmat. Ma-
gam szdmdra is varatlanul igy lettem botcsinélta ,,Mdéra-kutatd”.
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Az eladasra késziilve ugyanis eszembe jutott, hogy sokak kozoétt
Mora Ferenctdl is olvastam valahol valamit a méhek hazépité tudoma-
nydrél. Irésa a Georgikon cimfii kényvében jelent meg. Lajos felesége,
Kati mésnapra mér el§ is keritette szdmomra ezt a kényvet az egyetemi
konyvtdr raktdrdbl. Orommel vettem kezembe az 1925-ben megjelent
takaros konyvecskét, s miutdn megtalaltam benne a Méhek ciml fejeze-

tet, konyvbardti élvezettel nézegettem korbe Méra gondolatainak anyagi
* hordozéjat. Gyonyosrksdés kozben meglepd észrevételeket tettem.

A Kirdlyi Magyar Egyetemi Nyomda arannyal nyomott cimerét vi-
selé6 kemény borité belsé lapjan konyvjegyet latunk EX LIBRIS
STEPHANI HORVATH IUN. felirattal, Haranghy al4frassal, valamely
keleti szinhdz tragikus jelenetét dbrazolé grafikdval. Sejtettem, hogy a
konyv valaha ifjabb Horvith Istvdn, az Ady téri egyetemi épiilet faldn
marvanytéblaval is megorokitett emlékii rendezd és didkszinész tulaj-
dona volt. A bels6 cimlapon finom tollal, apré betiivel ir6 kéz ajanlésa:
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Legkedvesebb konyvét
szeretettel ajdnlja
Kis pajtdsdnak
Oreg bardtja,
Fercsike
a Daru utcdbél és a 83. oldalrél .
1932. fecskevdld hénap,

mert ez szebb, mint az: &sz-eld

A 83. lapon pedig maga Fercsike, azaz Mdra Ferenc ldthatd, amint
dlmaban Prométas kiréllyal beszélget a mennyorszagban.

Els6 naiv gondolatom, hogy Mora a gyerek Horvéth Istvannak dedi-
kélta a Georgikon kezembe keriilt példanyat. Lapozzunk tovébb! Ugya-
naz a kéz magyardzé szavakat irt a rajzokhoz:

helyszini rajz

39. L

43..1. szobdm

59. L ilyenforma voltam

77. L Anydm arcképe utdn. Jo.

81. L Az apdm képe utdn. A fej jo. Az a szép csizma kitaldlds.

frhatott egy 53 éves ,.bédcsi” ilyen szovegeket egy 11 éves kisfid
szdméra? Kételyemmel Mdra monografusdhoz, Péter LasziShoz for-
dultam. Azonnal folismerte az ird kezevondsat, s az ajdnlds cimzettjére
vonatkozdan is volt magyardzata: egy akkor 30 éves holgynek frta a
sorokat az 53 éves férfi. ,Kis pajtdsa” nem mds, mint Kalmér Ilona, az
Aranykoporsé mizséja, Titanilla modellje, akivel az {ré 1932 jliniusdban
ismerkedett meg, s aki az ezt kovetd néhdny hénapra elvardzsolta az 8sz
szivet. A szépséges llona azonban még abban az évben idésb Horvéth
Istvanné lett, s ezdltal a kés6bbi ex libris-tulajdonos kisfii mostoha-
anyukéja. O adta nevelt gyermekének Moéra Ferenc konyvét. Fidnak,
majd férjének tragikus haldla utdn még tobb mint négy évtizeden 4t
Grizte konyveiket, s amikor 1986-ban 6 is eltdvozott, a szegedi egyetem
konyvtdrdra hagyta. A konyvtar 4lloméanyédba ,,Horvéth Istvin-hagyaték”
néven kertiltek.
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Eddig a torténet egyetlen szerepl6je Moéra. De mi is a kapcsolata a

méhekkel, €s hol bijik el6 a matematika? Az r6 mindkét kérdésre egy

mondatban maga vilaszol: ,,Az én szememben [...] az a legnagyobb
bline a méhecskének, hogy nincs a teremtésben t6bb olyan matematikus,
mint 6.” Majd igy folytatja: ,, Ezt egy nagyon érdekes torténettel tudom
bizonyitani [...] A tényre és a nevekre emlékszem, legfoljebb a szdmok
nem egészen vignak. ”

2

A torténettel, amelyet M6ra elmesél, két masik helyen is taldlkoztam.
1926-ban jelent meg szerzéi kiaddsban a budapesti egyetemi templom
hitsz6nokénak, a jétolld Téth Tihamérnak szines hitbuzgalmi konyve,
A valldsos ifji. Katolikus gimndzium didkjaként ebben olvastam 1944-
ben A méhecske tudomdnya cimii fejezetet. T6th Tihamér be-csiiletére
vélik, hogy kényvében a szdmok is vdgnak, eltéréen H. A. A matemati-
kus méhecske cimii frasatol. O a Népszabadsag 1981. februdr 22-i szé-
maban, a gyermekrovatban, a torténet eléaddsa soran ugyanazokat a
minden j6 szdmtanos gyermeket elborzaszté szdmokat irja le, mint Méra
Ferenc, raadasul elézetes mentegetézés nélkiil. Am, hogy H. A.-hoz is
legyen egy j6 szavam, megemlitem, hogy a torténet foszerepldjének
neveérdl egyediil 6 nem felejti le az ékezetet. Ezzel el is bucsizom a
tdrténer sz6tdl, s a kovetkezékben legenddr frok helyette, mivel akdr-
milyen szép is, de nem #ény. - -

Méhész bardtunk segitségével vagy akdr lépesméz fogyasztisa koz-
ben megfigyelhetjiik a 1ép csodalatra mélts szabalyossdgat: megegyezd
alaki ¢és méretli hatszbgletli hasdbokb6l 4ll. Ezeket a . kis
mézesbodonoket nevezzilk lépsejteknek, roviden sejteknek. Falaik
egyenletes papirvékonysdgi viaszlemezek. Egyetlen sejt, ha kiragad-
nénk kornyezetébdl, rovid ceruzavégre emlékeztetne. A sejtek két ré-
- tegben helyezkednek el, s az egyik rétegben levé sejtek zarélapjaikkal,
kozérthetébben a fenekiikkel illeszkednek a masik rétegben levkhoz. A
sejtfenék azonban nem egyetlen hatszog alakd lap, ahogyan természe-

tesnek tarthatndnk, hanem hdrom egyforma rombusz alkotja. Ne tgy |

képzeljiik el tehdt a lépsejtet, mint egy keresztben &tvagott ceruzacson-
kot, hanem mint olyan ceruzavéget, amelyet harom erdteljes nyisszan-
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tdssal kicsit meghegyeztiink. Az I.a. dbrdn nyilasdval lefelé forditva
1atjuk.

/‘)a)v

A Moéra Ferenc és médsok altal kiilonb6z6, de hasonlé valtozatokban
megirt legenda lényege a kovetkezd. A 18. szézad els6 felének jeles
francia tudésa, René "Antoine Ferchault de Réaumur (1683-1757), aki-
nek kezdébetiijével oreg hdmér6kon ma is taldlkozunk, palyadijat tiize-
tett ki a kovetkezé matematikai feladat megolddjanak:

,» Milyen nagyoknak kell lenniiik 'a 1épsejt fenekét alkotd rombuszok
szdgeinek ahhoz, hogy a méhek a legkevesebb viaszbdl épithessék fel a
1épet?”

pA nyertes palyamunka szerint a keresett szogek: 109 fok 26 perc €s
70 fok 34 perc. A mérések viszont azt mutattdk, hogy a rombuszok sz&-
gei a valésdgban 109 fok 28 perc és 70 fok 32 perc. (Ezt az alakot az
1.b. dbra mutatja.) Mér ez is csoddlatos egyezés, de a java csak most
jon! Szikldnak iitkozott, és elsiillyedt egy hajé: A kapitany a hajénaplo-
val igazolta, hogy a hajét a 'szabalyok szerint irdnyitotta, s helyzetét
ekdzben logaritmusksnyvet haszndlva dllapitotta meg. Tlizetesen meg-

1. dbra

vizsgaltdk a logaritmuskonyvet, s rajottek, hogy egy adat hibds volt
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most mdr hibétlan konyv segitségével Gjraszdmoltik a 1épsejt rombu-
szainak legkedvez6bb szogét. Az 11j és végleges szamitdsi. eredmény:
109 fok 28 perc és 70 fok 32 perc! Eddig a legenda. A harom szerzé
befejezésiil megjegyzi: ‘

kideriilt, hogy a méheknek van igazuk (M. F.);
nem a méh hibdzott, hanem a sok szdmtantudés (T. T.);
a méhecske matematikatudomdnya hibétlan (H. A.).

Honnan tudjuk, hogy a legenda nem lehet tény? ~ Az 6rddg egy pici
— mindossze kétperces — részletben rejtézik. A 1épsejt fenekén lathato
rombuszok szdgeit nemhogy a 18. szdzad elején, de napjainkban sem
lehet két szogperc pontossdggal mérni, mert a puha viaszbdl 4ll6 lapok
hatdra nem tokéletesen egyenes. Még nagyobb bokkend, hogy az ap-
récska rombuszok csak latszolag egyformdk. Valdjdban a kiilonbdz6d
lépsejtek rombuszlapjainak szogei kozott tobb foknyi eltérés van: a
nagyobbik szdg dtlagos értéke 20. szdzadi mérések szerint 107 fok, a
kisebbiké ennek megfeleléen 73 fok. Hogy elképzeljitk a két szogperc-
nyi szoget: az 6ra percmutatéja egyharmad mdsodperc [!] alatt fordul el
ennyivel.

Természetesen, ez a legenda is valdsdgos elemekre épiil. Réaumur fi-
atalabb kortérsa, a csillagdsz Giacomo Domenico Maraldi (1709-1788),
akinek a nevéhez tobbek kozott a hang sebességének a meg-hatérozédsa
filzédik, a périzsi csillagvizsgdlé melletti kertben figyelte a méheket, s
foljegyezte, hogy a sejtjeik mélyén lathat6 rombuszok sz8geit koriilbeliil
110, illetve 70 fokosnak talalta. Maraldi kitlind matematikus is volt, és
maga elé a kévetkez6 feladatot tlizte: ,,Milyen nagyoknak kell lenniiik a
1épsejt fenekét alkotd rombuszok szdgeinek ahhoz hogy a 1épsejt bar-
mely két szomszédos lapja ugyanakkora szdget zarjon be egymaéssal?”’

Az ilyen alakid 1épsejt bizonyos értelemben a legszabalyosabb. Maraldi -

bebizonyitotta, hogy ebben a keresett szogek: 109 fok 28 perc és 70 fok

32 perc. Az errdl sz616 hiradést olvasvan, Réaumurnak az a gondolata -

_tdmadt, hogy a méheket taldn nem annyira a szabélyossdg, mint inkabb a
- gazdasdgossdg vezérli, s ekkor fogalmazta meg a legendés feladatot. Am
nem palyatételként, hanem Samuel Koenig svédjci matematikust kérte a
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megoldasra. Egy szdmtanpélda megolddsit nem nehéz elrontani: Koenig
2 négyzetgyskének hibds értékével szdmolt, igy kapta a pontatlan szdg-
adatokat. Néhany évvel késébb Colin Maclaurin (1698~1746) is megol-
dotta Réaumur feladatat, &6 mar helyesen. Ezaltal az deriilt ki, hogy a
lépsejtalak akkor a leggazdasdgosabb, amikor a legszabdlyosabb. Nem
a méhek okosabbak hét ,.a sok szdmtantudésnal”, hanem Maclaurin volt
nagyobb szdmtantudds, mint Koenig. Ezt azonban a szdmtantanarjeldl-
tek mér elsééves korukban megtanuljak.

Gondolhatjuk: mégis meghokkentd, hogy a méhek, ha kis pontatlan- -
sdggal is, mégiscsak a legtokéletesebb alakiira csindljdk sejtjeiket. Saj-
nélatos médon ez sem igaz. A rombuszok alakjit ugyan nem lehet to-
vébb javitani, de Fejes T6th Ldszlé (¥1915), a geometria legnagyobb €16
magyar tuddsa, 1964-ben megmutatta, hogy ha a 1épsejt fenekét hdrom
rombusz helyett megfelel6 alakii két hatszog és két rombusz alkotna,
tovabbi viaszmegtakaritds lenne elérhet6. E jegyzet ir6ja — sas szarnya-
16l foljebb roppend verébként — 1971-ben tette kozzé azt az észrevétel-
ét, hogy Fejes Té6th konstrukcidja elemi matematikai analizis segitségé-
vel még egy picit tokéletesithetd. Maig sem tudjuk, lehetséges-e tovabbi
javitds. Az azonban bizonyos, hogy a méhek nem az elméletileg leggaz-
dasdgosabb alaku [épsejteket épitik.

A legenddt, amennyire az tudhatd, Henry Peter Lord Brouvham‘
(1778-1868) angol 4llamférfi — egy idében lordpecsétor és szdmos

‘tudoményt népszeriisitd cikk szerzéje — terjesztette el a mult szdzad

elsé felében, jollehet a tényeket mér a 18. szdzad végén irdsban is ssze-
foglalta Rogerius Josephus Boskovié (1711-1787), a Réméban €16 tudds
horvét jezsuita. J6 tudnunk, hogy Moéra Ferenc a Méhek- ‘ben nem tudo-
ményos ismereteket terjesztett, csupdn egy tudomdnytorténeti érdekes-
ségfi kitaldldst adott tovabb. Am ekozben olyan elbiiviléen hatérolta el
magét a matematikatél, hogy mdr csak ezért is érdemes elolvasni frdsat:

*,.senki sem csodélkozhat rajta, hogy én a méheket niem szeretem [...]
a nyolccal és kilenccel valé szorzdsok [...] szamitani tuddsom hatdrait’
mar lényegesen meghaladjak. Ram nézve ezen a taJon mér a felsébb-
matematika kezd6dik”; - ‘ ‘

»ha én méh vagyok, olyan kalamajkat csmalok a fokok és percek el-,

szarmtasaval hogy: ‘megrendiilnek: bele Mehorszao hiszmillié éves ta-
maszai és talpkovel
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Jogos! — mondhatnink a manapsdg divatos széval, hiszen a 7 fok
45 perces meg a 109 fok 40 perces sz6gek (ezeket {rja Mdéra) 6sszegének
kétszerese sehogyan sem adja ki a 360 fokot, mirpedig legalsbbis
Euklidész 6ta egyetlen négysz6g — akér rombusz, akdr nem — szogei-
nek Ssszege sem lehet més. ‘

3

A Méhek Mo6ra Ferencnek nem az egyetlen matematikai frdsa. Alta-
lam ismert — és kozismert — masik ilyen opusza ugyancsak 1étezé
geometriai idomr6l, a fefrakontaoktaéderrdl sz6l. Ezt az ,4llatot” négy
véltozatban is megirta, utoljdra a Vildg 1922. kardcsonyi szdmdaban.
Péter LaszI6 a Tetrakontaoktaéderek-kel kapcsolatban Méra ,,politikat,
érzelmet és humort elegyits irdsmivészetét” emeli ki. En csupan a kris-
talyalakot szeretném bemutatni a nydjas olvasénak, f6ltételezve, hogy a
tantervek szesz€lye folytdn annakidején nem tanulta, vagy nem ezen a
néven tanulta. Az fr6hoz hasonléan jémagam is kisdidk koromban, 1945
6szén taldlkoztam vele, amikor a haborti utdn a papirgydr még nem
kiildstt kartonpapirt a boltokba. Ezért kedves dsvdnytantanarom, Pol6nyi
Tivadar, nem is készittette el veliink a kristdlyformakat. O azonban
hexakiszoktaédernek nevezte az inkriminalt idomot (amelybél mi, rossz
gyerekek, azonnal hekszakiszoptaédert csindltunk), de igy nevezi Koch
Séndor, Sztrékay Kélmdn és Grasselly Gyula professzorok nagy As-
vdnytan (1966) konyve is. Csak oreg fejjel tudtam meg Gévay Gébor
kollégamtol, a kristalytan szakért6jétol, hogy a ketté — ugyanaz. Pedig
rdjohettem volna, hiszen hatszor nyolc az negyvennyolc (ezt szélsd
fiiggetlenségi atya gyermekeként még Méra Ferenc is bizonyéra tudta!),
ezért hexakiszokta gordgil ugyanazt a szdmot jelenti, mint
tetrakontaokta.
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2. dbra

A 2. gbrdn balrél elsé a tetrakontaoktaéder. Nagyon gyilolhette az
iré, hogy ezt a szép idomot szét tudta taposni! Ugyanezen az 4brén sora-
koznak a szébanforgd tdrciban emlegetett, Mordék kemencenyakédn
mereszkedd tobbi testek: az oktaéder, az ikozitetraéder és a
pentagondodekaéder, nemigen haszndlt magyar neviikkon a nyolcas, a
huszonnégyes és az otszogtizenkettes. Az utébbinak azért ilyen hosszii a
neve, hogy a rombtizenkettestsl (gyakoribb nevén rombdodekaédertd])
megkiilonboztessiik. Ez is ott van a 2. dbra jobb szélén, és nem ok nél-
kiil. Mint neve is mutatja, neki tizenkét rombuszlapja van. Mindegyikiik
olyan alakd, mint a lépsejt fenekének a rombuszai, s ezenf6lil — ami
ebodl egy kis mértani okoskodéssal ki is kovetkeztetheté — ugyanolyan

szdgben is csatlakoznak egyméshoz. Ezt az érdekességet tobb mint egy

évszazaddal Réaumur, Maraldi és Maclaurin el6tt Johannes Kepler
(1571-1630) vette észre, akit csillagdszként tiszteliink, de elméleti ma-
tematikusnak is zsenidlis volt. Mi t6bb, Kepler arra is magyar4zatot
prébaélt adni, miért épitik a méhek sejtjeiket a megesodalt szép alakira, s
ezt a magyardzatot 1928-ban kisérletekkel és megfigyelésekkel igazolta
Victor Willem belga tudés. Erré] azonban mér egy mésik jegyzetet le-
hetne frni. :

4

A Méra csalad kemencéjén ott diszelgett a hexaéder is. Ezzel lehetett
a legkevesebb gondja Fercsikének, mert ennek a kdznapi neve kocka.
Az olvasé irdnti megbecsiilésem jeléiil ez kimaradt a 2. dbrdbdl. Hanem
az még kikivankozik beldlem, hogy a szdmok a tetrakontaoktaéderrel

kapcsolatban sem-egészen vdgnak. ,,A negyvennyolc lapt, a hetven éli, .
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a huszonhat sarkd dllat” — frja M6ra a ,rettenetes” kristdlyalakrol.
Leonhard Eulerté] (1707-1783) tudjuk azonban, hogy barmilyen kristély
csticsai €s lapjai szdmdnak Osszege kett6vel nagyobb, mint az éleinek a
szédma. Ez a torvény nem teljesiilne a 26, 48 és 70 szdmokra: 26+48 nem
egyenld 70+2-vel. A tetrakontaoktaédernek hetvenkét éle van, ahogyan
ezt kis tiirelemmel és gondolkozdssal az 4dbrdrdl is megallapithatjuk.
Méra mentségére szolgaljon, hogy olyan alakrdl van sz6, amelyet szak-
embernek sem nehéz eltéveszteni. Az emlitett dsvdnytankonyvet a leg-
jobb hazai tudésok irtdk, s a negyvennyolcast (véletleniil ez is a 83.
lapon van, mint Fercsike) mégis negyvennégyesnek abrazoltak.

Ha valakinek nem er6ssége a matematika, az nem érdem, de nem is
szégyen. Mora Ferencet nem ezért szeretjiik. Ha valaki ezt a kis gyonge-
ségét olyan derlisen vallja meg, mint 6, ezzel a szigord matematikus
szdmdra is szeretetreméltévd valik.

5

Az ir6 miiveiben jértas olvasd, érezvén, hogy a befejezésnél tartunk,

megkérdezheti: ,Es a herepfedény hol marad?” A herepfedény ezittal
elmarad. Annyit tudok errd] a derék apokrif mértani idomrél, amennyit
sziiléapja, Mora Ferenc leirt réla’. Abban pedig sem méhekrél, sem
matematikdrél nem.esik sz6. Mégis eldrulom az olvasénak, hogy a
herepfedényt épp annyira tisztelem, mint a kiszera méra bdvatagot.
Szdmomra ardnypéarba dllithaté az a jelenség, hogy magyar és orosz
tudés egymastdl fiiggetleniil ugyanakkor fedezte {6l az abszolit geomet-
riét, azzal a nem kevésbé meglepd ténnyel, hogy nadtetés meg nagyva-
rosi hézban sziiletett két magyar remekiré, Moéra és Karinthy egy idé tajt
taldlta ki a halandzsdt.

* Mind a hrom Moéra-iras megtallhaté az ird miiveinek A vildg gy mégyen cimi valogata
séban (Szépirodalmi Kényvkiadd, 1956.).
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KRIER RUDOLF
Csaladom histéridja

Nyugdijas korom 6ta megprébaltam 6seim nyoméba eredni; meg-
tudni valamit azokrél, akik életiiket egy kalandokkal teli prébalkozasra
tették fol: Gj hazét keresni és taldlni a megszokott addigi helyett. Mindig
is hagyomény volt nalunk, hogy 6seink a Délvidék teljes folszabaditasa
utdn a kulturdlt nyugatr6l vandoroltak be és telepedtek le az egykor
virdgzé életet hordoz6, de a torok uralom alatt teljesen lerongyosodott
vidéken.

Nagyapdm mint - kilencedik gyermek a csalddban Gyertydmoson
sziiletett, de az 8 nagyapja is méar 1785-ben Zsombolyéar6l mint a bevan-
dorld csalad elsd sarja batyjaval telepiilt at Gyertyamosra.

Levelez6 kapcsolatba keriiltem Alfred Louis trral, ny. dllomasfonok,
amatdr dskutatéval. 1966 nyaran Szegedre jott. Egylitt utaztunk at Te-
mesvarra. Nekem ott még rokonsidgom van, 6 pedig a Romaniabdl visz-
szatelepiiltek megbizdsdb6l ,kirdndult” kutatds végett oda. Elsésorban
arra voltam kfvéancsi, hogy csaladom francia vagy német eredetii-e? T6le
kaptam a folvildgositdst, hogy ennek a névnek a németben és a francié-
ban is van megfeleldje. A név eredetileg a németben Krieger, a francia-
ban Guerrier; mindkettd harcost jelent. Véltozataik: a németben Krier,
Crier, Creer, Keer; a francidban La Guerre, Laguerre, Lager, Legadr.

1944 augusztusdban a szegedi tiizérosztéllyal vonultam ki a frontra
5sszekotdtiszti beosztdsban. Német parancsnoksdgoknal is kellett jelent-
keznem; ott nevemet sajatos hangzédssal ejtették ki. Nyomatékkal ejtették
az i-t, és gydnge e-vel. Bzt ezzel az frisméddal szeretném szemléltetni:
Kri‘r.

Csalddom megjelenése e hazdban Gsszefiigg a Kéarpat-medence tor-
ténelmi eseményeivel, elsésorban Budavar visszavételével és a torok-
hédoltsdg folszdmoldsaval. '
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