JATEKOK ES KOORDINATAK

1. Koordindték. A koordindtdk fogalméval vald elsé ismerkedésnél sfkbeli pont koor-
dindtéira gondolunk, azaz olyan szdmpdrra, amely kijeldli a tekintett pont helyét a sikon.
Mér az antik gérogok Gsszekapcsoltdk a geometridt (mértant) az aritmetikdval (szdmtan-
nal): a szdmokat egyenes szakaszok mértékének tekintették. Azt is felfedezték, hogy nem
- minden szakasz hossztsdgét lehet , észszertien” kifejezni szammal s ez az irracionélis szdm
fogalménak a kialakuldsshoz vezetett. Az analitikus geometridt azonban csak Galilei nagy
hatési felhivdsa utdn (,amit mérni lehet, azt mérjilk meg, amit pedig nem lehet mémi,
- azt tegyiik mérhet&vé”) kezdték kidolgozni, elsésorban Descartes és Fermat. Mddszeriik
jelent8sége abban 4ll, hogy a pontokat szdmpérokkal (vagy — a térben — szdmhdrma-
sokkal) dbrdzolva a geometriai alakzatok egyenletekkel frhatdk le. Példdul az origd koriili
egységsugari kor mmdazon (z,y) koordindtdkkal megadott pontok mertanl helye amely
koordindtékra z* + y* = 1, mésképpen, amely koordindték az f(z,y) = 2% + 3% — 1 két-
valtozos fiiggvény zerushelyei

Mivel az emberiség az utébbi évszdzadokban egyre bonyolultabb jelenségeket ismert
meg, koztik olyanokat, amelyeket a kdzonséges valés szdmokkal mar nem lehetett lefrni,
sziikségessé valt a szdmfogalom bdvitése, majd Gjabb — szdmoknak nem nevezhetd —
matematikai fogalmak bevezetése (pl. métrixok, végtelen dimenzids vektorok) amelyek
ugyancsak hasznélhaték (dltaldnosabb értelemben vett) koordindtdkként, és rdjuk vonat-
kozé alkalmas egyenletekkel lefrhatdk a természetben vagy laboratériumban (1j abban mar
a tdrsadalomban is) megfigyelt folyamatok

2. Diszkrét jatékok. Jitékon ebben az elbaddsban két kiizdd fél (két személy vagy
két csapat) rogzitett szabdlyok szerinti, célirdnyos tevékenységét értjilk — a cél a nyerés,
vagy az ellenfél nyerésének elkeriilése. A cél elérésekor a jaték befejezddik; ekkor azt mond-
juk, hogy a jétékosok lejdtszottak egy jatszmét. Egyes jatékok jétszméi 4ll4sok sorozatébdl
dllnak, a jatékosok felviltva lépnek a szabdlyok &ltal megengedett mdédon egyik 4llashél
mésik dlldsba, s a jdtszmdk ezen 4lldsok sorozatét feljegyezve barmikor djra lejdtszhatdk.
Az ilyen jatékokat nevezzik diszkrét jdtékoknak. Tipikus diszkrét jaték a sakk. Diszkrét
jatékok a kartyajdtékok is, tovdbbd a malom, a go, meg az egyes tanérdk unalmét haté-
konyan enyhité amdba. A futball nem diszkrét jaték, hiszen az 4lldsok sorozata (0:0, 1:0,
1:1, ...) nem sokat 4rul el a meccsrél, s annak finomsdgai — ellentétben a sakkal — nem
élvezhetSk tjra az 4lldsok sorozatdt Gjbdl végignézve. Diszkrét jitékok szabilyai rendsze-
rint - biztositjadk, hogy minden jdtszma véges szdmu lépéshen végetérjen. Egyes diszkrét
jatékokban minden jatékos ismeri a pillanatnyi dlldst (a kértyajitékokndl, meg a tengeri
csata néven ismert diszkrét jatéknal nem ez a helyzet) és a lépéseit maga hatdrozza meg
(a szabdlyok nem frnak el§ kockadobdst, amely kivenné a jétékos kezéhdl a dontést). Az
ilyen jatékot kombinatorikai jatéknak nevezzitk. Minden jaték tanulminyozhaté matemati-
kai eszkozokkel, bér ilyen vizsgdlatuk nem mindig gylimélesdz8. A kombinatorikai jétékok
t6bbnyire j6l elemezhetlk algebrai, kombinatorikai és logikai tton. Ennek megfeleléen szé-
mfitégépes vizsgdlatuk is eredmenyes kiilondsen a sakke de a go, a ddma, a malom és az

amoba jatékoké is.

3. Koordinatazas. Ha reményt 14tunk arra, hogy egy bizonyos fajta feladat mate-
matikai uton megoldhatd, akkor rendszerint szdmoldsra vagy logikai kévetkeztetésre gon-
‘dolunk. Valdjaban a mésodik lehet8ség is szdmoldst jelent, csak éppen nem szdmokkal, -
‘alapmiiveletekkel és szokdsos fliggvényekkel, hanem az ,igaz” és ,,hamis” logikai értékekkel,
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valamint az ,és”, ,,vagy”, ,ha..., akkor...” logikai fliggvényekkel torténd szdmoldst. Ah-
hoz, hogy a feladattipus szdmitdsra alkalmassd véljon, el8szdr koordindtdzdsra van szitkség:
a feladatban szerepld fogalmakhoz koordindtékat (szédmokat, vagy logikai értékeket, vagy
métrixokat, sth.) kell rendelniink, s a feladatban megadott sszefiiggéseket felhasznilva
olyan matematikai eljdrdst kell megadnunk, amelynek eredménye — ami maga is szém,
vagy logikai érték, stb. — megadja, vagy valamilyen mdédon kifejezi az eredeti feladat
megolddsat. Példa: ha az 4ltaldnos feladat a tGbbismeretlenes elséfoki egyenletrendszer
megoldésa, akkor a feladatban szerepelnek az ,i-edik ismeretlen”, a ,j-edik egyenlet”, a
»szabad tag” fogalmak, amelyeknek minden konkrét egyenlet megolddsa sordn konkrét
szdmértékeket adunk, s a matematikai eljdrds egy algoritmus (mely szerencsés esetben a
Cramer-szabdlyhoz vezethet, de dllhat egyszertien a Gauss-féle kikiiszsbdlshél is), eredmé-
nye pedig egy vagy t6bb szdm-n-es (ugyancsak szerencsés esetben). Mint ldtjuk, algebrai
feladat esetén a koordindtdzds egyszertien konkrétizdldst jelent; ha azonban a feladat pl.
kér és egyenes metszéspontjadnak meghatérozdsa, akkor a konkrétizdlds (ti. a kor és egye-
nes kijelolése — papiron vagy épitési teriileten) megelSzheti a koordindtézast, ami itt a kor
kozéppontja és egy tetszbleges pontja, meg az egyenes két kiilonbézd pontja Descartes-féle
koordindtdinak megaddsdt — vagy kimérését — jelenti.

4. Diszkrét jaték koordindtazdsa. A koordindtdzds egyszerii feladatok megolddsa
esetén maga is egyszerll: akkor is koordindtdzést végziink, ha a jészdgot kardmba hajtva
az egyes marhdkhoz az egymds utdni természetes szdmokat rendeljitk (ez a koordinitdzds
a szdmldlds, eredménye a marhdk szdma — szebben mondva, a csorda szédmossdga). Ha
a feladat bonyolult, a koordindtdzas is. Legyen a feladat olyan sakkprogram megalkotésa,
amely minden él6lényt képes megverni. A koordindtdzds: minden sakkdlldshoz szdmok egy
véges sorozatdt kell rendelni, amely lefrja a bdbok helyzetét a tdblén, s emellett informéciét
ad minden olyan kériilményrdl, amely a sakkszabdlyok értelmében lényeges lehet (1épett-e
a kirdly, tortént-e gyalogdtvaltozés, sth.). Ehhez a legels 16pés magédnak a sakktdbldnak a
koordindtdzdsa (al-tdl h8-ig), ami egy mdsik, kdnnyebb feladat — a sakkjétszmdk feljegy-
zése — megoldésit azonnal lehetévé teszi. Az dlldsok koordindtdzdsa utdn lehet kidolgozni
a programot — ez a munka fél évszdzada folyik, és a sakknak és a szdmitdstudomdnynak

egyarant hasznos.

Egyszerti diszkrét jaték koordindtdzdsa konnyebb lehet, s a koordindtdkkal is konnyebb
lehet szdmolni. Tekintsiik példdul azt a nim nevl régi jatékot, amelyet hdrom csomd ka-
vicesal (urbanus kornyezetben gyufdval) jatszanak: a jdtékosok felvdltva vesznek el kavi-
csokat, mindig csak egy csomdbdl, akdr az Osszest is, de legaldbb egyet, s az nyer, aki az
utolsé kavicsot elveszi. Ennek az 4lldsait nemnegativ egész szdmokbdl 4116 szdmhdrmasok-
kal jelolhetjiik, s a szabdlyokat konny{i dtiiltetni a szdmhdrmasok nyelvére. A nim jétékhoz
mér szdz évvel ezelStt taldltak olyan egyszerti algoritmust (azaz programot), amely (leg-
aldbbis kis kavicscsomok esetén) fejben is elvégezhetd, s alkalmazdja szdmdra biztositja a
nyerést. (A legutébbi dllitdst a figyelmes olvasé megkérddjelezheti; valdjdban a nyer§ al-
~ goritmus nem lehet minden dlldsbol alkalmazhatd, hiszen akkor ezt az algoritmust a kezdd
és a masik jatékos is hasznilhatnd ugyanabban a jatszmiban, s igy mindkettd megnyerné
a jatszmdt, ami képtelenség.)

A tovédbbiakban |

— kériilhatdroljuk jitékok egy csalddjit, amelyekre a koordindtdzds mddszerével (leg-
aldbbis elvben, de sok esetben a gyakorlatban is) meg lehet adni olyan jadtékmdédot

(,,stratégidt”), amelynek alkalmazédsa nyerést biztosit, s meg is adjuk ezt a jétékmaodot;
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— bemutatunk egy olyan fejtorét (mondhatndnk, egyszemélyes jatékot), amellyel kap-
csolatban sok megoldandd probléma t{izhetd ki, s a fejtord tabldjanak alkalmas (nem-
trividlis) koordindtdzdsa lehetévé teszi, hogy a megoldhatatlan problémékat minden
prébalkozds nélkiil kiszlirjiik. '

5. Kavicsos jatékok. Legyen n természetes szdm. Tekintsiink n csomé kavicsot
(az iires csomdt sem zdrjuk ki). Legyen adott szabdlyoknak egy akdrmilyen bonyolult, de
egyértelmiien megfogalmazott rendszere, amely barmely ki, ks, ..., k, nemnegativ egész
szdmok esetére megmondja, hogy amennyiben az els6 csomé ki, a mésodik ko kavicsot

. tartalmaz, és {gy tovabb, melyik csomébdl mennyi kavicsot szabad egyidejiileg elvenni (pl.
n = 2, és az elsd csomdbol csak pdaros szamut — tehdt esetleg egyet sem—, a mdsodikbdl
pedig paratlan szdmus, de legfeljebb hetet szabad elvenni). A szabdlyoknak biztosftaniuk
kell, hogy csomok tetszbleges rendszerébol mindig lehessen legaldbb egy kavicsot elvenni.
A jdtékosok e szabdlyok szerint felviltva lépnek, azaz vesznek el kavicsokat (,,passzolni”
nem lehet), s az nyer, aki az utolsé kavicsot elveszi.

Bérmely kavicsos jatékot természetesen a az egyes csomokban 1év6 kavicsok szdméabdl
képezett szdm-n-esekkel koordindtdzhatunk (s ezutdn a kavicsokat el is felejthetjiik). Jé
lenne az Osszes dllasok, vagyis az Osszes nemnegativ-szdm-n-esek halmazit két osztdlyra,
Aj-re és Ao-re bontani gy, hogy '

— A;-beli dllédshol, ha egydltaldn lehet lépni, csak Aq-beli dlldsba lehet 1épni;

— As-beli 4llasbdl mindig lehet A;-beli alldsba 1épni.

Ekkor ugyanis, ha o kezd8dllds As-ben van, a kezdd jatékos Ai-be(li dlldsba) lephet ahon-
nan ellenfele mindig kénytelen As-be 1épni, és igy tovabb, s mivel a (0, ..., 0) végdllds csak
Aj-ben lehet, a kezd6 jatékos nyer. Ha van ilyen felbontds, akkor az A; halmazt o nyerd
alldsok halmazdnak nevezhetjiik, mert az a jatékos, aki Al-beli-a’tllésba léphet, az elébbi
meggondolds szerint biztosan megnyeri a jdtszmat.

6. Sprague—Grundy-fiiggvény. Az 1930-as években Spra,gue német, majd Grundy
angol matematikusok (egymdstdl fliggetlentil) bebizonyftottdk, hogy minden K kavicsos
Jdtékhoz megadhatd olyan v, n-vdltozds figguény a nemnegativ egészek halmazdn (amely
tehdt a K jaték minden 4lldsdhoz egy nemnegativ egész szdmot rendel), hogy v, zérus-
helyeinek a halmaza éppen K nyerd dlldsainak a halmaza. Ez a tétel bizonyitja kavicsos
jatékokra az édlldsok halmazdnak kivint felbontdsi lehet8ségét, s igy a nyerd 4lldsok hal-
mazdanak létezését. Az utdbbi halmazt ugyanolyan szellemben jellemzi; mint az analitikus
geometridban egy kupszeletet leird fliggvény annak a ktpszeletnek a pontjait. Valami olyat
csinaltak tehdt a diszkrét jatékokkal Sprague és Grundy, mint Descartes, amikor sikbeli
alakzatok kétviltozds fliggvényekkel valé lefrhatésigdt felfedezte.

Megemlitendo, hogy a Sprague-Grundy-tétel dltaldnosabb feltevések mellett is érvé-
nyes, tovabba szerzéi egy, a késobb réluk elnevezett Sprague-Grundy-fliggvény kiszdmité-
sat megkonnyitd masik allitdssal is kiegészitették. Egy K kavicsos jaték szabdlyainak isme-
retében egyébként v, rekurziv mddon elvi nehézség nélkiil kiszdmithaté: v,.(0,...,0) =0,
mert a végallds nyer6 4llds; s ha mér ismerjiik v, értékeit mindazokon a szdm-n-eseken,
amelyek valamely (ag,..., a,) 4lldshdl egyetlen szabdlyszer(i lépéssel megkaphatdk, és ezek
az értékek by, ..., by (csak véges sok lehet!), akkor

’Y[c(a'la tey Cl.ﬁ) = mex(bl, . wbk)a

ahol a jobboldal azt a legkisebb nemnegativ egészt jeloli, amely nem fordul eld by, . . ., by ko-
z0tt. Az effajta szdimoldst manapsdg természetesen szdmitdgépre bizzuk. Mintdnak azon-
ban kiszdmitjuk egy 6si kinai kétcsomds kavicsos jaték Sprague-Grundy-fiiggvényét néhdny
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kis szampdrra. A jaték neve a kinaiak dltal haszndlt angol atirdshan zhan shi 21, fonetikusan
kb. csensidzi. Szokdsosabb neve Wythoff-nim, mert ennek a nimhez hasonlé jatéknak az
Osszes nyerd alldsait eldszér Wythoff szdmitotta ki a mult szdzad elején. A jaték szabélya:
vagy egyik csomdébdl vesziink el, akdrmennyit, de legaldbb egyet, vagy mindkét csomdébdl
egyszerre ugyanannyit, de legaldbb egyet-egyet. Mivel a Sprague-Grundy-fliggvény (ebben
az esetben kétviltozés) miivelet a nemnegativ egészeken, miivelettdbldzat-alakban frjuk fel:

W N~ O

Innen latjuk, hogy (0,0) mellett (1,2) (és persze (2,1)) is nyerd dllds. Tovdbb folytatva
a tdbldzat felirdsit, ijabb nyerd dlldsokat kapndnk: (3,5), (4,7), (6,10), sth. Meg lehet
sejteni (és be lehet bizonyitani, de az mér nem fér ide), hogy a soron kovetkezd nyerd
4114s elsd koordindtdja mindig a mér szerepelt koordindtdk mex fiiggvénye, masodik és els§
koordindtdjanak kiilonbsége pedig mindig eggyel né.

7. Szeges szoliter — megoldhatatlan feladatok. A szeges szolitert a bal oldali
dbrdn mutatott 33 lyukd tdblan jatsszuk. A lyukakba szegeket tlizhetiink, s a lépés ab-
ban 4ll, hogy egy szeggel a vizszintesen vagy fliggblegesen szomszédos lyukban 1év6 szeget
dtugorva a kovetkezd tres lyukba tlizzlik, mikozben az dtugrott szeget levessziik a téblé-
rél. A jatékot ketten is jatszhatjdk (az veszit, aki nem tud lépni), de egyediil is jatszhatd:
ilyenkor az alapfeladat az, hogy egy kivételével minden lyukba tdzlink szeget, s egy kivé-
telével az Osszes szeget le kell venni. Ha azt is eldirjuk, hogy a megmaradt szeg melyik
lyukban legyen, az igy el6allé nehezebb feladat nem mindig oldhatéd meg. Ennek igazo-

~ l4sdhoz koordindtdzzuk a lyukakat a jobb oldali dbrdn lathatd szdmparokkal, s minden

4lldshoz (azaz betlizott szegek minden halmazdhoz) rendeljiink egy (eo, €1, €2, Mo, M1, M2)
szémhatost, ahol pl. ey azt mondja meg, hiny betlizott szegnek 2 az elsé koordindtdja.
Figyeljiik meg, hogy minden 1épés az 4lldshoz rendelt hatos mindegyik komponensét eggyel
véltoztatja meg, s a jdtszma sikeres lejdtszdsdhoz 31 1épés kell. Innen kovetkezik [!], hogy
a megmaradd egyetlen szeg koordindtdja ugyanaz lesz, mint a jatszma elején az iires helyé.
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