AUTOMATAK

54. Automatak és félcsoportok

Automatdnak nevezzik a csupa egyvédltozés miiveletekkel rendelkezd
algebrai strukturdt. Legyen (R;X) automata (X jeloli az A -n értel-
mezett egyviltoz6s miiveletek halmazdt). A elemeit az (A;X) automa-
ta 4llapotainak, X elemeit pedig A bemen§ jeleinek nevezzik. Mivel az
egyvaltoz6s miiveletek egyszeriien A -nak onmagdba valo leképezései,
azért a€ i -n az x& X miiveletet elvégezve (mdsképpen: az g 4llapot-
ban az X bemend jelet alkalmazva), a kapott 4llapotot ax -szel jeloljik..
Haszndlhatjuk a kovetkezd beszédmodot is: automatdnk az a éllapotbél az
X bemend jel hatdsdra az ax 4llapotba megy t. Ez a beszédmaod révi-
- l4git az "automata” elnevezés eredetére: a gyakorlatban az olyan berende-
zést nevezziik automatdnak, mely bizonyos "bemend jelek" (pl. gombnyo-
més, irdnyitokarok bedllitdsa) hatdsdra "4llapotdt’ (pl. alkatrészei. kol-
csonos helyzetét) meghatdrozott médon véltoztatja, s igy minden bemend
jele lehetséges 4llapotai halmazdnak egy onmagéba val6 leképezését adja
meg. : /
Az (R3X) automata osszes miiveletei leirhaték egyetlen 8:AxX~A
leképezés segitségével, amelyet a S8(a,x) =ax egyenlSség definidl. |
Ezt a leképezést (AsX) 4tmenetfiiggvényének nevezzik. A 8 4tmenetfigg-
vényt (B3X) automatét a tovdbbiakban (R,X,8) alakban fogjuk felirni.

A véges automatik megadhatok az dtmenetfiiggvény tdbldzatdval (ha-
sonléan a miiveletek miivelettdbldzattal val6 megaddséhoz), de jol 4ttekinthe-
t6 modon dbrazolhatok grifok segitségévelis. Legyenek C,D idegen vé-~
ges halmazok, legyen tovdbbd ¢ C-nek D? -be val6 leképezése.

A G=(C,D,®) hérmast grifnak (vagy irdnyitott grdfnak), G ele-
meit e grif éleinek, D elemeit pedig csucsainak nevezzik; ha tovabbd
ceC, d,d,eD és co=(d,d,), akkor d,-etés d, -t meg-

felelGen a < él kezdSpontjdnak, ill. végpontjdnak nevezziik (vagy azt mond-
juk, hogya cél d, ~bé1 dz-be vezet). .

Az (R, X,8) automatdt olyan gréffal dbrdzolhatjuk, amelyben a csu-
csok halmaza A, az élek halmaza AxX, tovdbbd az (a,x) él kezddpont-
ja a, végpontja ax . (A csucsokat korocskékkel, az éleket a kezdSpont-
b6l a végpontba vezetS nyillal szemléltethetjik, s az 4ttekinthet8ség érde-
kében az (q,x) élet az x jellel jeloljik meg, tovdbbd a kozos kezd6- és
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végpontu (d,X,),...,{(d,%;, )

éleket egyetlen nyillal szemléltetjiik, ame-

lyet az Xyyooey X elemekkel jelolink
meg. ). ‘

et <1,2,3)> az 4llapotok, {X,4y> abe-
men§ jelek halmaza. A miiveletek elvégzé-
sének szabdlya az 4brirél leolvashaté.

o Legyen(A,X,8) tetszéleges automa-
ta és vegyikk az F(X) szabad monoidnak va-
lamely p elemét (p -t bemen§ szonak ne-
vezzik). Birmely a€ R -ra definidljuk
ap -t (mdsképpen (g, p))a kovetkezs
maédon: ha p=e, ap=d; ha pedig
p=Xx;.. X, _ X akkor ap=@x,...x

n-4"no n—q)'

" Xp - A szavak hosszusdga szerinti indukci6 mutatia

ezdltal cip-tbirmely pe F(x) -re egyértelmiien meghatéro;tu,kfmgy
’Legyen most (R, X,8) olyan automata, melyet valamely q, eleme

generdl. Vezessimk be F(X) -en egy o reldciot legyen poxq,,akkor és

csak’akkor, ha a,p= a,q,' . Eszrevesszik, hogy ekvivalenc,:ia; to-

vdbbd pocq, esetén bdrmely xe X -re (px)ex(gx) is teljestl. Va-

léban, a.(px)=(d.p)x=(a, q)x=a, (gx). F(X) -nek az utébbi

tulajdonsdggal is rendelkez§ ekvivalencidit jobbkongruencidknak nevezziik;
specidlisan az o reldciét pedig R -hoz tartoz6 jobbkongruencidnak

_ Tekintsiik az (F(X)/ox, X, 8) “automatat, melynek éllapothalr;”xaza
te’hat’az oK jobbkongruencidhoz tartozé.osztélyok halmaza, &tmenetfiige-
vényét pedig a kovetkezé médon definidljuk: ha pe F(X)/’(x akkor lig-
gyen S8 (p,x)= px=px . A definici6 korrekt: ha p helyett ’5 -nek egy

mésik elemét vélasztjuk, ;5_x'-ként ugyanazt az osztilyt kapjuk, mivel

& jobbkongruencia. Hasonl6é médon természetesen F(X) bdrmely jobb-

kongruerél;iéjébél kiindulva definidlhatmdnk automatdt, s az igy keletkezg
automatak barmelyikét egyetlen eleme - ti, az e -
o, -t az t tartalmazé6 osztdly -
Megmutatjuk, hogy (A, X,8) izomorf (F(X)/ 3

’ ‘ 5+ X (K)o, X, 8) -sal. Mi-
vel o, generdlja (R,x,8) -t, bdrmely ceR -hoz van olyan pe F(X)
{10_’gy d.p=q. Feleltessik meg a-nak F(X)/x p -t tartalmazé oszté-
¥at. Ez a megfe’leltetes A -nak FX)/x -ravalé leképezése, amely
kolcsonosen egyértelmti is, hiszen ha a*b, akkor -nek kiilonbsz8 osz-
tdlyaiba tartozé szavak hatdsdra megy 4t (R,x,8) az do dllapotbél az
ac: .-ba ill. a (b —.b)e., Végiil leképezésiink felcserélhets a miiveletekkel

mi az ax=(@,p)X =d. (pPx) egyenl&séghdl é inicioé
T | o gyenl8séghdl és & definici6jdbol

Létjuk tehdt, hogy az egy elem 4ltal gener4lt automatak - izomor-
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fidt6l eltekintve - nem mdésok, mint a szabad monocidok jobbkongruencidi-
.b6l az elBzBekben 1dtott médon megszerkesztett automatdk. Ez a tény az
egy elem 4ltal generdlt automatdk reprezentdciotételének tekinthetd.

A tovédbbiakban mindig feltessziik, hogy vizsgdlt automatdink véges
szdmu bemeng jellel rendelkeznek. Ha emellett az 4llapotok szdma is vé-
ges, az automat4t véges automaténak nevezzik, Egy elem §ltal generdlt
automata akkor és csak akkor véges, ha a hozzdtartoz6 jobbkongruencia
véges indexii (azaz véges szdmu osztdlya van). .

Tekintstik az (B, X,8) véges automatit (most nem tessziik fel, hogy
egyetlen eleme generélja). Az F(X) szabad monoidon bevezetiink egy f3
reldciot: legyen pPg ha birmely aeR -ra ap=aq.Ez a reldci6 tehdt
az (R.X,8) G©sszes, egy elem 4ltal gener4lt részautomatdihoz tartozé o
reldciok kozos része. Mint definici6jébél 14tszik, [> ekvivalenciareldcid

' s6t, kongruencia is, mert, ha p,,ﬁpz_ és g, Pg, akkor bérmely caef -

ra GI(PA q’&) =(ap,)g,= @p,)g=@p;0q,=a (qu2> ' tehét
(Peq)B(P,G,)., Létezik tehdt az  F(X) / [6) ﬂ\faktbrfélcsopoi:t,

Tekintsiik mdsrészt azt a transzformacidfélcsoportot, melyet az A
4llapothalmaz osszes da+8(a,x) (x€X) alaku transzformécisi gene-
rédlnak ( A ©sszes transzformécisinak félcsoportjsban). Ezt az (A, X, 8)

automata félcsoportjinak nevezzik; jeloljuk S(R, X, 8) -val. Meg-
mutatjuk, hogy S(A.X.8) 2% FO /[ . 5(A,x%,8) minden
eleme el§éll véges szdmu a8 (a,x) Eax) alaku transzformé-
ci6 szorzataként, azaz @ : a = AX,;... X, (% €X) alakban. -

Rendélju‘k ‘(p -hez F(X)/f:} X, X, elemét. Igazoljuk, hogy ez a,

megfeleltetés  S(A, X, 8)
1) A megfeleltetés leképezés. Legyen : a-dg, Yia-ag
(Prg€ F(x) és p="Y. Akkor minden ae A -ra ap=ag,tehdt p=q.
2) A megfeleltetés 1-1. Ha (p4", van olyan aes; hogy dp¥ ag,
tehdt p*g,. - :
3) A megteleltetés F(X)/(> -ra torténik. Valéban, FX)/ 3 p
eleme az a=ap transzformicicnak felel meg. o

-nak:« FX)/ 5 -ra valé izomorfizmusa.

DA megfeleltetés felcserélhet§ a szorzdssal: cp'Y,’ a-a (pq) -
nak pg felel meg, ami éppen @ és Y képeinek szorzata (a faktorstruk-
tura-beli szorzéds definici6ja szerint). .

Mivel automata félcsoportja az automata 4llapothalmazénak egység--
elemes transzforméciéfélcsoportja (az identikus leképezés az a-ae
transzformdci6, ahol e F(X) egységeleme), segitségével bevezethetjik
az 4llapothalmazon a ~ és = reldcickat (1. a 14. fejezet). Nevezzik az

(A, X,8) automatdt minim4lisnak, ha nincs valédi részautomatdja, azaz
A =nak nincs olyan valédi részhalmaza, amely z4rt lenne az osszes x€ X
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miiveletekre nézve. A 14. fejezetben 14 b5
csak akkor minim4lis, ha féllcsoportja gziyzi};giy = aQtomata akkor °8
Azt mondjuk, hogy az (R,X,S) automata reverzibilis, ha birmely
a€ B -hoz és peF(X) -hez van olyan g€ FX) hogy @p)g=a
(s’zemléletesen: ha az automata bemend jelek valamely sorozatdnak hat4-
sara eredeti 4llapotdbél egy m4sik 4llapotba megy 4t, akkor onnan alka]-
mas bemend jelsorozattal visszavihet§ az eredeti dllapotba).
. Egy automa_ta akkor és csak akkor reverzibilis, ha el84ll (pdronként
idegen) minim4lis részautomatdinak egvesitéseként, Ugyanis ha az
(R,X,8) automata reverzibilis, akkor félcsoportja segitségével beve-
zetett ~ és & reldcick megegyeznek (ha a,be A -ra a~b, akkor b~a
Is teljestl). Innen kovetkezik, hogy A/~ részbenrendezése (I. a 14. fo-
jezetet) trividlis (megegyezik az egyenl8ség-reldcidval). Eszerint A/~ '

~ osztdlyai (R,X,8) -nak részautomatdi; tovdbbd (R,X,8) féicsoportja

minden il}ren C osztdlyon tranzitiv, ezért a (C;X) automata félcsoportja
is tranzitiv, s igy ezek a C osztdlyok minimélis automaték.
Ha pedig az (A,X, &) automata eld4ll minimélis részautomatdinak

egyesitéseként, akkor reverzibilis, mivel a minim4lis automaték - félcso-

portjuk tranzitiv 1évén - reverzibilisek.

. Példak -

1. ‘Az &brén 14that6 £ automata étménetfﬁggvényének tdbldzata:

2. Az A automata félcsoportja hat elembdl 411: Y,y ui =L ,X; xy,xyz.

3. Az A& automata minim4lis (és ezért reverzibilis),

4. Szabad félcsoport minden kongruencidja jo'bbkongruéncia.

vl

- Tekintsiik az A& automatdt az 1 generdtorelemmel. F:rvényes xou:j3
de (yx) g‘* - Ezért az =« jobbkongruencia nem kongruencia.
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Gyakorlatok

1. Birmely egy elem 4ltal gener4lt automaténdl =[5 akkor és csak
akkor, ha x kongruencia; (2)'  mindig az ¢ -ndl kisebb kongruen-
cidk egyesitése. ' S

2. Van olyan egyszerﬁ automata, amely nem minimdlis és van olyan mini-
mélis automata, amely nem egyszeri.

3. Reverzibilis egyszertii automata minimdlis.
4. Barmely félcsoport izomorf egy automata félcsoportjival.

5. Birmely c.soﬁdr»t izomorf egy automata automorfizmuscsoportjdval.

55.Regularis esemeény

Legyen X véges halmaz, E pedig X folotti esemény (azaz legyen
ECF(X) ). Azt mondjuk, hogy az E eseményt az (A, X,8) automata
felismeri, ha 1étezik olyan a€R  allapot és olyan BE R .éu‘apothalmaz,.
hogy bérmely p€ F(X) -re pef akkor és csak akkor teljesil, ha q, p€B.
Ez szemléletesen azt jelenti, hogy egy alkalmasan vélasztott 4llapotbé6l bi-
zonyos 4llapotokba éppen az E -hez tartozé szavak viszik 4t (H_,X, 8) -t
Azt mondjuk, hogy az E esemény véges automata 4ltal felismerhet6,
ha van olyan véges automata az X bemeng jel-halmazzal, amely E -t
felismeri. A felismerés definici6jdbol kovetkezik, hogy ha. E -_t (H,)f,&)
felismeri, akkor (R,X,8) g, 4ltal generdlt részautomatdja is fe11srr}er1,
ugyanis ebbe a részautomatdba o, . és B mi_nden eleme ln’eleta;tqz1k. Ig’y
tehdt az £ _esemény akkor és csak akkor ismerhet§ fel véges automata 41-

tal, ha van olyan egy elem 4ltal generdlt véges automata (az X bemend

jel-halmazzal), amely felismeri. ‘

A kovetkez6kben bebizonyitjuk Kleene tételét, amely bizonyos 4tte-
kintést biztosit a véges automata 4ltal felismerhet§ események felett.‘
Ehhez sziikségiink lesz a reguldris esemény definicidjé;‘a:

1) Az X elemeibdl 4116 egyelemii halmazok, valamint az iires halmaz
reguldris események. :

2)Ha D,E(SFKX)
3)Ha D,E (EF(X)
sxorzatl) is az,

4)Ha D(SFX) reguldris esemény, akkor a B 4ltal F(X) -
ben gener4lt részmonoid (amelynek elemei tehdt a D elemeibdl képezhetd

reguldris események, akkor DUE is az.

reguldris események, akkor DE (komplexus-
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Usszes véges szdmu tényezSt tartalmazé szorzatok és F(X)

egységeleme;
jelolése {D} ) is az. |

5) Csak azok az X feletti események reguldrisak, amelyek az 1)
pontban emlitett reguldris eseményekbél a 2), 3) és 4) képzési modok vé-
ges szdmu alkalmazds4val elé4llnak. '

E definici6 1) és 4) pontjaibél kivetkezik, hogy <& reguldris, hi-
szen {e> = @) . Az 5) kikotés biztositja, hogy birmely @& -t6l és
{&)> -tél kiilonb6z8 reguldris eseménynek létezik reguldris kifejezése,
azaz megadhat6 hozzd olyan X elemeibdl, az egyesités, a szorzds és a
generdlds jeléb6l (s az egyértelmiiség biztositdsira esetleg zdr6jelekbsl)
felépitett jelsorozat, amely megmutatja, hogy az esemény hogyan 411 el§
X elemeibdl (pontosabban az 4ltaluk alkotott egyelemii halmazokbél) a 2),
3) és 4) képzési modok segitségével, Reguldris esemény reguléris kifeje-
zése 4ltaldban nem egyértelmiien meghatdrozott, igy pl. {X,} {X;3 és

X2u X3} {xZuxi}u (eux,ux?) ux,ux?)

{

egyarént annak a reguldris eseménynek reguldris felirdsa, mely az 5sszes

xix§ . (yp=0,1,..) alaku sz6bol 411.

Forditva, minden reguldris kifejezés meghatdroz (mégpedig egyértel-
miien) egy reguldris eseményt, ti. azt, amely X elemeibdl a kifejezésben
felttintetett médon épiil fel. , ' '

Tétel: Az X feletti E esemény akkor és csak akkor ismerhetd fel
véges automata 4ltal, ha reguléris. ‘ ‘

Szikségesség. Tegyiik fel, hogy az E eseményt az (R, X,8) véges
automata felismeri a,eA  4llapota és <by,...,bB, >E R -4llapothal-
maza segitségével. Legyen E;, (i=4,...,k) - az az esemény, melyet

(R X, 8)  a, .4llapota és <b;> egyelemii dllapothalmaza segitségével
ismer fel; més szé6val, E; mindazon szavak halmaza, melyek (R,X ,8) -t
az a, dllapotbdl a b, 4llapotba viszik 4t. Mivel E=Eu...uE ,

elegend§ az E; események reguldris voltat igazolni, 2) miatt ugjranis ek-
kor E is reguléris. :
Jeloljik most A elemeitaz " 4,.. . n ~ természetes szdmokkal.
Azt fogjuk igazolni, hogyv barmely ,4€ A -ra E%: { pefFX): ip=é>
reguldris. :
Jelolje Ei}. mindazon szavak halmaz4t, melyek (R,X,8) -t ugy vi-
szik & 1-b6l #-be, hogy egyetlen valsdi prefixik sem viszi 4t (f,X,8) -t
K -nél nagyobb szdmmal jelslt dllapotba. Ekkor Ei3'.= Ei"?. . Ha teh4t .

. k
(=i,4,k=n) £ regu-

igazoljuk, hogy tetszéleges 1,4,k -ra
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léﬁris, készen lesziink a szikségesség bizonyitésévél. E ika" reguldris voltdt
 a fels6 index szerinti indukci6val fogjuk megmutami.
£°. szavainak nem lehet val6di prefixe (egy ilyen prefix (F\,X,6 ) -t

. 1.3» ‘
1-b6l 0 -ndl nagyobb szdmmal jelslt 41lapotba vinné 4t, hiszen minden
4llapotot O--nél nagyobb szdm jeldl). Igy Ei‘; legfeljebb 1 hosszusdgu

szavakbol 411, vagy tires halmaz; ezért 1) és 2) szerint reguldris.

Tegylik fel, hogy bdrmely 1',‘, § -te Eg‘é:‘ reguldris. Vegylk észre,

hogy EX =Ef 2), 3) és 4) alkalmaza-

1.3}'— iy

k-4 k-1, _k-1
sdval nyerjik, hogy Eg;
Az elegend§ség bizonyitéséhoz sziikségiink lesz a kétpélusu graf fo-
galméra. Tekintstink egy (C,D,¢p) gréfot, s jeloljuk ki két (nem feltétlentl
kilonboz6) o és b csucsit. A G=(C,D,¢9,a,b)  otost kétpélusu gréf-
"nak,” a-tés b-t G pélusainak nevezzik. Pilyinak nevezzik G élei-
nek egy e,,e,,...,&, sorozatdt, ha e, kezdfpontja 4, e, végpont-

reguldris.

ja b és a sorozat birmely elemének végpontja a kovetkez§ elem kezd&pont-

ja (a sorozatban ugyanaz az é1 tobbszor is elfordulhat; ha az €, kezd6-
pontjira és e, végpontjéra tett kikotést elejtjiik, akkor utrol beszélink).

Tekintstink most egy & leképezést D' -b6l X -be (més széval, je-
16ljuk meg X -egy-egy elemével G -nek bizonyos gleit). A =<6, X,x)
hirmast X elemeivel megjelolt kétpoiusu gréfnak nevezzik. Ilyet szém-
18ltet a kovetkez§ dbra:

A korocskék a csucsokat, a nyilak pedig az éleket jelzik.

Egy ilyen grifban bdrmely uthoz tartozik egy sz6: az adott utat alkot6

éleket megijelold bettik sorozata (ha az ut valamely éle nincs

mal megjelolve, ezt figyelmen kiviil hagyjuk; az dbrdn ldthat6 uthoz pl. az
XX, 526 tartozik; ha tovadbbé4 az ut egyetlen éle sincs megjeldlve, az ut-

hoz F(x) egységelemét rendeljiik). Egy ilyen gréfhoz tehdt hozzdrendel- '

hetjiik azt az eseményt, amely a graf 5sszes pilydihoz tartozé szavakbol
" 411. Bzt az eseményt a graf nyelvének nevezzik. Az L SFX) ese-

ményt pedig grifnyelvnek nevezzik, ha van olyan X elemeivel megjelolt

kétp6lusu graf, amelynek nyelve L. : '
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X -beli elem- |

Mérmost az elegendGség az aldbbi hérom lemma kovetkezménye:

1. Minden X feletti reguldris esemény gréfnyelv.

2. Minden X f‘eletti grifn . .
o yelv F(X) egy véges indexd j -
‘encidja osztdlyai valamely halmazdnak egyesitése .ge X J.Obbkongru

3. Haaz L esemény F(X) egy véges indexu jobbkongruencidja osz- \)‘

tdlyai valamely hal 5 .
felismerhets. y halmazédnak egyesitése, akkor E véges automata 4ltal

Az 1. lemma bizonyitisa: A re : é
. guldris esemény definici6ja szerint
ek;gen‘dcﬁ azt .b1zonyitanunk, hogy az X elemeibdl 4116 egyelemi halmazok
Za arrlunt az ures halmaz gréfnyelvek, tovdbbd grifnyelvek egyesitése, ,
omplexus-szorzata, végiil grafnyelv 4ltal é flc
ports ettt . ye generélt egységelemes félcso-

Az aldbbi dbrdk mutatjdk azokat éz X el '
, v emei e LA
gréifokat, melyeknek nyelve : metvel megjelolt kétpoluse

1) xi,

2) &, | ‘ -
oY O—4+O—0-4—~0—0
4) uv : |

5 {u)

ahol U és V tetszéleges X sfeletti grém-}rélvek:

Itf pl. - - azt az elemeivel megjelolt ké :
- 7 olt kétpolu dfot j i -
sok feltiintetésével), amelynek nyelve U. polusy grflot Jelentl (2 poly
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A 2. lemma bizonyitdsa. Tekintsink egy X elemeivel megjelsit I’
kétpolusu gréfot, s vegylik egy € csucsit. Gréfunk pélusainak most
a-t és (b helyett) c-t tekintve egy uj [c kétpélusu gréfhoz jutunk.
Ha ebben van olyan pélya, amelyheza p(€ F) sz6 tartozik, ak-
kor azt mondjuk, hogy C a p sz6 csucsa ["-ban. Egy szénak természe-
tesen tobb csucsa is lehet, A p sz6 6sszes csucsainak halmazit jelsljiik
C(p) -vel (nincs kizdrva C(p)$2).

Vezesstink be F(X) -en egy reldciot: legyen p,GE F(X) -re
pxqg, ha C(P)=€@Q). Vildgos, hogy o« ekvivalencia, emellett vé-
ges indext, hiszen [ csucsai C halmazénak véges szdmu részhalmaza
_ vain.. Megmutatjuk, hogy o jobbkongruencia. Elegendd azt megmutatnunk,
hogy pxq esetén birmely xe X -re C((pX) S C(gX), hiszen a
forditott irdnyu tartalmazés ugyanigy bizonyithat6. Legyen d € C (pX)-
Ez azt jelenti, hogy a [y gréfban van olyan €,,...,€, pélya, amely-
hez a px sz6 tartozik. Ha i a legnagyobb olyan szdm (I=i=n),. hogy
e, meg van jelolve valamely X -beli elemmel, akkor sziikségképpen
e;4=x.Hamost g e; kezdSpontja, akkor €,,...,€; 4 pélya a Pg

grifban, amelyhez a p $z6 tartozik, ezért ge C(p) , és pxq miatt
'geC(qg).Van tehdt Fg -ben olyan ﬂv"'?f{,q " pélya is, amelyhez g,

tartozik, s ekkor az . f“...,'f‘;_,, 3€i9---9€n- Tq ~beli palydhoz a

gx sz6 tartozik, tehdt de {(gx),amit bizonyitanunk kellett.
A [ 1graf nyelve az osszes pilydkhoz tartozé F (X) -beli szavakbél
411, vagyis mindazon p szavakbél, melyekre be C(p)-Ezért egy tetszdle-
ges sz6 akkor és csak akkor tartozik I" nyelvéhez, ha o olyan osztily4-
nak eleme, amelyhez tartozé szavaknak beegyik csucsa. " nyelve tehit
a véges indextt jobbkongruencia osztdlyai egy halmazinak egyesitése.
A 3. lemma bizonyitdsa, Megmutatjuk, hogy ha az - X folotti E
esemény elgill F(x) egy véges indexii jobbkongruencidja osztdlyai vala-
mely halmazénak egyesitéseként, akkor E véges automata 4ltal felismer-
het6. Ha a lemméban szerepl§ jobbkongruencidt o jeloli, akkor az E -t
felismer$ automata éppen az el6z6 fejezetben leirt (F(x)/cx 3 %, 8)
lesz. . Ez véges, hiszen ot véges indexi. Legyen E=p,u...U Dy, -

Tekintstk (FO)/ox,X,8) &  4llapotdt és {py,..., P>  &llapothal-

mazit. Ha pe E, akkor valémely i-re (1< i=<k) pe 51; tovdbbd
ep=ep=p=pi € {Pir1 Pk > Ha epé(pﬁ,?.,pk)

(1<i=k), igy pep;,abonnan pEE.

‘akkor p=p; valamely 1i-re

C(FX) o 4 X, 8)
pothalmaza 4ltal. .

Ezzel Kleene tételét bebizonyitottuk. Val6jéban valamivel tobbet is
bizonyitottunk, mégpedig azt, hogy F(X) tetszdleges E részhalmazédra
a kovetkez8 négy 4llitds ekvivalens: '
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tehdt fel_;sn"ieri £ -t tekintett 4llapota és 4lla-

*1) E reguldris esemény,
2) g gréfnyelv,
3) E FKX)

nak egyesitése, :
4) E véges automata 4ltal felismerhetd.

egy véges indexi jobbkongruenciéja bizonyos osztdlyai-

Kiegészitéstil megmutatjuk, hogy nem minden esemény ismerhet§ fel

véges automata 4ltal, Tekintsiik

a?Ab'sszes . x"td" (n>0) alaku szavakbél 411, Tegyiik fel, hogy az
+ <Xy4D, 6) veges automata felismeri H -t . g, -4llapotdval és

él(lﬁpothalmazéval. Tekintstik az dyx? 4llapotokat (i=0, . Mivel
{ '?<x,g>, 8) -nak véges szdmu.allapota van, a tekint’en:' 4llapotok
kozot‘t lesznek megegyezsk, pl. a,x=a, x¢ (4 . Fuyt
S T i1 '
=a,Xx y'€ B, mivel x'y'eH,; ezért x4y
X e
ban H definici6ja szerint nem igaz. A kap Y o

“H nem ismerhet§ fel véges automata 4ltal

Példak

1, Azk F (x,}g) szabad félcsoport osszes legaldbb kett§ hosszu;égu szavai-
nia M halmaza véges automata 4ltal felismerhets esemény; felismeri
pl. az az automata, amely a kovetkez§ gréffal van megadvas:-

) 4

2. Az M halmaz reguldris esemény; reguldris kifejezése pl.

xuy) (xoy) {xuy} .

3. Az M halmaz gréfnyelv; pl 2 K5 x '
p ; pl. a kovetkezé, caTa
 kétpélusu gréf nyelve: : ' X,y elemekkel megjelolt

4. Sz M . halmaz F (x,t':;’) egy véges indexu‘jobbkongruenciéjénak osztdlya:
+1lyen jobbkongruencidt (sét kongruenci4t) nyujt F(x,y) kovetkezd osztd-.

lyozdsa: <>, <x,yd>, M.
o -221 -

ami azon-
post ellentmond4s mutatja, hogy

pl. azt a H eseményt F(x,y) -ban, mely

Ekkor a,x¥y’=

302

302




5. Az'el6z8 fejezet A automatdja 1 4llapotdval és {2> ’é.llagot}?aln}az'é-
' valaz E,, eseményt ismeri fel, amelynek egy reguldris kifejezese:

= E«i = Eé Y E‘423 \v {Esza} Es; ={xjy x{x}yuvy UUH’Q yly

(mivel £ = #).

.+ Gyakorlatok
1. Alkossuk meg azt a kétpSlusu gréfot, amelyek nyelve
a) x2{xyuyx}u{y?} (xuxy),
) {x*yuiy’}x.

2. Alkossuk meg azokat a véges automatdkat, amelyek az el6z6 gyakorlat-
ban megadott reguldris esemeényeket felismerik! -

3. Legyen n#1 természetes sz4m. Az osszes természetes szdmok n -
es szdmrendszerbeli felirdsai reguldris eseményt alkotnak.

4 Legyen’ K. természetes szdmoknak az 6sszeaddsra nézve z4rt halmaza.
Az {XN:n€K) halmaz reguldris esemény.

s, Legyen G a természetes szdmok négyzeteinek halma’tza..
Az {x":ne > . halmaz nem reguldris esemény.

Egy E SF(X) esemény akkor és csak akkor reguldris, Ela F ‘(X)
egy véges index#i kongruencidja bizonyos osztdlyainak egyesitése.

Adott X 4&bécé feletti, Vége‘s automata 4ltal felismerhet§ események

r4t alkot. -

Legyén £ reg-uléfis esémény. Létezik-e olyan véges automata, amely

tartozik?
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halmaza a halmazegyesités és metszetképzés mﬁvgletgkkel_ Boole-algeb- .

felismeri mindazon szavak halmazdt, melyek valamely szuffixe E ~hez

56. Kontextus-mentes nyelv

Definidlni fogjuk az X feletti eseményeknek egy mésik fontos oszti- -

lydt. Tekintstink egy véges Y halmazt(YnX= @2ame1yben ki van jelslve
egy Yo elem, tovdbbd (y,p)alaku pdroknak egy véges S halmazdt, ahol.
yeY, pe F(XxuY) -. Feltehetjilk, hogy S bdrmely yeY ‘-ra tartal-

maz (y,p) alaku pdrt. Az (Y,y,,5)hdrmast ( X feletti) szintakszisnak, S
elemeit pedig e szintakszis szabdlyainak nevezziik. '

Egy (y,p) szabdly alkalmazdsdn az y -t tartalmaz6 o, széra y
egy ¢ -beli elsforduldsdnak p -vel valo helyettesitését értjik. Levezetés-
nek F (XUY)-beli szavaknak olyan-véges sorozatit nevezziik, amelynek
els§ eleme y, , minden tovdbbi eleme a megel6z6bbl egy szabdly alkal-
mazdsdval 411 el§, utols6 elemére pedig egyetlen szabily sem alkalmaz-
hat6. Az olyan sz6t, amely valamely levezetés utols6 eleme, termindlis-
Szénak nevezziik. Vildgos, hogy a terminélis szavak mind F(X) -be tar-
toznak; ezért bdrmely szintakszissal képezett 6sszes termindlis szavak X
feletti nyelvet alkotnak. Azokat a nyelveket, melyek ilyen médon elddllnak,
kontextusmentes nyelveknek nevezzikk. (Az elnevezést indokolja, hogy
vizsgédlnak olyan nyelveket is, melyek szabélyai kozott (sytyspt ) alakuak
is eléfordulnak. Az ilyen szabdlyt pedig ugy lehet tekinteni, hogy az nem
més, mint az(y,p) szabdly, azzal a megkotéssel, hogy csak az s és t
szavak 4ltal alkotott "kontextus' -ban lehet alkalmazni).

Tétel: Minden reguldris esemény kontextus-mentes nyelv.

Legyen ECF(X) reguldris. Tudjuk, hogy E gréf-nyelv, tehdt 1é-
tezik olyan X elemeivel megjelslt " kétpblusu gréf, amelynek nyelve E.

Legyen = (G,x,x) = és  G=(C,D,;a,b). Definidini

fogunk egy kontextus-mentes nyelvet, amely megegyezik E -vel.-

Legyen Y=C, y,=a, tovdbbd D minden d elemébdl kiindulva
képezziink egy szabdlyt - azokbél az élekbdl pedig, amelveknek. végpontja
b, egy tovébbi szabilyt is - a kovetkez§ modon. Tegyiik fel, hogy d kez-

dépontja c; , végpontja i . Legyen a d -hez rendelt szab4ly

1) (ci,ca-’)' , ha d nincs megjelolve X -beli elemmel, \

2) (c;x ca;) ~ ,had az xeX elemmel van megjelolve, tovdbbd
3) (i,e) , ha ca;=b és d nincg megjelolve X -beli elemmel,
4) (c'«;,x) » ha c;=b és d az xeX elemmel van megjelslve.

S 4lljon a D elemeibGl képezett 5sszes szabdlyokbél. Megmutatjuk, hogy
az igy definidlt <Y,y,,5> szintakszissal képezett E’ kontextusmentes
nyelv megegyezik E -vel. ) S ‘
Legyen el6szor pe E. Akkor létezik olyan 'e,,...,e, pélya [ -
ban, amelyhez p tartozik. Sorban alkalmazva ' Yy, -ra az ézen pilya élei-
bél képezett S-beli szabdlyokat, éspedig ugy, hogy 3) vagy 4) alaku sza-
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bélyt csak a legutolsé 1épésben alkalmazunk, a p termin4lis sz6hoz ju-
tunk (figyelembe véve szikkség esetén, hogy pe=p). Ezért EC E’.
Legyen most pe E’. Tekintsik az S -beli szabdlyoknak azt a soro-
zatdt, melynek alkalmazdsdval y,=a -b6l p eldéll, s vegylik mindazon
F (XUC) -beli szavak Q=Pos Pys--- 3 Pp-ygs Pr=P sorozatdt, me-

" lyek ekozben fellépnek. Az 1) - 4) szabdlyok alakjébél kovetkezik, hogy
mindezek a szavak - kivéve magét p -t - egyetlen C -beli elemet tartal-
maznak, tovdbbd 1=0,...,0~4
"16 C-beli elem [ valamely élének kezd§- illetve végpontja, végiil, :
ezek az élek pdlyét képeznek [ -ban.’ Eszrevessziik, hogy ehhez a pily4-
hoz éppen a p 'sz6 tartozik, ezért p€ E. A bizonyitds kész.
" A tétel megforditisa nem igaz: van olyan kontextus-mentes nyelv,
amely nem reguldris. Ennek beldtdsdhoz tekintsik az el§z6 fejezetben 14-
.tott H nem-reguldris nyelvet, amely az 6sszes X" y" alaku szavakbél
411, Konnyen ellen8rizhet, hogy a <&, #,5) szintakszissal
képezett nyelv, ahol S a (z,xy) és(z,xzy) szabdlyokbdl 4ll, megegyezik
H -val. H tehédt kontextus-mentes nyelv.
Megmutatjuk, hogy nem minden esemény kontextus-mentes nyelv.
Legyen X egyelemii és 4lljon K F(x) mindazon elemeibdl, amelyeknek
hosszusdga 2*i (i=0,4,2,...) . Nevezzik egy esemény spektrumdnak
mindazon n természetes szdmok novekv§ sorozatdt, amelyekre létezik
n hosszusdgu sz6 K -ban. Nevezzik tovdbbd természetes szdmok egy
NyyNyy... NOVEkv sorozatdt hézagosnak, ha bdrmely m természetes

szémhoz van olyan 1(ed) hogy i;,,~h;>m . A K esemény

spektruma nyilvdnval6an hézagos. - :
Allitjuk, hogy K nem kontextus-mentes nyelv. Elegend6 azt megmu-
tatnunk, hogy egyetlen végtelen kontextus-mentes nyelv sem lehet héza-
gos. Vizsgdljunk tetszfleges olyan X feletti (Y,go,s) szintakszist, amely
végtelen [ nyelvet hatdroz meg. _
Barmely yeY betiibdl szabdlyok véges szdmu alkalmazdsdval ter-
minélis sz6 keletkezik (kiilonben y nem szerepelne egyetlen levezetésben
sem, és igy elhagyhat6 volna Y -b6l; ugyszintén az y -t tartalmaz6.sza-
bélyokat is elhagyhatndnk S -bsl). Jelslje a legrovidebb ilyen termindlis
526 hosszusdgét £(y). Legyen {£=max £(y). Lo

. . . v yeY ) :
Mivel a szabdlyok szdma véges, van olyan k természetes szém,
hogy bdrmely (y,p)ES -re 2 (p)=k. Ha tehdt (y,p)e S, akkor van
olyan legfeljebb k{hosszusdgu terminélis sz6, amely p -b6l szabdlyok
véges szdmu alkalmazésdval 41l eld. ‘ ‘
' Minthogy a vizsgélt L -nyelv végtelen, van olyan 6, S szabdly,
hogy y,8, (aza sz6, amely y, b6l &, alkalmazisdval keletkezik)
végtelen sok levezetésben eléfordul; emellett van olyan y, €Y betli-y.8,-
ben, hogy az v, y,83) ‘szintakszissal meghatdrozott L, nyelvis

R
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-rea p; -benésa p;, ., -ben szerep-

2. A kontextus-mentes nyelv fo

végtelen (ktilonben Y.0, -bdl csak véges szin o
vezethet§). Most 9361{ g zamu termindlis sz6 lenne le-

; -b6l szabdlyok véges szdmu alkalmaziss -
fehszt nyerhetiink egy legfeljebb k¢ .hossziségu termin:ili:sn;i.:aoltia ‘r,;eli:fgszt
- a ?j( Yo 6 4 -b”en szerg.pelﬁ d, Valamelyik el6fordulds4t valtozatlanul
" g}g » Mg az 0sszes tobbi  y,8, -beli yeY betikbsl termindlis szava-
at ‘epeztmk - olyan ugyancsak legfeljebb k¢ hosszusdgu g, sz6t is
melyben‘ az egyetlen (, -en kivil minden betti X eleme, 4 ’
e;Mmthogy az L, nyelv is végtelen, van olyan 6,5 szabdly hogy
, G448, ) ( G, -re G, -t egyetlen médon lehet alkalméznl!) 'végtelen' sok
evezetésben eléfordul; emellett van olyan Y,€Y betti g,6, *-ben, ho
gz ( Yy 295 ) fzintakszis végtelen sok terminélis szé6t I;aﬁéroz me,g *
kkozc 940, -bOl egyrészt egy legfeljebb ¢ (g -1 +k¢ :
termindlis sz6t kaphatunk, mésrészt - elé’élfitéséhoz hasonl6an - kap-
hatun'k olyan ugyancsak legfeljebb 4 G )-4+ki hosszus4 aP
sz6t is, melyben az egyetlen Y, -n kiviil minden betti X eleme N
N Ugyanigy kaphatunk legfeljebb f(q, J-1+kd :
na‘hs §zét és minden 1i-re legfeljebb {’,(a) -~ 1;k 4
mindlis sz6t is. Ezért, ha L spektruma az Ny, Ny, sorozat, akkor

bé.rmely 1 -re n. —N=< k{ )
. ' 1+ s i L spek .
amit bizonyitanunk kellett? 3 gy | Pe truma nem hézagos,

hosszusigu

hosszusdgu termi-
hosszusdgu ter-

P&ldak :

1. Nevezzik az x,..x, € F(x,y)

; legaldbb 1
826t szimmetrikusnak, ha X, x g 1 hosszusdgu

4 _ n=Xpo X, . Az Bsszes szim-
metrikus szavak kontextus-mentes nyelvet alkomak, amelynek szintak-

- szisa: . <(‘:Jc b x)’(qo)gja (“:’o) XX)Q (go, 99), (yg, Xy, XJ’ (ga_7 ggog)> .

’ galma alkalmas a természetes n
" oy s L 2 " ) ! o Yelvek
ryne—gkcéz'e'htesere' .“Legyen pl. X amagyar nyelv szavainak halmaza.
A —> mondat”, "alany", "4llitmény'", "tdrgy", "hatdrozé" "jel- ’
5 » Yo = "mondat”; emellett 4lljon az S szi i 5
Yo = lat”; e intakszis a kovetkezg
'zitéak.u_ szabz'ilyokbolz ("mondat", "alany", "4llitmdny"), ("4llitmény" ®
'1}1wn'é'ny 'targ'yl'), ("alany”, a kutya), ("4llitmény"; kergeti), ’
1(('. targy’, a macskit) stb. Vildgos, hogy az X feletti (Y, Yo, S)
kontexFus-mentef nyelv egyik szava (termin4lis 5z6) lesz pl.?a kutya
“eligefl a rPaf:skat. Nem nehéz beldmi, hogy a kontextus-mentes nyelv
folottébb toke}etlen eszkoz a természetes nyelvek leirdsdra; ugyanakkor
azonl::an megﬁgyelheté’, h‘qu a kontextus-mentes nyelv szintakszisa a
- termeszetes nyelvek szokdsos mondattandnak absztrakt alakja.
. A yeges‘ X=<x”‘..‘? xn> ‘ k‘lglmaz feletti osszes ‘fle'.g’ﬁla"ffi:fslki‘féjézések
alkotta R esemény (RCF(X,, ),y 4,1) : kontextus-
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mentes nyelv:  Y={y a szabdlyok pedig'a kivetkezdk:

. (g"v') HOUHO) 9 (glv?(‘:]u) (gv))7(ga9igu}),(goy X1.) (i’—"’)“"‘)‘n)'

(A reguldris kifejezések megszokott alakja abban kilénbozik e kontextus-
mentes nyelv szavait6l, hogy az el8bbiekben a zéréjeleket mindig el-
hagyjuk, amikor ezt félreértés veszélye nélkiil tehetjuk™.)

Gyakorlatok

- 1. Vegytik észre, Hogy az ALGOL nyelv kontextus-mentes nyelv! Vizsgél-
juk meg, mi jitssza szintakszisdban X,Y;y, és S szerepét!

2. A kezds- és végzirojel 4ltal generdlt szabad félcsopbrmak osszes olyan
elemei {ezek z4r6jelsorozatok!), amelyek szabélyos szorzatban (1. a -
13. fejezetet) elGfordulnak, kontextus-mentes nyelvet alkotnak.

5.7. Méa|y-a utomata

- Tekintsik az (R,X, 8) automat4t. Legyen Y egy tovébbi hal-
maz, A pedig AxX -nek Y -ba val leképezése. Az igy elséllo
A=(R,X,Y, 8,%) stost (nem kotottik ki a halmazok, ill. a leképe-

zések kiilonboz8ségét!) Mealy-automaténak ‘nevezziik. Automatdn ebben a

fejezetben mindig Mealy-automatét értiink. Y elemeit az A automata

kimen§ jeleinek, a & fliggvényt pedig A kimenetfliggvényének nevezzik.

Ha X (a,X)=YeY, azt mondjuk, hogy automaténk az 4 4llapotban

az X bemend jel hatdséra az y kimend jelet adja ki. Véges automata ese-

tén a kimenetfliggvényt - az 4tmenetfiiggvényhez hasonl6an - tdbldzattal ad-

hatjuk meg. Megjegyezzik, hogy Mealy-automata esetén is beszélhetiink .

részautomatdr6l, specidlisan, égy elem 4ltal gener4lt részautomatdrdl,

minim4lis ’ahtome‘i'tér‘b_l stb.; pl. (R, X,Y, 8,%) et rhinifnélisnak nevez-

ztik, ha - (A ,X,8) minimélis. = =~ °~ C _ o C

Hasonl6an ahhoz, ahogyan a kozonséges automatdk dtmenetfliggveé-
nyének értelmezési tartomdnyat’ AxX -rd8l° AxF(X) -re terjesztettik ki,
most Mealy-automata kimenetftiggvényének értelmezési tartoményat is
kiterjesztiik AxX -r6l RxF(X) -re. Az 1 hosszusdgu F(X) -beli X
szavakra J{a,x) adott; tegyiik fel, hogy bdrmely ag R -ra és n-1 hosz-
szusigu pe F(X) széra X(@,p) -t mir értelmeztik. Akkor barmely

Y/ fangsulyozzuk, hogy mig a sz
a vAltoz6 minden egyes el6forduldsa helyébe ugyanazt az uj kifeje-
zést irjuk, addig a szintaktikus szabdly alkalmazé sakor a helyet-
tesitendd éi'emﬁek csak egy el6forduldsa helyébe irunk uj sz6t.
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okésp s viltoz6-helyettesité s ese tén.

xe X -re legyen X (q, px) =A(a ' :
€ eg L,Pp)  A(ap,x) Részleteseb-
bzn, ha g=x,,...,x, (}(.‘-GX)7 akkm:7 : o . -
@g)=2 (a,x,) % (@xy3x5) 2 (@x,x,, Xgdoo X (AXoeXpy_ gy %)
2 i ) ent s
( @,9)eF(Y) ;i ennek megfelelen F(Y) elemeit kimend szavaknak

nevezziik. ) A Mealy-automatdnak valamely X{y..., X, bemeng jelsorozat
(szé) rf]elletti miikodését tehdt a kovetkez6képpen irhr;tjuk le: az aut v
az o allali)otban az x, bemenS§ jel hatdsdra az y,=A(q x.) kirlizzr%ata
jelet bocsdjtja ki és dtmegy az  dX,= 0 (a,x,) :ﬂlapo,tb;; ebben :z

4llapotban kapj
P n kapja az X, bemend jelet, melynek hatisira az g£=&(ax,,x2)

"kimen§ jelet szolgéltatja és dtmegy az Q x%,=8(ax,,x,)  A4llapotbs

ebben az 4llapotban kapja az X; bemend j‘ellet stb.
o ;}tigzitstjk az A automata q 4llapotdt és tekintsiik a
o (©,p) (PEF() 1ekép(?zést,' Létjuk, hogy @, az f?éx) szabad
élcsoportnak F(Y) -ba val leképezése. Azt mondjuk, hogy® A
automata d 4llapota 4ltal induk4lt leképezés, E’ZSZreve’sszg‘l}([ slgm)gagya: sza-
Kak hoss,zuséga Py -val szemben invaridns, tovébbé,k ha a ,Iegalébb r
osszusagu p,q € F(x) szavak r hosszusigu prefixe egyenld, akkor a

R%:;pifi'ébb;ipa e.F (Y) szavak r hosszuségu prefixe is megegyezik.

Dha pe F(X)y .2 (p@a)=L(p),

2) ha p=q s, akkor = t g P \
o . = o ahol t - 6] & -
t6l fiigg6 F (Y)-beli sz6. PPa=Gat , ano a -, q/‘ tol és s

Az ut6bbi tulajdonsdgot ugy is kifej i

) 1 ' gy is kifejezhetjiik, ho prefix-kép-
zess.el fc?lcserelhetc’i (részletesebben: bdrmely ne N gyrép e?z Tﬁp;f)f;x kez
prefix képzésével felcserélhetd). * ' ' T
i 1Nevezzu'k’ az "F(,X) szabad félcsoportnak az F(Y) szabad félcsoport-

aﬂl Vii ?ALPX 1yek§pez)eset automata-leképezésnek, \ha 1étezik olyan ‘

= (R, X, ¥, 0,0 automata s annak olyan a 4llapota, hogy ep-

pen az {-l automata g 4llapota 4ltal indukélt 1eképezésp Y '

@« ’I:etelz Szabad félcsopormak szabad félc'solsortba valé leképezése
akkor és c’sak akkor automata-leképezés, ha megtartja a szavak hosszdt
és felcserélhetd a prefix-képzéssel. ' . )
- Bizonyitds: Lét}tuk, hogy a feltétel sztikséges. Tegyen eleget a

@ i F{X)>~F(Y) leképezés a feltételnek. Definiélni fogunk egy automatdt
melynek alkalmas 4llapota QP -t indukdlja. D ’
e h;_,egies(xp € FO . . Ertelmezzik a @p leképezést a kaetkezc’Skép-“
pemi ha GE F(X) és (PQ)¢= pg's , akkorlegyen G @p=s . Alljon

inidland6 ) automata 4llapothalmaza az 5sszes kiilonboz4 -
lgpgpyéief()s)J Yalaku leképezésekbdl, bemernd és kimend jeleinek halmaza
és emellett bdrmel - | =
y : mely xeX -re legyen S(CPp:x)—q)px,
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végiil X (Pp, %) 1egye1'1‘ egyenl6 (px)¢ utolsé betiijével (azaz )Zcpp -
vel). Megmutatjuk, hogy a £ automata (), 4llapota éppen a ¢ leképe-
zést indukélja. Valoban, legyen X,...x, € F(X) s (x,...x,) @=
:,.- Ys--Yn+ Azt kell megmutatnunk, hogy & (g, X,...X,)= (X, X)) Q.
Ervényes & (Po Xy Xp)=( @) X2 0x ) (x, @ x x,)... (%y Cx,xXpe e
De X;®, . . definici6 szerint egyenl8 az  (x,...x;)¢ 526
oo Xiy ' : :
utolsé betiijével, azaz Y; -vel, s igy 1 szerinti teljes indukcié6val beldt-
hat6 & (e, X, . X)= Yoo Yy = K- X))@ azaz " i=n ese-

tn X (Qey X, Xp) Sy, Yp = (R X0) @, amit bizonyitani
kellett. , » -

Nevezzikk az A automata g 4llapotdt ekvivalensnek a B automata
b 4llapotdval, ha a két 4llapot ugyanazt a leképezést indukdlja (természe-
tesen csak olyan automatik 4llapotai lehetnek ekvivalensek, melyeknél a
bemend jelek halmaza megegyezik, a kimend jelek halmazainak kozos ré-
sze pedig nemn ires). Nevezziik tovdbb4 ekvivalensnek az A és $ automa-
tdkat, ha barmelyikik bdrmely g &llapotdhoz van.a mésik automatdnak
a -val ekvivalens 4llapota. Két automata ekvivalens volta tehdt azt jelenti,
hogy a két automata 4llapotai ugyanazokat a leképezéseket indukdljdk.
Konnyen beldthat6, hogy mind 4llapotok, mind automaték esetén val6ban
ekvivalenciareldciot definidltunk. ’ ‘ ‘

- Azt mondjuk, hogy az A automata redukélt, ha 4llapotai kozott nin-
csenek ekvivalensek. Megadunk egy eljdrdst, amelynek segitségével bar-
mely A véges automatédhoz megalkothat6 egy vele ekvivalens redukdlt
automata. Az A= (A,X,Y,8 aA) automata A 4llapothalmazd’fel-
bomlik ekvivalens &llapotok osztélyaira; jelolje ezt az osztilyozdst C.
Legyen birmely ae( -re giql_x) =ax, A(a,x)=a(@x) . -
Ezek a definicick a §(a,x)és a(a,x)elemeket egyértelmiien meghatdroz-
zék. Val6ban, ha 4 = Q,,akkor az G és @, 4ltal indukdlt leképezések
megegyeznek, marpedig A(a,x) és A(a,x) éppen-az x szénak e leképezé-
sek melletti képei. Tovdbbd, ha d=d,, akkor bdrmely xe X -re ax=a,%
mert ha valamely x -re agx%aq,x teljestilne, akkor létezne olyan pe F(X),

~amelynek az gx ill. az a,x 4llapot 4ltal induk4lt leképezések melletti
képei kilonboznek, de.akkor kilonboznének xp -nek az a ill. az
4llapot 4ltal indukélt leképezések melletti képei is. - ‘

_ Tekintstk mostmidr a B=(C,X,Y,8,4) " automatét, ahol

8§ és A amost defini4lt leképezések. Megmutatjuk, hogy B ekvivalens

A -val, éspedig B 'tetszéleges a(e C) 4llapota ekvivalens A -nak az a
4llapotdval. Legyen Xx,...x,€F(X) 3 ekkor & és A definici6ja

szerint A (G, X.... X, )= % (@, x,) X (ax,, Xp)... (A X, Xy Xp)=

=4 (@ x )b (@x X5) o X(@X( . Xnogs Xn) =4 (cyxyXn),
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tehit az a és az a 4llapot ugyanazt a leképezést
indukdlja.

Ha ismerjiik a véges A automata 4 3
) : ‘ tmenet- €s kimenetfliggvényét
fél;?;etl;:;mofior} tallélhatjuk meg a C - osztilyozdst, Tekintstig:l nge ,re-
) ynek ertelmezése: a,be A-ra a®b  ha mind ; y
= ) en xeX-
rj.(czc,:'.*;)) g»(b(giz) Legyen tovdbbd c®,b, ha a®,b és mmcﬁe;( x]:X -
)4 5 903b,  ha aB@;b ésminden XeX -re (@X)Q 5(b)

és igy tovdbb. Definiciojukbol litszik, hogy O PRCI

v kv . g
A halmazon, tovdbb4 minden i€, -re 0,20 o on e an

) ipq - Ha 8,26,
akkor a 8;,, -hez tartoz6 osztilyozis tsbb osztdlybol 411, minta 8. -
k3

hebz tarto%o. A végfas R halmaz egyetlen osztdlyozdsa éem llhat azonban
to8 b._osztalybol, mint A elemeinek szdma; ezért van olyan ke X', hogy
"By (Ha R -nak n>1 eleme van, akkor k=<n-4 ).’ Ekkor

:iitz)onkﬁiniin 1f>k —r? By =By (a B, reldcick definici6ja sze-
i tk. . Juk, hogy ¢ eppena B ekvivalencidhoz tartozé osztilyozis.,
zt ke mengPtamunk, hogy a @, b akkor és csak akkor, ha g és b
ugy'rana.zt a leképezést indukdlja. 'Ha & Oxb, akkor p hosszusdga szerinlti
teljes indukcioval nyerjik, hogy minden peF(X) -re (ap)B, (bp) te-

‘hé; (&(ap, x)= A (bp,x) teljesiil minden x€ X -re. Ekzértp ’
Ay Xy Xpg) =A@, X)) hlax, x,) ... a(ax,...x = X4) "
A (bxyy x,) X(bx, ... Xp s Xn ) < .9?,)(b><1 .(...x1 ) n—“'xn) A5

n

fenndll minden Xy X € F(X) széra. Ha pedig a Bkb nem igaz, ak-

¥<or legyeq i a legkisebb olyan természetes szdm, melyre a8; b " nem
:égsaz. ?1& ;:1,va’n olyax’1 xe,X, hogy A(a,x)# A(b,x) , tehdtaz g
. ;ta indukalt }ekepezes mir az X széra alkalmazva is kilonboz§
eredményt ad. Az 1> 1 esetben pedig a® i—4D,de van olyan xe X, hogy
?

. 1
(@x)0;_,(bx) nem igaz. Az indukcitfeltevés alapjan létezik olyan

GEeFX), hogy X(ax,q)# 4(bx,q), de akkor

x’(a,qu; A x) 2 (ax,q) # & (b, x)2(bx,q) = A(b, xq).
tehdt a és b most is kiilonbozs leképezéseket indukdlnak. Igazoltuk tehdt
hogy O -hoz a keresett C osztilyozds tartozik. ' ’

- Tekintsik az = A= (R,X,Y,6,,4,) és B=(Byx,Y,8,,%,)

© veges automatdkat. Ha R ekvivalens $ -vel, akkor a két automata meg-

kiilonboztethetetlen a kovetkezs .értelemben: bdrmely (p, q) (pe F(X),qeF(Y)
§z6-par efetén, ha az egyik automatdnak van olgan 4llapota, amelybér? a

p bemen.o 8z6ra a g, kimend széval vdlaszol (\;égyis a sz6ban forgé 4lla-
pot 4ltal induk4lt leképezés P -t g -ba viszi 4t), akkor a m4sik automa-

tdnak is van ilyen 4llapota. Konn itl4 :
dnak . yen atlathat6, hogy az automatdk megkii-
lonboztethetetlensége is ekvivalenciareldcio, , i
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A megkiilonboztethetetlenség elnevezést (és magét a fogalom beveze-
tését) a kovetkezd meggondolds indokolja. Tegyik fel, hogy ismerjik az
A és P automata dtmenet- és kimenetfiiggvényét. Egy automatdr6l, mely-
6l tudjuk, hogy csak A vagy H lehet, el kell donteniink, hogy melyik is
val6jéban, nincs azonban més lehetségiink az automata megvizsgéldsira,
mint bemend jelsorozatok addsa s a megfeleld kimend jelsorozatok meg-
vizsgédldsa (szokédsos kifejezéssel élve: az automatdt "fekete doboz'" -nak
tekintjtik, s "kisérletet" végziink rajta). A probléma megoldédsa ezzel a
médszerrel lehetetlen, ha A és % megkiilonboztethetetlen automaték.

L4ttuk, hogy ekvivalens automaték megkiilonboztethetetlenek. A for-
ditott 4llitds nem igaz; léteznek megkiilonbsztethetetlen, de nem ekvivalens
automatik. Specidlisan, van olyan automata, amely megkiilonboztethetet-
len egy valédi részautomat4jit6l, bdr nem ekvivalens vele. Ilyen

M= ( <Q7IE: C> ) <09 1> 5 <071> 3 (S,J\. ) automatét ldtunk
az dbrén (4 kimenetfiggvény értékét zérojelben az élek mellett tiintettik fel:

\Az M, automaténak részautomatdja az {a,b) A4llapothalmazu o auto-
mata. Vildgos, hogy M 4llapotai pdronként nemekvivalensek
(0(c,0) $2(b,0) ¥A(@,0) és A (c,1)FA(a, 1), ugyanakkor M tet-
sz6leges 0 -val kezd6dé bemend szora az A és c éuapotban ugyanaizal
a kimend széval vélaszol, tovdbbd bdrmely 1-gyel kezd6d§ bemend széra
a b és C 4llapotban ugyanazzal a kimend széval véalaszol. Ezért M nem
ekvivalens & -lel, ugyanakkor megkillonboztethetetlen & -t6l.

Az M automata egyben azt is mutatja, hogy redukdlt automata ese-
tén sem donthetd el egyetlen kisérlettel (bemend jelsorozat addsdval és a
v4laszként kapott kimenG jelsorozat megvizsgéldsdval), hogy eredetileg
melyik 4llapotdban volt. Ez az észrevétel emlékeztet az elméleti fizika
Heisenberg-féle hatdrozatlansdgi elvére. : :

Péld4nkban o val6di részautomatdja M -nek;~A1ta1éban, ha két nem
ekvivalens véges automata megkilonboztethetetlen, akkor legalébb az egyik-
nek van valédi részautomatéja. ‘Allitdsunk az aldbbi tétel kovetkezménye.
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Tétel: Ha A és $ megkilonbsztethetetlen reverzi 2
ibilis véges auto-
matdk, akkor A ekvivalens B -vel. : S

I.B‘izonXités: Elegend6 azt igazolnunk, Hogyha fi reverzibilis és meg-
kilonboztethetetlen B -t8l, akkor A bdrmély a 4llapotdhoz van & -nek
@ -val ekvivalens 4llapota. Legyen R=(R,X,Y,§,,2,), B=B,x,Y "

8y, 0,) Ha a€h, pe FX), .
tetlenség definici6ja szerint van olyan beb, hogy &, (b,p)=A4 (a,p).

akkor a megkiilonbsztethe -

Jelolje az osszes ilyen b 4llapotok halmazit L(a,p). Birmely pe F(X) -re
az L(a,p) halmaz véges és nem iires. Ezért vélaszthatjuk ugy p -t
hogy L(a,p) elemeinek szdma minimé4lis legyen. Tegyiik fel, hogy é
mdris ilyen,
) Mivel & reverzibilis, van olyan g€ F(X)amelyre (0p)qg=a.Legyen
C’e L (o pg) és c=c’(pq). Allitjuk, hogy ¢ ekvivalens q - °
val. Ha ez nem igaz, létezik olyan reF{X),hogy X,(a,r)$4,(c,r).

Ekkor & ,(a, pgr) = A, (e POI)'AW @ pq), r)= -A'z (0’7 PO/)‘-% @,r)# |

 #2,(EPg) A, en=, €, pq) 2, (63(0g),r)= A, (€, pGr).
Innen litszik, hogy jollehet c’€ L(a,pg) , nem teljest . ‘
; ! jestil c'elL{d,pgr),
tehdt L (a,pgr) C L(a,pq). Exrvényes ugyanis L@, pgr)€l(a, po,),pq )
mert A, (b, pgr)=i; (@,pgr) -bél folyik &, (b,pg)=a, (a,pq).,

Hasonl6an ny(yarjuk,' hogy L{a,pg)SLl(a,p). Igy Lla,pgr)c
cL{op), ami azonban ellentmond P vélasztisinak. Ezért c va-
léban ekvivalens @-val, és ezt kellett bizonyitanunk. - |

I8!

Péeldak
1. A’ feflt gréffal dbrdzolt M autojxﬁata 4dtmenet- és kimenetfﬁgg\;ényének
tdbldzata: ' ‘ '
8 a b c X a b c
0 a a a 0 0 1 0
1 b b b. 1 0 1 1

2. Legyen b“' b,,... tetszbleges, rogzitett sorozat, amelynek minden eleme
O vagy 1. Ha q,... a,€ F(0,1), legyen (a,...q,)Pp= 4

=(@+by)... @ptb,) ahol az osszeaddst a B=<0,4)
gylirtiben értjik. Akkdr M : F(0,1)~ F (0,1)

Boole -

automata-leképezés.
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3. Legyen az A, automata a kovetkezd dtmenet- és kimenetfiiggvénnyel
megadva:

8 | a b ¢ d e 2 . b ¢ d e
o |pb 4 ¢ a4 4 o1 o 1 1 0
1 ‘c e | d d e 1 0

A b és e,valamint a ¢ és d 4llapotok ekvivalensek.

4. A 3.I példédval ekvivalens redukdlt B automata igy adhat6 meg:

8 av.b c b|oa

| 0 ‘b c c

Gyakorlatok

1. Nevezzik izomorfnak az (A,X,Y, 8, , %,) és (B,X’,Y,‘ 8y ‘A»Z) ]
Mealy-automatdkat, ha kimendjel nélkiili automatédkként 1zomorfa’1k és
van olyah ¢* A = B izomorfizmus, hogy bdrmely ae€ A-ra es{lk

x€ X-re M, (a@ ,x)=%,(a,x). Ekvivalens redukdlt automat

izomorfak.

2. Mutassuk meg, hogy a kovetkez§ gréffél 4brézolt automata reflukélt, to-
v&bbé4 ekvivalens az aldbbiakban tédbldzattal megadott automatdval:

Kh

Jbabcdefghij_klrnno'pq

0001 1001 1111100071 10

110101'000"101010000

)

.3..Adva van egy fekete doboz, amelyrél tudjuk, hogy az 4ltalunk ismert"
A és B nemekvivalens minimélis véges automaték egyike. Hogyan .
dénthetjiik el egy kisérlettel, hogy fekete dobozunk mlyik A és D
koziil?

4. Mutassuk meg, hogy a fejezet els§ tételének bizonyitdsdban szerepls
&' automata reduk4lt]

58. Automatdk szorzata

Legyenek A = (R, X, 81>),..‘.,ﬁ.n=(ﬂmxn, Sn)
ges véges automatdk, Az Ry Ry

tetszgle -
automatdk szorzatinak (vagy

Gluskov-féle szorzatdnak) nevezziik az A = (A sy X58) véges automat4t,

ha = Ax..xA,, X tetszéieges, és van olyan cpiH&X—’
XyX... x X, leképezés, hogy ¢y, man,x) et (k.. x.) -

nel jelolve, fninden : Cl=(01, -y dp)E A-ra 5(d,x)=(afx4 309 TpXpde -

A QY fijggvényté szorzat visszacsatoldsi fiiggvényének nevezziik. Létjuk,

hogy adott automatdk szorzata (ellentétben pl. a direkt szorzattal) nem

egyértelmiien meghatdrozott; azonban a bemen§ jelek halmazédnak ésa . °
visszacsatoldsi fliggvénynek a megaddsa a szorzatot egyértelmtien megha -
tdrozza. ’ : ,

Legyen M - véges automatdknak tetszSleges halmaza. Azt mondjuk,
hogy M teljes, ha barmely véges automata izomorf M -beli automatdk
egy alkalmas szorzatdnak (amelyben egy-egy M -beli automata tobb példd-
nya is szerepelhet tényezként) valamely részautomatdjéval. Tomorebben
beszélve, M teljes, ha bédrmely véges automata bedgyazhats M ~hez tar-
toz6 automatdk szorzatiba,
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iksé é o é ' hogy véges aut omatdk
Sziikséges és elegendd feltételt adunk arra, mal
egy halmazagteeljes legyen. Nevezzik az (H,X,é) ) autf)me,ttét terllein.ek,
ha vannak olyan kilénbszé 0,4 4llapotai és nem feltétlentil pdronkent kii-
16nb6z8 X4y Xz X35 X4 bemend jelei, hogy Ox,=0,0x,=1, 4x;=0,

17(1*-_- i.

Tétel: Automatdk valamely halmaza akkor és csak akkor teljes, ha
j tomatdt.
tartalrgizzzezﬁ:::ategyen az M halmaz teljes. Tekintsti‘k a ?of(éO,%
&,y», ) automatdt, ahol 8 definicisja: O0x=4x= E), 1%{[—k %:nb'aza)
Mivel M teljes, vannak olyan A,,... s Ry (nem feltétlenti | Jltf oz
M -hez tartozé automaték, hogy ¥ bedgyazhaté egy alkalmas ‘,,x..f.elel .[; i
szorzatba. Legyen A;=(R;yX5,0:) (i=1,..,k) és j

meg O-nak (Gy,....0y); 4 -nek (byy-.., ) Gipi€ Ny

tOVébbé legyen CP (04‘1"'301(’)() =(X44 R k)9 (P (?’4»-:~,G;<‘a U) =

= ()(217"-) sz)1 (P(bﬁ"'bbk)x):(xsqla'"aX32)7 ('?('b‘n"'abk ,‘J)=

Akkor bidrmely 1-re
= (Xgqa-0 Xa)

(4f‘i§k‘) " teljestl: T a; X, =4;, dixzi=bi1 .biX3£=Cii 3

byx,;=b;.  Mivel 0%4 , azért (C!,,...,ak)#(b1,.,.,bk)

és igy van olyan %, hogy d;% b;. Ekkor az AeM "automata teljes.

Valéban, o;, b; 4llapotaira €s X, , X,y X3, Xz bemend jeleire tel
iestiliek a teljesség feltételei. : .

je sulnil; aeltngendcﬁsgég igazoldséhoz azt kell megmutatnunk, Pogﬂy Qélg;lely
teljes automata vnmagdban teljes halmazt al.kot..Legyen A= (R, X,

teljes ‘automata (A=<0,1,...D). . Tekintsiik a tetsz,c’iélegesem .
H=(D,x,8") véges automatit. Ha O _él}fapo.t.ai.r'lak szdma n1 e
gyobb, mint 2 7, minden deD 4llapotnak kolcsonosen egyértelm

megfeleltethetiink egy (gy -9 dp) sorozatot, ahol minden 1-re

d; =0, vagy E:l,;= 1. (Méds széval, O miﬂr'xden éllapota:makv rr}fgzelzztkunky
egy h -dimenzi6s Boole -vektort. ) Tekintsiik & n szamu ,pe I';};) A
olyan A" szorzatit, amelynél a bemend jelek halmaza X’, htf)tvmne1 zok”
ra az 4llapotokra, amelyek - n -dimenziés Boole-’\\rektorok (te1 4 ! t}(f) kbe
minden komponens O vagy 4 ) és minden x'€ X1 -re’a ) ’;r)jzza(z Sy
fliggvényt definidljuk a kovetkezdképpen: ha dx? (=8 (1?1)(4;-_-‘1 ¢ 1re‘ )
akkor P4y AnaX')= X1y X ) s aho pall

E ‘ - o ta definici6jdban sze-
: ,X-;,’=><‘ s Xpy X3 vagy x, (A nak a teljes automat ‘

replé bemend jeleil), aszerint, hogy (d.,e)=(0,0), 0,1, 4,0)

vagy (1) It (e,,.,e,) az €eDd 4llapotnak megfeleld Boole-vek-
’ ) o n . : - .
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tort jelenti. Minden més esetben ¢ értéke tetszbleges X feletti n -di-
menziés vektor lehet., ‘

Ekkor A" mindazon 4llapotai, melyek © valamely 4llapotdnak
képei, részautomatdt alkomak A" -ben ésa d-(d, y-3C0n)  meg-

feleltetés & -nek e részautomatdra valé izomorfizmusa (¢ definiciéja
biztositja e megfeleltetés felcserélhetfségét az X' -beli miiveletekkel).
A bizonyitds kész, o '

Tekintsik az A; = (R, X},Y;, 8,,4;)

(i=1,---, n). Vegyik az (FL;’X;, 81_)

Mealy-automatédkat
kimen§ jel nélkiili automatdk

valamely szorzatdt. Ezt elltva tetszSleges kimend jel-halmazzal és tet-
szélegesen értelmezett kimenetfiiggvénnyel, Mealy-automatét kapunk, me-
lyetaz R,,..., R,  Mealy-automaték szorzatdnak neveziink. Részle-
tesen foglalkozunk Mealy-automatdk szorzatdnak egy fontos speciélis ese-
tével, '

A (€D, ) graf minden olyan csucsdt, amely egyetlen élnek
sem végpontja, receptornak, az olyan csucsét, amely egyetlen élnek sem’
kezddpontja, effektornak, a tobbi csucsokat pedig centrélis csucsoknak
nevezzik. '

Neuronnak nevezzik a (B,B", B,8,A) alaku Mealy-auto-
matdt, ahol B=<0,1>; n. nemnegativ egész szdm; bdrmely a 4llapot-
ra és X bemen§ jelre A (a,x) = 8(a,x) ; végil a & 4tmenetfiigg-
vény definicidja a kovetkez: vannak olyan 54y...48,; P Vval6s szd-
mok, hogy 8(b, (b,,..,b,)) =1 akkor és csak akkor, ha

bisgt...+ bys, Zp.

Itt p -t kiiszobértéknek, 5, -t (i=1,...,n)

az 1 -edik komponens suly4nak nevezziik, »
‘Tekintstink ezutén egy olyan G =(C, D, @) gréfot, amelyben a
receptorok és effektorok halmaza idegenek, mindketts véges és egyik sem
tires. ( minden d csucsédnak feleltessiink meg egy ¥ (d) neuront, még-
pedig, ha d n szdmu él végpontja, legyen F(d) bemen§ jeleinek halmaza
B". Emellett a d -be vezet§ éleket szdmozzuk meg az fy...9n  SZ4-

‘mokkal. Azt mondjuk, hogy ilyen mé6don egy neuronhdlézatot épitettiink fel,

A neuronhélézat tehdt egy (G,7,7T) alaku hdrmas, ahol G a mon-
dott grdf, ¥ a G gréif csucsainak halmazat képezi le az 5sszes neuronok
halmazdba, végiil T a G grif éleinek C halmazit képezi le a természe-
tes szdmok halmazdba olyan médon, hogy valahdnyszor G egy csucsdba
n szdmu €l vezet, ezeknek az éleknek T melletti képei éppen az
1..,neN - szdmok, : ) '

A neuronhdlézat - jelenlegi ismereteink szerint. - az agy ergsen le-
egyszertisitett modellje. A definiciéjdhoz vezetd uton eldfordult elnevezé-
seket az idegélettanb6l kolcsbnoztuk. | ] : S .

Legyen G=(G,FJ)" tetszGleges neuronhédlézat. A G grif
receptorai halmazénak B -be valé barmely leképezését G bemen§ jelé-
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nek, a centrédlis elemek halmazidnak B -be valé lekéPezé?.éE G éllapota’-,-
nak, végiil G effektorai halmazdnak B -be valé Iekep’ezeset [ kli<rneno
jelének nevezzik. egy 4llapotdnak megadédsa szemléletesen annak ;
megaddsdt jelenti, hogy a G centrélis csucsaihoz rendelt (mondhatju :
. csucsaiban elhelyezked) neuronok milyen 4llapotban vannak; hfs’onldt je p
lent G receptoraira illetve effektoraira vonatkozéan a bemend és kimen
e melizdééts;(.anet- és kimenetfiiggvényt definidlunk, G -t véges aut,omaté-
vé4 tettiik. Szdmozzuk meg G centrélis csucsait az 1,2,...,m  szdmok-
kal és legyen a=(q,:yam) (a;=0 vagy a;=1) G-nekegy.
- 4llapota {ez azt jelenti, hogy minden 1 -re az 1 -edik centrélis ciucs az
a; 4llapotban van). Hasonl6an, legyen X=(x,,..., Xy) G -nek egy

bemend jele (a receptor -csucsokban elhelyezkedd neuronok 4llapotainak
sorozata). Jelslje & G definidland6 étrne‘netﬂiggvenyet.. Ekkorv b
S(ay. .y Am)y (X443 Xy N=(byy..., by), ahol minden i-re b,

a kovetkez8 moédon nyerjik:

1) tekintjik az 1-edik csucsba vezets i”‘,., iki ~-val megijelolt

éleket,
2) vessziik az ezek kezddpontjaiban elhelyezkedd neuronok (koztiik
lehetmek receptorokhoz rendelt neuronok is!) 4llapotait; legyenek ezek
a;l e, al, o ‘ )
H ’3) r,neg‘:sifitz'sggéljuk, érvényes-e az 1 -edik csucsban elhelyezkedd
neuron S,,..., Sy
Ha igen,. b; =15 kiilonben b;=0.

Szemléletesen, minden neuron a hozzé irezeté’ éleken ker’esztm kapja
bemen_6 jeiének komponenseit, és egy ilyen komponens nem fnas, m(l)nt dae_
megfelel§ €l kezdBpontjdban levs wnei:;ron él%a{)o)ta (vagy - ami a neuron

ici6ja szerint ugyanazt jelenti - kimend jele). :
finlCiéIJ)efini:iljuk r?c:st_ a kimenetfiiggvényt. A(a,x) legyen G effeli(torai
halmazénak aldbbi B -be valé leképezése. Ha d effekttzra .G -ne ,Ize-
gyuk azokat az éleket, amelyek d -be vezetnek. A kezd&pontjukban e1 e”
lye Zedd bdrmely neuron lehet centrélis, vagy receptor-neuron. Az elsé )
esetben tekintstik a neuronnak azt az dllapotdt, amellyel 8(a,x) -ben sie
_repel, a mésodik esetben meg azt, amellyel x jben sze‘rer:;el. Leggle)ze :
ezek az 4llapotok - a. d -be vezet§ élek szdmozdsa szermt,l sorren > r;

el,..;el. Akkor a d effektor képe legyen 1 , ha e}s,+..+€, =P

(ift S-Sk P 2z F(d) neuron sulyait ill. kiiszob-

értékét jelsli), és legyen O ktlonben. Ezzel bevezettik G kimenetfiigg-
vényét. Igy tehdt neuronhdlézatunk véges automata,
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sulyaira és p kiiszobértékére ajjs, +..+ Olige; S=P

Megmutatjuk, hogy minden G. neuronhdlézat centrélis neuronjainak
(vagyis a centrélis csucsokhoz rendelt neuronjainak) Gluskov-féle szorza-
ta. A Mealy-automaték szorzatdnak definici6ja alapjdn ehhez csak azt kell
megfigyelni, hogy G 4llapothalmaza valéban a centrélis neuronok 4llapot-
halmazainak szorzata; tovdbb4 meg kell adnunk az alkalmas visszacsatol4-
si fliggvényt. A neuronhdlézat dtmenetfliggvényének definici¢jdban haszn4lt
Jelolésekkel élve, legyen (p(a,x )= (cy-..y Cp )s 2hOL ci=(di1""5a*ki)
-(1'.= 1y--ym.A definicickat egybevetve l4tjuk, hogy ez a visszacsatoldsi fgg-
vény valéban G 4tmenetfiiggvényét eredményezi. ' ‘

Nevezzik a Y': F(x) - F(Y) leképezést véges automataleképe -
zésnek, ha van olyan véges automata, amelynek valamely 4llapota v -t
indukdlja. Ha a ¢ neuronhilézatnak £ szdmu receptora és 4 szdmu ef-
fektora van, tovdbbd X -nek legfeljebb 2%, Y -nak legfeljebb 2¢ ele-
me van, akkor X és Y elemeinek kilcsontsen egyértelmii médon meg-
feleltethetjtik G bizonyos bemen§ ill.. kimend jeleit. Ily médon beszélhe-
tink arrck, hogy egy neuronhdlézat valamely 4llapota a ¥ leképezést
indukédlja. Ilyenkor azt mondjuk, hogy ¥ el84llithats G -ben. ‘

Tétel: Birmely véges automataleképezés eld4llithat6 egy neuron-
hdlézatban.

Bizonyitds: Legyen Y véges automataleképezés. Létezik olyan egy
elem 4ltal generdlt A= (A, X,Y,8,x) Mealy-automata, amelyben a
generdtorelemil szolgdl6 4llapot v -t indukélja, Ilyet Mealy-automatt
kapunk, ha tekintiink tetszbleges olyan Mealy-automat4t, amelynek o
éllapota Y -t indukélja, majd 4llapotai koztil csak az 9,q(g€ F(X)
alakuakat tartjuk meg (ti. azokat, amelyekbe automaténk a, -bél vala-
mely bemen@ széval 4tvihets), végiil kimenetfiiggvénynek vessziik az ere-
deti kimenetfiiggvénynek az uj 4llapothalmazra valé restrikci6jét.

Megadunk egy olyan G neuronhélézatot, amelynek - mint Mealy-

- automatdnak - egy alkalmas 4llapota Y -t indukdlja. Ehhez el8szor leir-

jukazta G=(C, D,p) grifot, amelyre a keresett neuronh4lézat
éptil. Legyen X,Y és AxX minden egyes eleméhez, valamint az a,
dllapothoz kélcsonosen egyértelmiien hozzérendelve G -nek egy csucsa;

a tdrgyalds egyszertisitése érdekében itt feltettiik, hogy X ,Y és AxX
pdronként idegenek. Minden csucsot azzal az elemmel (vagy elemp4rral)
jeloltink, amelyhez hozzdrendeltiik. Bérmely csucsb6l bdrmely csucsba
legfeljebb egy €l vezet. Az X elemeihez rendelt csucsok lesznek a recep-
torok; X& X -bél él vezet az Gsszes (a,x) fae A) csucsokba és csak

 ezekbe. Az Y elemeihez rendelt csucsok lesznek az effektorok;(a,x)e A x X~

bdl akkor és csak akkor vezet él geY -ba, ha A(q,x)=y. Az AxX
halmaz elemeihez rendelt csucsok centrdlisak lesznek; ha x,€ X, (QyXo)-
bél él vezet minden (8(a, Xo)y X) csucsba, ahol xeX, és csak ezekbe.,
Az ciy csucs is centrélis; beldle &l vezet minden (a,x) (xeX) . alaku
pérba, valamint snmagéba. Ezutdn megadjuk a G grif csucsaiban elhe-
lyezked§ neuronokhoz tartozé sulyokat és kiiszsbértéket. A centr4lis neuro-
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: nokndl minden komponens sulya legyen 1/2, az effektorneuronokndl pedig
i 1; tovadbb4 birmely neuron kiiszobértéke legyen 1.

‘ Leirtuk-a neuronhédlézatot; most feleltessiik meg minden x€X - X b b, a X u v u
nek azon bemeng jelét, melynél az x csucsban levé F() neuron 4lla- :
pota 1, az bsszes tobbi receptorneuron 4llapota O . Hasonl6an, felel- y c a b oy uou v

tessik meg minden yeY -nak G azon kimen§ jelét, melynél az ¥F (y)

neuron 4llapota 1, az osszes tobbi effektor-neuronoké 0O . Tekintsik

végil G -nek azt az 4llapotdt, melyben az F(g,) neuron 4llapota 1,

az 6sszes tobbi centrdlis neuroné O . Megmutatjuk, hogy ez az 4llapot a

Y leképezést indukélja. Egyszeriiség kedvéért jelolje 2 a G neuronhdlo-

zatmak azt az 4llapotdt, melynél a centralis neuronok koziil egyediil 2 van

az 1 4llapotban. .

Ha az o, 4llapotban G az X; bemend jelet kapja, akkor G az (bx)

itmenetfiggvény definicicja szerint 4tmegy az (Gl44%,)  4llapotba és a x {(ax)) ()

!

Ennek az automatdnak az a 4llapota 4ltal induk4lt leképezés az aldbbi
neuronhélézatban 4l1lithat6 elé: | ’

kimenetfiiggvény definici6ja szerint kibocséjtja a M(ay, %)=xY kime-
ng jelet. Ha ekkor az X, bemeng jelet kapja, dtmegy a a
(8 (@yy%4)sX,)=(ay X4y X,) 4llapotba és kibocsétja a (@, X,,X,) =X ¥y,

kimen§ jelet; de X, X5 ¥y, = (x,x;) Y. Ha mér G eljutott az ‘v a -
{ax,... X.Z_,“x,;) éllapotbai és ekozben kibocsédjtotta az (x,,... xt) Y y ‘ (@) ~ Yo y) (cy)
' Y

sz6t, majd az X;,, bemend jelet kapja, akkor dtmegy a

@Xqoe X5 X9 X5ag) 41lapotba és a A{OX, .. X 4 XiqXi44) =
= Risy

= (Xy... X{ X3,4)Y, indukciéval beldttuk, hogy G q 4llapota valéban

YX;.-.Xi jelet adja ki. ‘MiVE]. (X,...X,&Y)'X,&{ YX‘..QX-; =

a Y leképezést indukdlja. A bizonyitds kész. ‘Gyakorlatok

1. A fejezet els6 tétele elegendfség-bizonyitdsdnak stletét fel‘haézhélira;

Példak ‘ ‘ mutassuk meg, hogy bdrmely k 4llgpotu é5 £ bemen§ jeli automata,
- g:oi ka n, t=2P, megadhaté N szdmu h+p -viltozés
y N L, . o -fii Z o : s, . X - K
1. Legyenek A= (A, X,X,8,,%,)  és Jb=(15,x, X, 8,3 %,) e-tiggveny S\?g%tsegevell | |

Mealy.—autornaték. Tekintsuk.ﬂ és B azon szor?atét, melynél a be -~ | 2. Minden &(x,y) kétvéltozos Boole-fiiggvény tekinthetd egy '
mend jelek halmaza X, a visszacsateldsi fliggvény @ (a,b)yx)= C (0412, K0,1>,°6) . alaku automata 4tmenetfiiggvényének. Mely .
= (x 15 A (ayx) ,- akimend jelek halmaza X, végiil a kimenet- . Boole-fiiggvényekbdl kapunk igy teljes automat4t?
fuggvény A ((a,b),x) =2, (b, A (a,x) . Az ilyen szorzatot - '

. 3. Allitsuk eld az el8z8 fejézet végén vizsgilt M, éﬁtomaiét vaz,e fejezet.
elsq tételében definidlt B teljes automata egy alkalmas Gluskov-féle
hatvédnydnak részautomatdjaként!. ‘ .

A és B soros (vagy kaszkdd-) egzes‘itésének nevezziik, mivel _ugy mii-
kodik, mintha az A és $ automatdkat egymés utdn kapcsoltuk volna.

4. Allitsuk el8 neuronhélézatban az M automata ¢ éilapotei élfal induk4lt
leképezést! ‘ \ .
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59. Turing-gép

Legyen X véges halmaz, amelyben ki van jelolve egy X, elem. Sza-
lagnak (részletesebben: X feletti szalagnak) nevezziik az egész szdmok J
halmazénak bdrmely olyan X -be val6 leképezését, amelynél véges szdmu
kivétellel minden szdm képe X, . Szemléletesen az ilyen leképezés val6-
ban mindkét irdnyban végtelen szalagként képzelhet§ el, amely egyenls
hosszusdgu rekeszekre van felosztva, s véges szdmu rekeszbe X vala-
mely X, -t6l kiilonb6z8 elemé keriil, mig a tobbi rekeszek iresen marad-
nak. Ennek megfeleléen X, helyett = O -t fogunk irni és O -t iires jelnek
nevezzik. Az F(X) szabad félcsoport elemeit is tekinthetjiik szalagoknak:

X{... X, az a leképezés, amelynél i~X;,ha 4si=n , és 10

méskﬁld@b‘en; F(X) egységeleme pedig az iires szalag.

v Tekintstk az A= (A, X,Y, 8, &) ~ egy elem 4ltal gener4lt véges
Mealy-automatét (generdtorelemét jelslje “ X, ), ahol ki van jelslve A -
nak egy H részhalmaza, a ' stop-4llapotok” halmaza, és a kimend jelek
halmaza = Y=X x'{~1,0, 1 > . Az '(A,'J) pért Turing-gépnek nevez-
ziik, Altaldnosabban, 7 helyett tekinthetiink tetszSleges S félcsoportot,

<{-1,0,4>"  helyett pedig 5 -nek egy generédtorrendszerét; mi azonban
csak az (R,3) alaku Turing-gépeket fogjuk vizsgélni.

Ha a szabad félcsoportok elemeit szalagoknak tekintjiik, akkor az
automatdkat bizonyos fajta szalagok 4talakitdsdra, ill. ilyen szalagok hal-
mazainak felismerésére szolgdlé strukturdknak kell tekinteniink. Hasonlé-
képpen a Turing-gépek is szalagok 4talakitdsdra és halmazaik felismerésé-
re szolgdlé strukturdk; az dtalakitds és felismerés maédja azonban eltér a
Mealy- és a kozonséges automatdkétol: a Turing-gépek nagyobb lehet8sé-
gekkel rendelkeznek. Hogy a mondottakat pontositsuk, leirjuk az W,
Turing-gép miikodését. , -

Legyen adva egy (¢ szalag és legyen i, a legkisebb olyan egész
sz4m, amelyre @ (i,) $ O
amely nem tires). Az A automata az O, 4llapotban van és a (_p(io) beme-

né jelet kapja, vagyis leolvassa az 1  rekesz tartalmdt, amelynek hatd- -

sdra dtmegy a 8 (Qo, P (io)) 4llapotba. Kimen§ jele X (Ao, @ (Lo)F(X,§)
ahol Xe€X; € <1,0,1> ; akimen6 jel ugy jelentkezik, hogy a sza-

lagra @ (i,) helyébe x keril (a gép torli az 1, rekesztartalmdt és uj
jelet ir e rekeszbe), tovabbd, ha 3}'-’ -1,az A automata a (P(i,-1) bemend
jelet kapja (a kozvetleniil balra es§ rekeszt kezdi vizsgédlni);, ha $=0, az X
bemend jelet kapja (tovdbbra is az 1, rekeszt vizsgélja);, ha pedig §=1,
akkor a (p(i,+1) bemeng jelet kapja. Ekozben, ha & (xo,@(io)) stop-
4llapot, akkor a Turing-gép mikodése befejezédott (a gép megéllt az 1.-1,
i, vagy 1.+4. rekesz®l). Ha &(Xo,p(10)) nem stop-dllapot, akkor
Turing-géplink a kapott bemen§-jel hatdsdra uj 4llapotba megy 4t, a vizs-
gélt rekeszbe uj jelt ir be (az uj jel megegyezhet a kordbbival; és lehet az

- {ires jel is) s ismét egy tovdbbi rekeszt kezd vizsgdlni kimenetfiiggvényének
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legyen A =(A,X,Y, 5y) véges Mealy-automata, amelynek d.€R

(vagyis a szalagon a bal széls§ olyan rekesz, ~(AY9) Turing-gép egyetlen stop-dllapota s, akkor e Turin
_ ‘ , ak z a Turing-gép

~tartalmdt O -ra véltoztatja és megéll. Vildgos, hogy az (A,Y) 4ltal meg-

Irzzgiiltzlsé:s 1sétt}: }f.tgéi) megéll, amikor el§szor stop-4llapotba kertil; ter-
etes zhet olyan szalag, amelyen a gép vég nélkij j
kodését. Ilyenkor azt mondi 8 St Soatagrs menotja mu-
juk, hogy a gép az adott szalagra ne
' ) m alk -
?na;:]; 6Iltt 1Jeg;yeZZuk meg, hogy nem szikséges megkulbnb%;temﬁnk a: lemaf
nas ;o:g ;z:;é:eletkezc’i (e")s ' szalagokat (amelyekre ti. van ol}ga;
n.tre (i) = Y(i+k) mi £t
bossokbor ) rainden _ 5 mert, mint 14tjuk, a re-
iy j sorpzaténak eltoldsa a gép mikodését nem viltoz-
T s z .
. ered:tgiyu(lg f:i,a lllcggze?z (\t}tl, J) .,Turing-gep miikddésének befejezésekor
e yett a ¢° szalagot kapjuk. Vildgos, ho -
?:1 a(:);;szes. s%a.lagok halmaz4bel ugyanabba a halmazba valgé 1ékép?;écg zﬁ-
an, jeldlje X~ az gsszes X feletti szalagok halmazit és Iegye;n

WEX, A A=y ;
. =W leképezést kiszdmithats leképezé 1

‘ V=W zésnekl/ ne-
v/ebzztsjk,lha 1étezik ’olyan (A,9) Turing-gép, amely mindelljle Pew -rél Z
/L : azza :;(got a f3 =f32 szalagba viszi 4t, Azt mondjuk tovdbb4
(ﬁg%r) z 'felett} sz,ralagok U halmaza kiszdmithat6 halmaz, ha van’ol an
4me,1 ; [peu)xgljng-gep ef A -nak olyan g stop-dllapota, hogy (A,%9) bér—y

Szalagon miikodtetv é

Stop st e e akkor és csak akkor 411 meg az d

Minden véges automata-leképezés kiszdmithat6 leképezés. Valgban

i}éap?;af ';y lekép.ezést indukélja. Feltehetjikk, hogy q. generdtorele-
A un<a5 > V_egyuhl‘ceazt az‘ \R’- automat4t, amelynek 4llapothalmaza
o, ha1m; Y’r_nen,(f jeleinek halmaza  X’=XuYy <>, kimeng
ok oe,nzaxé , =X'x&E4,0,4> 5 8 dtmenetfiiggvényének értéke
e R, xex. pirra  §(ayX), minden €A’ -re 8%,0)=s
2 bérme{ay Qerr;eni (.J;e)l( parra fetsz61e§es; Al kimenetfiiggvényének ér,-
y X pdrra mi ?
2’ (a@,0) = (0,0), a tobbi éllapot-be(meglg"jz)l ’;é)l:r;ng;i:;’ilgéfsﬂ Ha‘-zz

;11;1’?:2 ;’):yan .szalag;\t,‘ amely X feletti sz6, ugyanabba az Y feletti sz6
z at, mint az -aut ] )
ree A Mfaaly automata d, él_lapota dltal induk4lt leképe-
. Bérmely szabad £él  létezi isz4
e ner}; b é csoportnak’ 1ete’21k olyan kiszdmithat6 leképezé- ' ¥
peperrely nem ges autorr}ata-lekepezes. Vegyiik pl. azt az (A,3). Turing-
ba'imél rg: ynet . A -na}< két 4llapota van (a kezd6 és a stop-élla’pot); A ¢
y bemend jel hatdsdra 4tmegy a stop-dllapotba, a vizsgdlt rékesz gi

val6sitott leképezés abban 411, hogy minden sz6 elsg betiije elttinik; ez a

————————

1/

Ezt az elnevezést rovidség kedvéért haszndljuk. Pontosabban "ér-

telmezési tartomdr PR N
nink, manydbol kiszdmithats leképezés” -r6l kell beszél-
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kisz4dmithat6 leképezés tehdt nem hagyja véltozatlanul a szavak hosszusdgit
és igy nem automata-leképezés. '

A tapasztalat azt mutatja, hogy valahdnyszor ‘A az osszes X feletti
szalagok halmazénak onmagéba val6 olyan leképezése, amely "effektiven
megadhaté" (azaz van olyan médszer, amellyel bdrmely szalagra meg tud-
juk mondani, hogy mi a leképezés melletti képe), akkor létezik olyan
Turing-gép, amely éppen a A leképezést valositja meg.

"Az "effektlv megadhat6sdg’’ nem pontos matematikai fogalom a fel-
hasznilhaté modszerek dttekinthetetlensége miatt, Ezért a kovetkez§ hipo-
tézis matematikai eszkozokkel nem bizonyithat6.

~ Turing-tézis: Minden effektiven megadhaté leképezés megvalésithato
_valamely Turing-gép 4ltal. Igy adott halmaz feletti 5sszes szalagok hal-
mazénak az tnmagdba valé effektiven megadhat6 leképezései ugyanazok,
mint a kiszdmithat6 1eképezéseil/. '

.Ha az olyan Turing-gépeket, amelyek izomorfak, azaz csak jelolé-
sekben térnek el, nem kiilonboztetjik meg egymést6l, az 6sszes Turing-
gépeket jol meghatdrozott médon egy végtelen sorozatba rendezhetjiik
(a sorozat elején szerepelnek pl. azok, amelyeknél az 4llapotok, a bemend
és kimend jelek szdmainak dsszege 3 - ezek szdma véges -, majd amelyek-

nél ez az bsszeg 4 stb. ). Ezutén tetszdleges, legaldbb kételemii X esetén
minden egyes Turing-géphez hozzdrendelhetiink egy szot {pl. az n -edik
Turing-géphez az x" szét, ahol x30 ). Tekintsyk mostmdr azt a

atw ~x7 (wex’) leképezést, amely minden ... 00x¥0p00,...
X feletti szalaghoz a ..00p00... = szalagnak a k -adik Turing-géppel
megvalésithats leképezés melletti képét rendeli. Ez a leképezés effektiven
megadhat6, ezért - a Turing-tézis szerint - van olyan Turing-gép, amely
megvalésitja. Szemléletesen ez azt jelentl, hogy 1étezik olyan Turing-gép,
amely bdrmely Turing-gépet képes utdnozni. Az ilyen gépet univerzélis
Turing-gépnek nevezziik. Univerzélis Turing-gép létezése teljes szigoru-
sdggal is bizonyithat6; természetesen a bizonyitds nem egyszerd. '
"’ Legyen.(A,3) univerzilis Turing-gép, ahol A generétoreleme d.
Mivel (A7) mukodését az A Mealy-automata q, 4llapota 4ltal induk4lt
_leképezés, valamint A stop-dllapotai teljesen meghatdrozzdk, mdsrészt
minden véges automata-leképezés eléllithat6 egy neuronhélézatban, azért
létezik olyan neuronhédlézat, amely - amennyiben bizonyos 4llapotaiban a
‘megfelel8 kimend jel kibocséjtdsa utdn megszinteti miikodését - szalagok
birmely effektiven megadhat6 leképezését képes megvalésitani. ‘

¢

1/ Turing-tézis helyett szokds Church-tézisr6l is beszélni.
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. »Adjunk meg olyan Turing-gépet, amélya ..00xK00...

¢

Peldak

l. I v 7z
Legyenek az (#,7) Turing-gép bemen§ jelei x,0,y, éllapotai g,b,c,d

(a kezd8éllapot <, a stop-4llapot d ) 4tmenet- és kimenetfiiggvénye:

S a b c d A a b c d
R b c - x|(0,1) (x71) (x,1) -
0la a b - 01,1 ©,1) x,0 -
y|d b ¢ 7- v 0,0 1) (v,1) -

'

éaz tirese'n hag}rott’helyen tetszdleges 4llapot, ill. kimen§ jel 4llhat)
| z {a Turing-gép bdrmely myne Jr esetén a ...00xMyx"00 .
szalagot az ...00 x™" 00...  szalagba viszi 4t (vagyis termééze'tes

szdmok 0sszeaddsit végzi . )
1én 1l feg. w‘fegz1), s emelletlt a (nemiires) jelsorozat bal szé-

. i}*eguléris események kiszdmithaté halmazok. Ha ugyanis az £ ese-
.Beléyltl a;u A=(R, X, Y,8,%) automata az’  d, 4llapotbél kiindulva
1= ‘apo;halmazéval felismeri, akkor vegylik az f -nak o, 4lla-
pota él'tal induk4lt leképezést megvalssits A’ Turing-gépet azzalo a
m6d0s1tés§a1, hogy az s stop-4llapoton kiviil egy tov4bbi §* stop-4lla-
potot vesztnk fel, amelyre &(b, 0) = s° vagy g, aszerint
hogy b B -nkiviil vagy B -ben van. Ez az &’ Turing-gép s s’to -
‘dllapotédval felismeri az E  eseményt. : °

Gyakorlatok

szalago ‘
...00x%kpo... szalagba viszi 4t ' s

. A . 3 L ‘
djunk meg olyan Turing-gépet, amely az m és n természetes szi-

inokrél ’elﬂ tudja db‘nteni, hogy rdjuk az m=<n, m=z=n, m=>=n

Seihetgi;agek melyike teljesiil (pl. ugy, hogy a keresett WA gépnek hdrom
op-dllapota van: s, s,,s, , ésa ...00xMz x"00... sza-

lagra alkalmazva R az éf‘ (ill‘."sz |

s, )4l '
m<n QL men. men) ) 4llapotban 411 meg, ha

. Létezik olyan kiszdmithat6 esemény, amely nem kdntextﬁs-ment’es

nyelv (1. az 56. fejezetet!).
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60. Mozaik-struktira
Tekintsiik a tetszfleges A= (_I-\, R’l’, 8) véges automatit. Le-
gyen kijelolve A -ban egy O "nyugalmi 4llapot”, amelyre teljesiil

(%) § (0,(0,0,0,0)) = 0.

Az egész szdmpdrok 3 halmazénak bdrmely A -ba valé olyan le~
képezését, amelynél csak véges szdmu 1i,je 32 , pdrra @(i,4,) %0,
(R feletti) konfigurdcionak nevezzik, magst az (R,7") part pedig mozaik-
strukturdnak hivjuk, )

Szemléletesen a mozaik-struktura nem més, mint az R automata

- végtelen sok példdny4bol 4116 rendszer, amely példdnyok a sik sszes egész
koordindtdkkal rendelkez8 rdcspontjaiban helyezkednek el; a konfigurdcio
pedig minden egyes automata egyidejii 4llapotdnak-olyan megaddsa, hogy
véges szdmu kivétellel minden automata nyugalmi 4llapotban van. Altald-
nosabban, 32 helyett tekinthetnénk tetsz8legés olyan grdfot, amelynek
minden csucséba n szdmu él vezet, s ekkor A% helyett A" szerepelne
A bemen§ jeleinek halmazaként; mi azonban csak az (&, 3?) alaku mozaik-
strukturdkkal foglalkozunk. ‘

Két konfigurdci6t nem tekintiink klonbozének, ha.egymésbol eltolds-
sal nyerhet6k; tehdt ©=Y, ha van olyan (k,£)€ 37, hogy minden (i,})e3*-re

@U,4) =¥ (itk,j+{). Haegy ¢ konfigurdcié nyugalmitol killonbs-
z§ 4llapotban levd osszes automatdi befoglalhatok egy n oldalu négyzetbe
(azaz van olyan (1,§)€ 3%, hogy @(k,f) =0, hacsak nem
isk<itn és j=i<jtn, akkor azt mondjuk, hogy ¢ 'n -konfigu-
réci6. Vildgos, hogy minden konfigurdcié n -konfigurdci6 valamely n -
re; tovdbbd, ha ¢ n -konfigurdci6, akkor m-konfigurdci6 is minden
n -nél nagyobb m -re. o
Minden ¢ konfigurdciénak feleltessik meg azt a ¢ konfiguréciot,
amelynek definiciéja:  @?(1,§) =8 (@ (4, §),(9 (3,5+1), ¢ (141, 4),

@ (i,6~1, @ (i-1,4)) . Mé&sképpen beszélve, az (i,§) rdcspontban le-
v6 automata 4llapota.a ¢ konfigurdci6ban attél és csak attél fiigg, hogy
ez az automata és négy kozvetlen szomszédja mely 4llapotban voltak a ¢
konfigurdcicban. Ezt a "fiiggésmédot' a § 4tmenetfliggvény adja meg.

A @' konfigurdciot ¢p képének vagy kovetSjének nevezziik. Vildgos, hogy

? val6ban konfigurdci6: (¥) szerint az(1,f) rdcspontban levd automata
a ¢ konfigurdcicban csak akkor lehet a nyugalmitol kiilénboz6 4llapotban,
ha vagy 6, vagy valame lyik kozvetlen szomszédja a ¢ konfigurdciéban a
nyugalmit6l kilonboz8 4llapotban volt; az ilyen (1, #) -k szdma azonban
véges. Co I ' B )

Minden konfigurdciéhoz hozzérendelvé kovetsjét, az tsszes konfigu-

réciok halmazdnak Snmagéba val6 leképezését kapjuk. Ezt a leképezést

mozaikleképezésnek nevezzik. A (¥) osszefggésbsl Kovetkezik, hogy

minden (h-2) -konfigurdci6 kovet8je N -konfigurdci6.
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Legyen ¢ tetszgleges konfi, ‘ .

. €4 xonfigurdci6. Restringdljuk egy @ né -
re’, majd az igy kapott l:l-eképezést folytassuk 52 -re ugy, Eﬁ)yg;} a kelgey'tiztzc’f
}(f konfigurécicban minden (1,7) 4 6 ra @'(i,4)= 0 legyen

ztnmcf(ndjuk ekkor, hogy. @’ részkonfigurdcicja (vagy rovidens részej
c.pk nle . Tekintstnk €gy mozaikleképezést; haa @ konfigurdcishoz 1éte-
zik olyan ¢ 3 hogy ¢ része ¢ kovetSjének, akkor @-t képkonfigur4 -
c1<i5nak g}ev;zzuk az adott mozaikleképezésre nézve. Nevezziik gyengén
eépimorfnak a mozaikleképezé i né i6 ké
oorhcts, Ak Ikleképezést, ha r? nézve minden konlfigurécw kepkonfi-

: Tétel (Moore-Myhill) Mozaikleképezds : '

mort, Tia gyongén oot pezes gkkor es csak akkor mono-
Bizonyitds: Sziikséglink lesz a kovetkez§ tényre: ha p,n '

165.),‘1étezik olyan pozitiv egész k » amelyre 7 Rt (A va-

(430 (pn2“4)k’< P(kn-i)z _

Valgban, ha k elég nagy, akkor togp (P"°/(P"-1) = bn/k- 4/ktg
. oL }

a2
ahonnan ) P /ion%y) =p 4n/k - 4/"2. Atrendezve p(n_Z/k); p”2—4
és mindkeF 91da11j k? -edik-hatvdnyra emelve nyerjik a (x x) egyenlc’fﬂeh-
seget.T]elbl_]e P a tovdbbiakban A elemeinek szdm&t -
egytik fel el§szsr, hogy a mozaikleképeza : t ‘ ‘
‘ or, _ Pezes nem gyengén epim. y -
de monomorf. Ekkor 1étezik olyan n{eX ) hogy vélameliry ’*ig n I-)kor:)f];éu-

. rdci6 nem képkonfigurdcis. Az osszes kiilonboz6 N -konfigirdcick szdma

n? ' " 1 o
P, tehdt az osszes kiilonbozé n -képkonfigurdcick szdma légfeljebb

p“2—1. Tekintstk most az 6sszes kn -konfi rdcicka ing i
k'z szému n -konfiguréciéra bomlik (I. az ébgrl;t). Ha e:éyEiik-I;;;l?ieg};f?
c1§ f'elbontéséban szerepel Y, mint n -konfigurdcié, akkor ez a kgli ‘
konflggréc,ié nem képkonfigurécis (kilonben Y s mint, (n-2) -konfi, rﬁ.lci:(f
maga is kepkonfigu_réc_:ié lenne). Igy'a kn. ~képkonfiguricick sZémiuleg- ’

T

feljebb (p*- 1)k

’
.

e ikt ek —

! _ knf-2 :l
- ! I.
“{ b | '

[t . A

| |

| o Ty M

e ~ . kn-2-.

||....‘_~J-___. __ __;_xl. . =

Y kno ked . kn+2
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: : ,
Mésrészt a kiillonboz8 (kn-2) -konfigurdcick szdma (kn-2)"

A mozaikleképezés monomorf; ezért ezeknek a (kn-2) -konfigurdcicknak a

képei kilanb6z8  kn -konfigurdcick, és természetesen mind képkonfigu-

 récick. Eszerinta  kn -képkonfigurdcick szdma legaldbb p(“""")2 .
Ellentmond4sba keriilttink a (¢ ) Osszefliggéssel.

Tegytik fel most, hogy a mozaikleképezés nem monomorf, de gyen-
gén epimorf, Ekkor létezik olyan n-, hogy valamely ¢ és Y (n-4)-kon-
figurdciok kiilonboz6k, de képeik ugyanazok. Mind ¢ és Y , mind képeik
tekinthet6k N -konfigurdcioknak. Nevezziink két n -konfiguricioét ekviva-
lensnek, ha képeik megegyeznek, és maguk legfeljebb a kozepiikon elhe-
lyezkedd (n-4 )-konfigurdcickban kiilsnboznek. Mivel ¢ és Y kiilonbozs,
de ekvivalens n -konfigurdcick, az ekvivalenciaosztilyok szdma legfeljebb

2

P" 4. A kn -konfigurdcickat n-konfigurdcickra bontjuk és két kn -kon-
figurdciét akkor neveziink ekvivalensnek, ha a benniik szerepl8 egymdsnak
megfelel n -konfigurdcick ekvivalensek. Ezeknek az ekvivalenciaoszté-

lyoknak a szdma legfeljebb (pnz—- 1)-kz . Két ekvivalens kn -konfigurd-
ci6 képe megegyezik; mésrészt minden py (kn-2) -konfigurdci6 képkonfigu-
réci6, és mint ilyen, befoglalhaté valamely A kn -konfigurdci6 )\’ képébe
(1. az dbr4t). Igy a kilonboz6 (kn-2) -konfigurdcick szdma legfeljebb -

Méasrészt akiilonboz6 (kn-2) -konfigurdcick szdma pontosan
- p(k“'z) : , s ezzel ismét ellentmonddsba kertiltink a (*%) osszefiiggéssel.
A bizonyitds kész. : .

A bizonyitott tételnek érdekes szemléletes tartalma van. A konfigu-
récick tekinthet8k a mozaik-struktura 4llapotainak, a konfigurdcick képei
pedig idGbeni kovetSiknek. Ezt figyelembe véve, a tétel igy is fogalmaz-
haté ' ,

Barmely mozaik-strukturdra a kovetkezd két 4llitds ugyanazt jelenti:
1) Van olyan 4llapot, amelybSl a megel§z8 4llapotra nem lehet egyértel-
miien visszakovetkeztetni. 2) Van olyan 4llapot, amely egyetlen mésik 41-
lapotbodl sem johet létre. . :

A mozaik -strukturdkra vonatkoz6 vizsgélatok koziil a legjelentsebb
Neumann J4nosé volt, -aki megadott olyan mozaik-strukturdt, amelyben
van onmagét reprodukélé konfigurdci6 (azaz olyan cp konfigurdcié, mely-
re a mozaikleképezés megfelel8 hatvényét alkalmazva, két - egymds koze-
1ében elhelyezkedd - példdnydbol 4116 konfigurdcist kapunk), és ez az on-

reprodukci6 rendelkezik a magas szervezettségli anyag onreprodukci6jdnak:

(pl. é16lények szaporoddsa) néhdny fontos vondséval. Kevésbé tartalmas
példét olyan mozaik-strukturdra, amelyben onreprodukci6 lehetséges,

konnyebben nyerhetimk: ilyen pl. a (8,8%8), %)
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1. Vigytik 4t e fejezet fogalmait és eredm

2. Igaz-e, hogy minden(n-2 )

mozaik-struktura,

ahol = i v > -

" "15 O,1>, mig 8 (b, (b, B,y by by))=b,tb,+ b, +b,
{itt "+" Boole-gylirii~5sszead4st jelent; b, by, b, € B). Nem nehéz
::jgiﬁgﬁdomi’('hﬁgy—a P (17 O) =¢(0,1) = ¢ (_19 0)=¢(0,~1)=1 V

e @k)=0 egyenifségekkel definidlt ¢ konfig-urécigra a m<;-

zaikleképezés negyedik hatvinyé
t al
tartatmeng o ek § kapunyk. alkalmazva, ¢ négy példényat »részként

Példak

1. Le A= 3 ‘
gyen * R =<0,1>; 8(q,, (o,q,, ay,a5)) =1, ha o +.+ a, =1.
Akkor @ nem képkonfigurdcis, tovibbd YV és X képe megegyezik

j 7] T
L LT BT
2. ng(;cr’en ((5 ={0,1,2> ; jglb‘lje T az ({,2) transzpozicidt;

(g (a,, qs, Ay, Ag)) = a, T . Ekkor a mozaikleképezés mono-

morf és epimorf,

Gyakorlatok

ényeit arra az esetré, amikor az

A a 3 '
utomata példényai az egyenesen, az egész szdmokat 4brdzolé pon-

tokban helyezkednek el!

képe? \ -képkonfigurdci6 valamely n -konfiguricis

- Félcsoportot alkotnak -~ 5 ' o, »
nézve? - € az osszes moza'ik-lekepezesek a szorzdsra
. Helyettesithetjiik-e a Moore~-M

ot et g yhill-t.étel e1egend6.ség~bizqnyitéséban
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