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Polinomok (Ismétlés)

Definicié. A polinom olyan f: R — R fliggvény, melynek fiiggvénydefiniciéja felirhaté

f(!L‘) =apz" + an—lxn_l + -+ a1+ ag (*)
alakban, valamely n nemnegativ egész szamra és ag, aq, ..., a, valés szamokra.
Példak. p(r) =32 + 52 — 1 =322 + 5 + (=1)

q(z) = 2t — 72% + 62 + 8 =12 + 023 + (-7)2® + 62 + 8

Megjegyzés. Egy polinom értelmezési tartomanya a teljes R halmaz.



Polinomok (Ismétlés)

Definicié. A polinom olyan f: R — R fliggvény, melynek fiiggvénydefiniciéja felirhaté

(@) = ana™ 4 ap_12" L+ 4+ a1x + ag (%)
alakban, valamely n nemnegativ egész szamra és ag, aq, ..., a, valés szamokra.
Példak. p(r) =32 + 52 — 1 =322 + 5 + (=1)

q(z) = 2t — 72% + 62 + 8 =12 + 023 + (-7)2® + 62 + 8
Definicié. A fenti (x) definiciéban szerepl6 ay, . .., a, szamokat a polinom egyiittha-

téinak nevezziik.

Példaul az r(x) = x* + 522 — 622 + 8 polinomban az 22 egyiitthatéja 5, az 22 egyiitt-
hatéja —6.



. ea. Polinomok (Ismétlés) 1/18

Definicié. A polinom olyan f: R — R fliggvény, melynek fiiggvénydefiniciéja felirhaté

(@) = ana™ 4 ap_12" L+ 4+ a1x + ag (%)
alakban, valamely n nemnegativ egész szamra és ag, aq, ..., a, valés szamokra.
Példak.  p(z) =322+ 52 —1 =322 + 5z + (—1)

q(z) = 2t — 72% + 62 + 8 =12 + 023 + (-7)2® + 62 + 8
Definicié. A fenti (x) definiciéban szerepl6 ay, . .., a, szamokat a polinom egyiittha-

téinak nevezziik.

Példaul az r(x) = x* + 522 — 622 + 8 polinomban az 22 egyiitthatéja 5, az 22 egyiitt-
hatéja —6.

Def. Egy f(x) polinom fokszama (vagy foka) a legnagyobb olyan kitevs, amely megje-
lenik egy z-hatvany kitevéjeként a (*) alak egy nemnulla egyiitthatés tagjaban. Es az
ezen legnagyobb kitev6hoz tartozé z-hatvany egyiitthatéja a polinom féegyiitthatéja.



Polinomok (Ismétlés)

Definicié. A polinom olyan f: R — R fliggvény, melynek fiiggvénydefiniciéja felirhaté

f(!L‘) =apz" + an—lxn_l + -+ a1+ ag (*)
alakban, valamely n nemnegativ egész szamra és ag, aq, ..., a, valés szamokra.
Példak. p(r) =32 + 52 — 1 =322 + 5 + (=1)

q(z) = 2t — 72% + 62 + 8 =12 + 023 + (-7)2® + 62 + 8
Definicié. A fenti (x) definiciéban szerepl6 ay, . .., a, szamokat a polinom egyiittha-

téinak nevezziik.

Példaul az r(x) = x* + 522 — 622 + 8 polinomban az 22 egyiitthatéja 5, az 22 egyiitt-
hatéja —6.
Def. Egy f(x) polinom fokszama (vagy foka) a legnagyobb olyan kitevs, amely megje-

lenik egy z-hatvany kitevéjeként a (*) alak egy nemnulla egyiitthatés tagjaban. Es az
ezen legnagyobb kitev6hoz tartozé z-hatvany egyiitthatéja a polinom féegyiitthatéja.

Példaul, a fenti p(x) példapolinom masodfokd (azaz a fokszama 2) és a fGegyiittha-
téja 3. A ¢q(z) polinom pedig negyedfoki (azaz a fokszama 4) és féegyiitthatéja 1.



Polinomok (Ismétlés)

Definicié. A polinom olyan f: R — R fliggvény, melynek fiiggvénydefiniciéja felirhaté

f(!L‘) =apz" + an—lxn_l + -+ a1+ ag (*)
alakban, valamely n nemnegativ egész szamra és ag, aq, ..., a, valés szamokra.
Példak. p(r) = 32° + 5z — 1 =322 + 5 + (=1)

q(z) = 2" — 72® + 62 + 8 =12 + 023 + (=7)23 + 62 + 8
Definicié. A fenti (x) definiciéban szerepl6 ay, . .., a, szamokat a polinom egyiittha-

téinak nevezziik.

Példaul az r(x) = x* + 522 — 622 + 8 polinomban az 22 egyiitthatéja 5, az 22 egyiitt-
hatéja —6.
Def. Egy f(x) polinom fokszama (vagy foka) a legnagyobb olyan kitevs, amely megje-

lenik egy z-hatvany kitevéjeként a (*) alak egy nemnulla egyiitthatés tagjaban. Es az
ezen legnagyobb kitev6hoz tartozé z-hatvany egyiitthatéja a polinom féegyiitthatéja.

Példaul, a fenti p(x) példapolinom masodfokd (azaz a fokszama 2) és a fGegyiittha-
téja 3. A ¢q(z) polinom pedig negyedfoki (azaz a fokszama 4) és féegyiitthatéja 1.
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Az algebra alaptétele. Minden (nem konstans) polinom szorzatta alakithaté Ggy,
hogy a szorzat tényezéi elséfokt polinomok ill. gyoknélkiili masodfokd polinomok.

Egy ax? + bx + ¢ masodfoki polinomot gycknélkiilinek neveziink, ha nincs valés gydke,
azaz ha a D = b% — 4ac diszkriminans negativ. (Példaul az 22 — 6z + 10 polinom ilyen.)

Példak erre a tételre.
gt — 4% 4+ 27 = (z — 3)(z — 3)(2® + 2z + 3)
1023 4 32% — 312 + 6 = (22 — 3)(z + 2)(5z — 1)
2 4+2r—1=(x—V24+1)(z+V2+1)



4. ea. Polinomok szorzatta alakitasa 2/18

Az algebra alaptétele. Minden (nem konstans) polinom szorzatta alakithaté Ggy,
hogy a szorzat tényezéi elséfokt polinomok ill. gyoknélkiili masodfokd polinomok.

Egy ax? + bx + ¢ masodfoki polinomot gycknélkiilinek neveziink, ha nincs valés gydke,
azaz ha a D = b% — 4ac diszkriminans negativ. (Példaul az 22 — 6z + 10 polinom ilyen.)

Példak erre a tételre.
gt — 4% 4+ 27 = (z — 3)(z — 3)(2® + 2z + 3)
1023 4 32% — 312 + 6 = (22 — 3)(z + 2)(5z — 1)
2?2420 —1=(x—V2+1)(z+vV2+1)
Kiegészités. Ha a polinom fGegyiitthatdja 1, akkor tgy is szorzatta alakithaté (a tétel-

nek megfelels médon), hogy minden szorzétényezs féegyiitthatéja is 1 legyen. (A fenti
1. és 3. példa ezt is illusztralja.)
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Az algebra alaptétele. Minden (nem konstans) polinom szorzatta alakithaté Ggy,
hogy a szorzat tényez6i elséfoka polinomok ill. gyoknélkiili masodfoka polinomok.

Egy ax? + bx + ¢ masodfoki polinomot gycknélkiilinek neveziink, ha nincs valés gydke,
azaz ha a D = b% — 4ac diszkriminans negativ. (Példaul az 22 — 6z + 10 polinom ilyen.)

Példak erre a tételre.
ot — 4% 4+ 27 = (z — 3)(z — 3) (2 + 2z + 3)
1023 4 32% — 31z + 6 = (22 — 3)(z + 2)(5z — 1)
P42 —1=(x—V2+Dx+V2+1)
Kiegészités. Ha a polinom fGegyiitthatdja 1, akkor Ggy is szorzatta alakithaté (a tétel-

nek megfelels médon), hogy minden szorzétényezs féegyiitthatéja is 1 legyen. (A fenti
1. és 3. példa ezt is illusztralja.)

Megjegyzés. Ha a polinom elséfoka, vagy gyoknélkiili masodfoka, akkor a szorzatta
alakitas egy tényezébdl fog allni (azaz ,,nem csinalunk semmit”):

3x+7T=3x+7
22 — 62+ 10 = 2% — 62+ 10



4. ea. Polinomok szorzatta alakitasa 2/18

Az algebra alaptétele. Minden (nem konstans) polinom szorzatta alakithaté Ggy,
hogy a szorzat tényezéi elséfokt polinomok ill. gyoknélkiili masodfokd polinomok.

Egy ax? + bx + ¢ masodfoki polinomot gycknélkiilinek neveziink, ha nincs valés gydke,
azaz ha a D = b% — 4ac diszkriminans negativ. (Példaul az 22 — 6z + 10 polinom ilyen.)

Példak erre a tételre.
gt — 4% 4+ 27 = (z — 3)(z — 3)(2® + 2z + 3)
1023 4 32% — 312 + 6 = (22 — 3)(z + 2)(5z — 1)
P42 —1=(@—V2+1)(z+V2+1)

Hogy hogyan talalunk egy ilyen szorzatta alakitast, az egy mas kérdés . .. Errél majd egy
késébbi dian beszéliink. Ezen a ponton szamunkra az az érdekes, hogy ilyen szorzatta
alakitas mindig létezik.



Irreducibilis szorzat alak

Az algebra alaptétele. Minden (nem konstans) polinom szorzatta alakithaté Ggy,
hogy a szorzat tényezéi elséfokt polinomok ill. gyoknélkiili masodfokd polinomok.

A tétel szerinti szorzatta alakitas ,,azonos” tényezgit dsszevonhatjuk:
ot — 4% 427 = (x = 3)(z — 3)(2® + 22 + 3) = (v — 3)%(2® + 22 + 3).



Irreducibilis szorzat alak

Az algebra alaptétele. Minden (nem konstans) polinom szorzatta alakithaté Ggy,
hogy a szorzat tényez6i elséfoka polinomok ill. gyoknélkiili masodfoka polinomok.

A tétel szerinti szorzatta alakitas ,,azonos” tényezgit dsszevonhatjuk:
ot — 4% 427 = (x = 3)(z — 3)(2® + 22 + 3) = (v — 3)%(2® + 22 + 3).

Azért van az ,azonos’ szé itt idéz6jelben, mert Gsszevonas szempontjabdl pl. az = + 5
és a 3x + 15 tényezdk is dsszevonhatdk:

o (z+5)Br+15)...=...3(x+5)2. ..

Tehat az ,,azonos” itt azt jelenti, hogy ,egyik skalarszorosa (=szamszorosa) a masiknak’.



Irreducibilis szorzat alak

Az algebra alaptétele. Minden (nem konstans) polinom szorzatta alakithaté Ggy,
hogy a szorzat tényez6i elséfoka polinomok ill. gyoknélkiili masodfoka polinomok.

A tétel szerinti szorzatta alakitas ,,azonos” tényezgit dsszevonhatjuk:
ot — 4% 427 = (x = 3)(z — 3)(2® + 22 + 3) = (v — 3)%(2® + 22 + 3).
Azért van az ,azonos’ szé itt idéz6jelben, mert Gsszevonas szempontjabdl pl. az = + 5
és a 3z + 15 tényezdk is dsszevonhatdk:
o (z+5)Br+15)...=...3(x+5)2. ..

Tehat az ,,azonos” itt azt jelenti, hogy ,egyik skalarszorosa (=szamszorosa) a masiknak’.

Ha egy p(x) polinom algebra alaptétele szerinti szorzatta alakitasara a fenti Gsszevo-
nasokat addig csinaljuk, amig lehet, akkor a polinom (egy) irreducibilis szorzat alakjat
kapjuk.

Peldaul a p(z) = 827 — 2825 + 5425 — 3812% + 91222 — 99022 + 38502 — 6125 polinomra
p(z) = (22— 5)(2 — 5) (22 — 5)(2? + 22 + 7)(2* + 22+ 7) = (22 — 5)* (v + 22+ 7)*

az irreducibilis szorzat alak.



Irreducibilis szorzat alak

Az algebra alaptétele. Minden (nem konstans) polinom szorzatta alakithaté Ggy,
hogy a szorzat tényezéi elséfokt polinomok ill. gyoknélkiili masodfokd polinomok.

Az algebra alaptételének egy kovetkezménye 1.

Tetsz6leges (nem konstans) p(x) polinom felirhaté

plx)=C-(miz+d)" .. - (msx+do)k - (a2 + bz +c) - (g + b +¢) "
alakban, ahol C,m;,d;, a;,bj,c; konstansok (valés szamok) minden i = 1,...,s és
j=1,...,tesetén; a ky,..., kg, 01,...,0 kitev6k pozitiv egész szamok; tovabba az
aij—l—bja:—i—cj masodfokl polinomok gydknélkiiliek; és a tételben szerepld , hatvanyalap”
polinomok kdzott egyik sem skalarszorosa a masiknak. A fenti alakot nevezziik a p(x)
polinom (egy) irreducibilis szorzat alakjanak.

Példa.
42° — 18x* 4 202 + 2827 — 642 + 30 = 2(x — 1)?(2x + 3) (2 — 4 + 5)



Irreducibilis szorzat alak

Az algebra alaptétele. Minden (nem konstans) polinom szorzatta alakithaté Ggy,
hogy a szorzat tényezéi elséfokt polinomok ill. gyoknélkiili masodfokd polinomok.

Az el6z6 kovetkezménybdl a szorzétényezék féegyiitthatdinak kiemelése utan adédik a
kovetkezs:

Az algebra alaptételének egy kovetkezménye 2.

Ha p(z) egy olyan polinom, amelynek a fGegyiitthatéja 1, akkor p(z) felirhaté

p(x) = (x+d) P (x4do)*2. . (x4dp) ™ (22 +bra+e)) N (1P +boz+c) 2. . (22 +ba+c)"
alakban, ahol d;, b, ¢; konstansok (valés szamok) minden i =1,...,sésj=1,...,¢
esetén; a ki,..., ks, 01,. .., {; kitevSk pozitiv egész szamok; tovabba az 2% + bjx + ¢;
masodfokd polinomok gydknélkiiliek; és a tételben szerepl6 ,hatvanyalap” polinomok
kiilonbozsk. A fenti alakot nevezziik a p(z) polinom szép irreducibilis szorzat alakjanak.
(Vegyiik észre, hogy az el6z6 tételbeli C' konstans értéke 1, valamint az m; és a;
egylitthatoké is.)

Példa.
x® — 623 + 2827 — 397 + 36 = (v + 4)(2* — 22 + 3)°.
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Az algebra alaptétele. Minden (nem konstans) polinom szorzatta alakithaté Ggy,
hogy a szorzat tényez6i elséfoka polinomok ill. gyoknélkiili masodfoka polinomok.

Most azt targyaljuk, hogy hogyan tudunk szorzatta alakitani egy p(x) polinomot:

e Ha p(z) elséfokd polinom, akkor nincs teendé.

e Ha p(z) masodfoki polinom, akkor a kdzépiskolaban tanult médon tudjuk szorzatta
alakitani. (Mindjart atismételjiik.)

e Ha p(x) harmad- vagy negyedfoka polinom, akkor van ,megoldéképlet” a szorzatta
alakitasra, de ez csak a matematikusoknak tananyag. (Igy mi csak specialis polino-
kat tudunk szorzatta alakitani. Ha talalunk szép gydkst, vagy mikodik az y = 22
helyettesités, stb.)

e Ha p(r) 6tdd- vagy magasabbfokid polinom, akkor nem létezik(!) ,megoldéképlet”
sem p(x) gyokeinek megtalalasara, sem a szorzatta alakitasara. (Csak specialis po-
linomokkal boldogulhatunk, mint az el6z8 esetben.)



Masodfoki polinomok irreducibilis szorzatta alakitasa

Masodfoki polinomok szorzatta alakitasa (ismétlés).

Legyen p(z) = ax?+ bx + c egy masodfoka polinom (ahol a # 0). Jeldlje D = b? — 4ac

a diszkrimansat (a megolddképletben a gydk alatt szerepld kifejezést).

(i) Ha D < 0, akkor p(z)-nek nincs valés gydke. Ekkor nincs teendd, hiszen p(x) egy
gyoknélkiili masodfokd polinom, az irreducibilis szorzat alakja ,sajat maga”.

(i) Ha D > 0, akkor p(z)-nek két kiilonbozé valds gydke van; legyenek ezek x; és x9
(melyeket a masodfokt megoldoképlettel tudunk kiszamolni). Ebben az esetben a
gyoktényezGs alak adja a keresett szorzatta alakitast:

ax? + bz +c = a(z — x1)(z — 2).

(iii) Ha D =0, akkor p(x)-nek egy valds gydke van; legyen ez x; (pl. masodfoka megol-

doképlettel tudunk kiszamolni). Ebben az esetben a gyoktényezés alak a kdvetkezd:

ar® 4+ br + ¢ = a(x — x1)?

A (iii) eset voltaképpen a (ii) eset x1 = x9 esetének is tekinthets.



Masodfoki polinomok irreducibilis szorzatta alakitasa

Legyen p(z) = ax?+ bx + c egy masodfoka polinom (ahol a # 0). Jeldlje D = b? — 4ac

a diszkrimansat (a megolddképletben a gydk alatt szereplé kifejezést).

(i) Ha D < 0, akkor p(z)-nek nincs valés gydke. Ekkor nincs teendd, hiszen p(x) egy
gyoknélkiili masodfoka polinom, az irreducibilis szorzat alakja ,sajat maga”.

(i) Ha D > 0, akkor p(z)-nek két kiilonbozé valés gydke van; legyenek ezek x; és x9
(melyeket a masodfoki megoldoképlettel tudunk kiszamolni). Ebben az esetben a
gyoktényezGs alak adja a keresett szorzatta alakitast:

ax® + bz + ¢ = a(z — 21)(x — T2).
(i) Ha D =0, akkor p(x)-nek egy valds gydke van; legyen ez x; (pl. masodfoka megol-
doképlettel tudunk kiszamolni). Ebben az esetben a gyoktényezés alak a kdvetkezs:
ar® + bx + ¢ = a(x — 1)~
Példa (i)-re:
2202 + 3z +5 =222+ 3z + 5,
mert D=3>-4-2.5=-31<0.



Masodfoki polinomok irreducibilis szorzatta alakitasa

Legyen p(z) = ax?+ bx + c egy masodfoka polinom (ahol a # 0). Jeldlje D = b? — 4ac

a diszkrimansat (a megolddképletben a gydk alatt szereplé kifejezést).

(i) Ha D < 0, akkor p(z)-nek nincs valés gydke. Ekkor nincs teendd, hiszen p(x) egy
gyoknélkiili masodfoki polinom, az irreducibilis szorzat alakja ,sajat maga".

(i) Ha D > 0, akkor p(z)-nek két kiilonbozé valés gydke van; legyenek ezek x; és 9
(melyeket a masodfoki megoldoképlettel tudunk kiszamolni). Ebben az esetben a
gyoktényez6s alak adja a keresett szorzatta alakitast:

ax® + bx + ¢ = a(z — 21)(x — 2).

(i) Ha D =0, akkor p(x)-nek egy valds gydke van; legyen ez x; (pl. masodfoki megol-

doképlettel tudunk kiszamolni). Ebben az esetben a gyoktényezds alak a kdvetkezs:

ar® + bx + c = a(x — 1)~
Példa (ii)-re:
202 + 5x — 3 =2(x — 1/2)(z + 3),
mert D = 5%2—4-2.(—3) = 49 > 0, és a megoldoképlet szerint z1 2 = _5%1‘/479 = 754i7,
azaz r] = % és 19 = —3.




Masodfoki polinomok irreducibilis szorzatta alakitasa

Legyen p(z) = ax?+ bx + c egy masodfoka polinom (ahol a # 0). Jeldlje D = b? — 4ac

a diszkrimansat (a megolddképletben a gydk alatt szereplé kifejezést).

(i) Ha D < 0, akkor p(z)-nek nincs valés gydke. Ekkor nincs teendd, hiszen p(x) egy
gyoknélkiili masodfoka polinom, az irreducibilis szorzat alakja ,sajat maga”.

(i) Ha D > 0, akkor p(z)-nek két kiilonbozé valés gydke van; legyenek ezek x; és x9
(melyeket a masodfoki megoldoképlettel tudunk kiszamolni). Ebben az esetben a
gyoktényezGs alak adja a keresett szorzatta alakitast:

ax® + bz + ¢ = a(z — 21)(x — T2).

(i) Ha D =0, akkor p(x)-nek egy valds gydke van; legyen ez x; (pl. masodfoka megol-
doképlettel tudunk kiszamolni). Ebben az esetben a gyoktényezés alak a kdvetkezs:

ar® +br +c = a(x — x1)?

Példa (iii)-ra:
202 —4x + 2 =2(x — 1)%,

mert D = (—4)2 —4-2-2=0, é a megoldoképlet szerint z1 2 = 41@1 azaz r1 = 1.




Racionalis tortfiiggvények

Definicié. A két polinom hanyadosaként definialt fiiggvényeket racionalis tortfliggve-
nyeknek nevezziik.

2 —5r+8 3z +5 1 x—2

Pealdak.
elda 2w+3 ' 23 —2246r—-1  A+2 r+7




Racionalis tortfiiggvények

Definicié. A két polinom hanyadosaként definialt fiiggvényeket racionalis tortfliggve-
nyeknek nevezziik.

2 —5r+8 3z +5 1 x—2

Pealdak.
elda 2w+3 ' 23 —2246r—-1  A+2 r+7

Megjegyzés. Egy racionalis tortfliggvény értelmezési tartomanya azon z-ek halmaza,
amelyekre a nevezé nem nulla.



Racionalis tortfiiggvények

Definicié. A két polinom hanyadosaként definialt fiiggvényeket racionalis tortfliggve-
nyeknek nevezziik.

2 —5r+8 3z +5 1 x—2

Példak.
2r+3 203 — a2 4+ 62 —1’ x4+ 27 x4+ 7

Megjegyzés. Egy racionalis tortfliggvény értelmezési tartomanya azon z-ek halmaza,
amelyekre a nevezé nem nulla.

A mai el6adason a racionalis tortfiiggvények integralasaval foglalkozunk. Ehhez megis-
merkediink a parcialis tortekre bontassal, melynek segitségével meg tudjuk hatarozni a
racionalis tortfliggvény hatarozatlan integraljat, amennyiben a nevezé:

e elsé- vagy masodfokia polinom, vagy

o sikeriilt elsé- és (gyoknélkiili) masodfokt polinomok szorzatava alakitani a nevezét.

A kovetkezé didkon ezt a ,mechanikus’ moédszert ismertetjiik lépésenként.



1. LEPES: A szamlal6 és a nevez6 fokszamanak 8sszehasonlitasa

1. eset: Ha a racionélis tortfiiggvény szamlaléjanak legalabb akkora a fokszama, mint a
nevezdé, akkor a szamlalot osszuk el maradékosan a nevezével, és a kdvetkezs példaban

latott médon alakitsuk a tértet , hanvadospolinom - ©3ztdsi maradekr i) .
nevezo

dr =

/x5+4x4—2x+1 /(x2+3x—3)(x3+x2—1)+(4x2+x—2)
dx‘:
3+ 2?2 —1 3+ 2?2 —1

4o 40— 2 2 3 42+ —2
2 _ 2
/(x +3x_3+—1‘3+x2—1) dm——3 +§x —3x+/—x3+x2_1daj.

Az 1. egyenl6ség a maradékos osztas, a 2. egyenl&ségnél tagonként osztottunk a neve-
z6vel, a 3. egyenlGségnél pedig tagonként integraltunk.



1. LEPES: A szamlal6 és a nevez6 fokszamanak 8sszehasonlitasa

1. eset: Ha a racionélis tortfiiggvény szamlaléjanak legalabb akkora a fokszama, mint a
nevezdé, akkor a szamlalot osszuk el maradékosan a nevezével, és a kdvetkezs példaban

latott médon alakitsuk a tortet , hanyadospolinom + % alakra:

2° + 4ot — 22 + 1 (2 + 3z —3) (a3 +2%2 - 1)+ (4a® + v — 2)
dl’: daj:
3+ 2?2 —1 3+ 2?2 —1
422 +x —2 3 3 4% + 2 -2
2 _ 2
J (2 rar s g ar= Gy [

Mivel polinomok maradékos osztasanal a maradék alacsonyabb foki polinom, mint ami-
vel osztottunk, ezért a fenti eljaras utan mar ,csak” egy olyan racionalis tortfiiggvény
integraljat kell kiszamolnunk, amelyben a szamlalé alacsonyabb fokid, mint a nevezé.
Ezen integral kiszamitasahoz lépjiink tovabb a 2. lépésre.



1. LEPES: A szamlal6 és a nevez6 fokszamanak 8sszehasonlitasa

1. eset: Ha a racionélis tortfiiggvény szamlaléjanak legalabb akkora a fokszama, mint a
nevezdé, akkor a szamlalot osszuk el maradékosan a nevezével, és a kdvetkezs példaban

latott médon alakitsuk a tortet , hanyadospolinom + % alakra:

2° + 4ot — 22 + 1 (2 + 3z —3) (a3 +2%2 - 1)+ (4a® + v — 2)
dl’: daj:
3422 —1 3422 -1
/ 2 3 3+4;172+17—2 p x3+32 5 +/4:L72+:172d
x T — ————— | dv = —+ -z -3z ———dx.
w3+ —1 3 2 3+ —1

Mivel polinomok maradékos osztasanal a maradék alacsonyabb foki polinom, mint ami-
vel osztottunk, ezért a fenti eljaras utan mar ,csak” egy olyan racionalis tortfiiggvény
integraljat kell kiszamolnunk, amelyben a szamlalé alacsonyabb fokid, mint a nevezé.
Ezen integral kiszamitasahoz lépjiink tovabb a 2. lépésre.

2. eset: Ha a kiindulasi racionalis tortfiiggvény szamlaléjanak eleve kisebb a fokszama,

mint a nevezdé, akkor egybdl ugrunk a 2. |lépésre ezzel a fiiggvénnyel.



2. LEPES: A nevezé (irreducibilis) szorzatta alakitasa

Az 1. lépés (egy esetleges polinomosztas) utan egy olyan tortfiiggvényt kell integralnunk,
amelyben a szamlalé alacsonyabb fokd, mint a nevezé.



2. LEPES: A nevezé (irreducibilis) szorzatta alakitasa

Az 1. lépés (egy esetleges polinomosztas) utan egy olyan tortfiiggvényt kell integralnunk,
amelyben a szamlalé alacsonyabb fokd, mint a nevezé.

A 2. lépésben irreducibilis szorzatta alakitjuk a tortfiiggvény nevezgjét:

3 2 . L1 .
Példaul ha az 1. lépés utan az %}?ﬁ;m tortfiiggvényt kell integralni, akkor ezt
kapjuk:

23— 92?2 + 650 — 15 a3 — 92?2 + 652 — 15
20 — 823 + 54 2(w — 3)%(22 + 27 +3)




2. LEPES: A nevezé (irreducibilis) szorzatta alakitasa

Az 1. lépés (egy esetleges polinomosztas) utan egy olyan tortfiiggvényt kell integralnunk,
amelyben a szamlalé alacsonyabb fokd, mint a nevezé.

A 2. lépésben irreducibilis szorzatta alakitjuk a tortfiiggvény nevezgjét:

2°—92°+652—15

Példaul ha az 1. lépés utan az Sy

kapjuk:

tortfiggvényt kell integralni, akkor ezt

23— 92?2 + 650 — 15 a3 — 92?2 + 652 — 15
20 — 823 + 54 2(w — 3)%(22 + 27 +3)

Integralasnal kiemelhetjiik a nevezé konstans tényezgjét:
/ 23 — 922 + 652 — 15 1/:63—9:1:2+65x—15
T == x
2(x — 3)%(22 + 22+ 3) 2) (x—=3)2(a2+20+3)

igy a kovetkez6 lepésben mar feltehetjiik, hogy az integralandé tértfiiggvény nevezéjének
irreducibilis szorzat alakjaban a konstans tényezé 1.




3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

Az el6z6 lépések utan egy olyan racionalis tortfliggvényt kell integralni, amelyben
e a szamlal6 alacsonyabb foki, mint a nevezé;
e a nevezd irreducibilis szorzat alakjat meghataroztuk, melyben a konstans tényezé 1.



3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

Az el6z6 lépések utan egy olyan racionalis tortfliggvényt kell integralni, amelyben
e a szamlal6 alacsonyabb foki, mint a nevezé;

e a nevezd irreducibilis szorzat alakjat meghataroztuk, melyben a konstans tényezé 1.

A lényeg az, hogy minden fenti tulajdonsagi racionalis tortfliggvény eléallithaté ,egysze-
riibb" racionalis tortfliggvények (an. parcialis tortek) dsszegeként, amelyeket egyszeriibb
integralni. Példaul:

z® — 9% + 652 — 15 ~1 7 27 — 5

(z —3)%(2? + 22 + 3) x—3+(a:—3)2+$2+2x+3




3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

Az el6z6 lépések utan egy olyan racionalis tortfliggvényt kell integralni, amelyben
e a szamlal6 alacsonyabb foki, mint a nevezé;
e a nevezd irreducibilis szorzat alakjat meghataroztuk, melyben a konstans tényezé 1.

A lényeg az, hogy minden fenti tulajdonsagi racionalis tortfliggvény eléallithaté ,egysze-
riibb" racionalis tortfliggvények (an. parcialis tortek) dsszegeként, amelyeket egyszeriibb
integralni. Példaul:

z® — 9% + 652 — 15 ~1 7 27 — 5

(z —3)%(2? + 22 + 3) x—3+(a:—3)2+$2+2x+3

Ezt a parcidlis tortekre bontast végezziik el a 3. Iépésben, mely folyamat részleteit a
kovetkezé didkon ismertet;jiik.



3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

Teétel. Legyen E)

) €8y olyan racionalis tortfiiggvény, amelyre p(z) foka < ¢(z) foka.
Tegyiik fel tovabba, hogy a q(z) nevezd irreducibilis szorzat alakja
g(@) = (miz +d)" - (mex + do)Fe - (a12® + bz + )P - (ar?® + bz + )™

(tehat C' = 1). Ekkor a % fliggvény felirhaté

plz) A1 A2 . Aq g,

)

= + .- _|._ PR — S
qlz) miz+dy  (mix+ dp)? (mix 4 dp)=

+ As,l A8,2 Foee gt s,ks
msx +ds (Mg + dg)? (msz + dg)ks
Biar+C11 Bior 4+ Ch2 . Bigx+ Cryp,
a1r2 + bz +c1 (122 + bz + c1)? (@122 + b1z + 1)
Biix + Ci 1 Biox + Cio o By g, + Cyp,
ar2 + b+ (apw2 + ber + c4)? (apr2 + by + )

alakban valamely Ay 1,..., Ay, Bi1,..., B, Ci1,...,Cpy, konstansokra.




3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

Teétel. Legyen E)

) €8y olyan racionalis tortfiiggvény, amelyre p(z) foka < ¢(z) foka.
Tegyiik fel tovabba, hogy a q(z) nevezd irreducibilis szorzat alakja

q(z) = (mix + dl)kl o (msz + ds)kS . (a1x2 + bix + cl)é1 . .'((I,tJI,’Q + bix + (;t)ét

(tehat C' = 1). Ekkor a % figgvény felirhaté
p(z) A A2 T Al g,
qlz) miz+dy  (mix+ dp)? (miz 4 dy)=
As.l As 2 AS ks
+ L R —
mst +ds  (msz + ds)? (msx + dg)ks
Biix+ Cr1 Biox + Cip2 . By gz + Cryp,
a1r2 + bz +c1 (172 + bz + c1)? (@122 + bz + 1)
Bt.’] 5 - Ct,l Btﬁg.’lf aF Ct,Q Bt7gt17 T Ot,é‘t
2 + 2 g Tt 2 Y
ax? +bx + ¢ (ar? + bix + ) (arx? 4 brx + )

alakban valamely Ay 1,..., Ay, Bi1,..., B, Ci1,...,Cpy, konstansokra.




3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

Grrr, ki sem fér rendesen egy diara a tétel, és tal formalis. Nézziink inkabb példakat:

a8+ 32° — 1ot +152° — 2222 + 222 -1 4 P B S 0 G
(x —1)3(22 +1)2 Car-1 (z-12 (z-1p3  a2+1 (22 +1)2




3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

Grrr, ki sem fér rendesen egy diara a tétel, és tal formalis. Nézziink inkabb példakat:

204+ 32% — 142t +150% — 2222+ 222 -1 4 P B S G
(x —1)3(22 +1)2 Cz-1 (z-12 (z-1p3  a22+1 (22 +1)2

Tehat a felbontand6 racionalis tortfliggvény nevezéjének irreducibilis faktorizaciéjaban
szerepl6 minden (polinomhatvany) tényezéhéz egy Gsszeg tartozik a parcialis tortekre
bontasban:

o Egy (mx+d)* alaki, azaz egy els6foki polinom alapt tényez6hoz egy k tagi 6sszeg
tartozik, mely tagok nevezéi rendre a (ma+d)', (maz+d)?, (mz+d)*, ..., (mz+d)"
polinomok, a tagok szamlaléi pedig konstansok (konkrét valés szamok).

o Egy (az’+bx+c)" alaki, azaz egy gyoknélkiili masodfoki polinom alapt tényezéhdz
egy / tagl osszeg tartozik, mely tagok nevezgi rendre az

(ax? + bz +¢)', (az? +br 4 ¢), (ax® + bz +¢)°, ..., (az® + bz + ¢)'

polinomok, a tagok szamlaléi pedig elséfoka polinomok.



3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

Grrr, ki sem fér rendesen egy diara a tétel, és tal formalis. Nézziink inkabb példakat:

204+ 32% — 142t +150% — 2222+ 222 -1 4 P B S G
(x—1)3(22 +1)2 Cz-1 (z-12 (z-1p3  a22+1 (22 +1)2

Na de hogy lehet a parcialis tortek szamlalsit kiszamolni? Ezt mindjart targyaljuk rész-
letesen. Addig is:
https://www.emathhelp.net/calculators/algebra-2/partial-fraction-decomposition-calculator/
En is ezzel ellendriztem/szamoltam a prezentaciéban szereplé parcialis tortekre bonta-

sokat.


https://www.emathhelp.net/calculators/algebra-2/partial-fraction-decomposition-calculator/

3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

Grrr, ki sem fér rendesen egy diara a tétel, és tal formalis. Nézziink inkabb példakat:

204+ 32% — 142t +150% — 2222+ 222 -1 4 P B S G
(x—1)3(22 +1)2 Cz-1 (z-12 (z-1p3  a22+1 (22 +1)2

23— 922 + 652 — 15
(r — 3)%(22 + 22 + 3)




3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

Grrr, ki sem fér rendesen egy diara a tétel, és tal formalis. Nézziink inkabb példakat:

204+ 32% — 142t +150% — 2222+ 222 -1 4 P B S G
(x—1)3(22 +1)2 Cz-1 (z-12 (z-1p3  a22+1 (22 +1)2
2% — 922 + 652 — 15 A B Cz+ D

(x — 3)2(22 + 22 + 3) x—3+(x—3)2+x2+2x—|—3



3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

Grrr, ki sem fér rendesen egy diara a tétel, és tal formalis. Nézziink inkabb példakat:

204+ 32% — 142t +150% — 2222+ 222 -1 4 P B S G
(x—1)3(22 +1)2 Cz-1 (z-12 (z-1p3  a22+1 (22 +1)2
2% — 922 + 652 — 15 ~1 7 2z — 5

(x — 3)2(22 + 22 + 3) x—3+(x—3)2+x2+2x—|—3



3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

Grrr, ki sem fér rendesen egy diara a tétel, és tal formalis. Nézziink inkabb példakat:

204+ 32% — 142t +150% — 2222+ 222 -1 4 P B S G
(x—1)3(22 +1)2 Cz-1 (z-12 (z-1p3  a22+1 (22 +1)2
2% — 922 + 652 — 15 ~1 7 2z — 5

(x — 3)2(22 + 22 + 3) x—3+(x—3)2+x2+2x—|—3

Tr +4
(2z +3)(bxr — 1)




3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

Grrr, ki sem fér rendesen egy diara a tétel, és tal formalis. Nézziink inkabb példakat:

204+ 32% — 142t +150% — 2222+ 222 -1 4 P B S G
(x—1)3(22 +1)2 Cz-1 (z-12 (z-1p3  a22+1 (22 +1)2
2% — 922 + 652 — 15 ~1 7 2z — 5

(x — 3)2(22 + 22 + 3) x—3+(x—3)2+x2+2x—|—3

Tx + 4 A n B
(2 4+3)(5r—1) 22+3 bxr—1




3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

Grrr, ki sem fér rendesen egy diara a tétel, és tal formalis. Nézziink inkabb példakat:

204+ 32% — 142t +150% — 2222+ 222 -1 4 P B S G
(x—1)3(22 +1)2 Cz-1 (z-12 (z-1p3  a22+1 (22 +1)2
2% — 922 + 652 — 15 ~1 7 2z — 5

(x — 3)2(22 + 22 + 3) x—3+(x—3)2+x2+2x—|—3

Tr+4 _13/17 N 27/17
(22 4+3)(5r—1) 22+3 bxr—1




3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

Grrr, ki sem fér rendesen egy diara a tétel, és tal formalis. Nézziink inkabb példakat:

a8 +325 — 142t + 1503 — 222° + 222 — 1 4 P B S S
(x—1)3(22 +1)2 Cz-1 (z-12 (z-1p3  a22+1 (22 +1)2
2% — 922 + 652 — 15 ~1 7 2z — 5

(x — 3)2(22 + 22 + 3) x—3+(x—3)2+x2+2x—|—3

Tr+4 _13/17 N 27/17
(22 4+3)(5r—1) 22+3 bxr—1

3r —4 _ .
(2r +5)2



3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

Grrr, ki sem fér rendesen egy diara a tétel, és tal formalis. Nézziink inkabb példakat:

a8 +325 — 142t + 1503 — 222° + 222 — 1 4 P B S S
(x—1)3(22 +1)2 Cz-1 (z-12 (z-1p3  a22+1 (22 +1)2
2% — 922 + 652 — 15 ~1 7 2z — 5

(x — 3)2(22 + 22 + 3) x—3+(x—3)2+x2+2x—|—3

Tr+4 _13/17 N 27/17
(22 4+3)(5r—1) 22+3 bxr—1

3r—4 A N B
(2 +5)2  2x+5 (27 +5)2




3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

Grrr, ki sem fér rendesen egy diara a tétel, és tal formalis. Nézziink inkabb példakat:

204+ 32% — 142t +150% — 2222+ 222 -1 4 P B S G
(x—1)3(22 +1)2 Cz-1 (z-12 (z-1p3  a22+1 (22 +1)2
2% — 922 + 652 — 15 ~1 7 2z — 5

(x — 3)2(22 + 22 + 3) x—3+(x—3)2+x2+2x—|—3

Tr+4 _13/17 N 27/17
(22 4+3)(5r—1) 22+3 bxr—1

3v—4  3/2 —23/2
(2 4+5)2  2z+5 (2r+5)2




3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

Grrr, ki sem fér rendesen egy diara a tétel, és tal formalis. Nézziink inkabb példakat:

204+ 32% — 142t +150% — 2222+ 222 -1 4 P B S G
(x—1)3(22 +1)2 Cz-1 (z-12 (z-1p3  a22+1 (22 +1)2
2% — 92% 4 65z — 15 —1 7 2r — 5

(x — 3)2(22 + 22 + 3) a7—3+(a7—3)2+x2+2x—|—3

T4 1317 27)17
(22 4+3)(5r—1) 22+3 bxr—1

3v—4  3/2 —23/2
(2 4+5)2  2z+5 (2r+5)2

Fontos. Ne felejtsiik el, hogy csak akkor lehet a fenti médon parcialis tortekre bontani
egy racionalis tortfiiggvényt, ha a szamlalé alacsonyabb fokd polinom, mint a nevezd!
(A nevez fokszamat a szorzatta alakitdas ELOTT azonnal latjuk.)



3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

A % tortfiiggvény parcialis tortekre bontasanak részletes szamolasa:



3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

A % tortfiiggvény parcialis tortekre bontasanak részletes szamolasa:

A tétel megmondja, hogy milyen alakban keressiik a felbontast:
Tr +4 A n B
(22 4+3)(5r—1) 22+3 bHxr—1

Nekiink ,csak” az A és B szamokat kell megvalasztani Ggy, hogy egyenléség teljesiiljon.




3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

A @mj?f)% tortfiiggvény parcialis tortekre bontasanak részletes szamolasa:

A tétel megmondja, hogy milyen alakban keressiik a felbontast:
w4 A B
(22 4+3)(5r—1) 22+3 bHxr—1

Nekiink ,csak” az A és B szamokat kell megvalasztani agy, hogy egyenléség teljesiiljon.

Tetsz6leges A, B szamok esetén , kiszamoljuk” a jobb oldalt:

A N B
2r+3 br—1




3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

A @mj?f)% tortfiiggvény parcialis tortekre bontasanak részletes szamolasa:

A tétel megmondja, hogy milyen alakban keressiik a felbontast:
w4 A B
(22 4+3)(5r—1) 22+3 bHxr—1

Nekiink ,csak” az A és B szamokat kell megvalasztani agy, hogy egyenléség teljesiiljon.

Tetsz6leges A, B szamok esetén , kiszamoljuk” a jobb oldalt:
A N B A(br—1)+ B2z +3)
20+3 br—1  (20+3)(5x—1)

e Kozos nevezére hozunk. (A kdzds nevezd az eredeti nevezd lesz.)



3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

A Tr+4

273) (5=T) tortfiiggvény parcialis tortekre bontasanak részletes szamolasa:

A tétel megmondja, hogy milyen alakban keressiik a felbontast:
Tr +4 A n B
(22 4+3)(5r—1) 22+3 bHxr—1

Nekiink ,csak” az A és B szamokat kell megvalasztani Ggy, hogy egyenléség teljesiiljon.

Tetsz6leges A, B szamok esetén , kiszamoljuk” a jobb oldalt:
A B Az —1)+ B2z +3) (bA+2B)x+ (—A+3B)

2+3 i1 (2r +3)(bx —1) (27 + 3)(5x — 1)

e Kozos nevezére hozunk. (A kdzds nevezd az eredeti nevezd lesz.)

e A szamlaléban felbontjuk a zargjeleket, és kiszamoljuk a szamlalébeli polinom egyiitt-
hatéit (hany « van, hany 22, mi a konstans tag, stb.):

Az — 1)+ B(2x +3) =5Ax — A+ 2Bx + 3B = (5A+2B)x + (—A+ 3B)



3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

A @xf?f)% tortfiiggvény parcialis tortekre bontasanak részletes szamolasa:

A tétel megmondja, hogy milyen alakban keressiik a felbontast:
Twed A B
(22 4+3)(5r—1) 22+3 bHxr—1

Nekiink ,csak” az A és B szamokat kell megvalasztani agy, hogy egyenléség teljesiiljon.

Tetsz6leges A, B szamok esetén , kiszamoljuk” a jobb oldalt:

A B Az —1)+ B2z +3) (bA+2B)z+ (—A+3B)

2+3 i1 2z +3)(5x—1) (22 + 3)(bx — 1)

A szamlal6é akkor lesz a kivant 7z + 4 polinom, ha 5A + 2B =7 és —A + 3B = 4.
Keressiink ilyen A és B szamokat:

bA+2B =17

—-A+3B=14



3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

Tx+4
A (2$+?;r) (5z—1)

A tétel megmondja, hogy milyen alakban keressiik a felbontast:
Tx +4 A B
@x+$@x—m_2x+3+5x—1
Nekiink ,csak” az A és B szamokat kell megvalasztani Ggy, hogy egyenléség teljesiiljon.

tortfiiggvény parcialis tortekre bontasanak részletes szamolasa:

Tetsz6leges A, B szamok esetén , kiszamoljuk” a jobb oldalt:

A B ABr—-1)+B2x+3) (BA+2B)xz+ (—A+3D)

20+3 i1 (22 +3)(5x—1) (22 + 3)(5x — 1)

A szamlal6é akkor lesz a kivant 7z + 4 polinom, ha 5A + 2B = 7 és —A + 3B = 4.
Keressiink ilyen A és B szamokat:

{5A+2B:7 13 27

— A:_ —
—A+3B=14 17’ 17

e A kapott egyenletrendszer megoldasa ad egy j6 A-t és B-t: Pl. a 2. egyenletbdl
kifejezzitk az A-t B-vel, majd ezt beirjuk az 1. egyenletbe . ..



3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

Tx+4
A (2$+?;r) (5z—1)

A tétel megmondja, hogy milyen alakban keressiik a felbontast:
Tr+4 A B 13/17  27/17

(224 3)(5r —1) 2z+3 L R P e —

Nekiink ,csak” az A és B szamokat kell megvalasztani tgy, hogy egyenléség teljesiiljon.

tortfiiggvény parcialis tortekre bontasanak részletes szamolasa:

O

Tetsz6leges A, B szamok esetén , kiszamoljuk” a jobb oldalt:

A B Az —-1)+BQ2r+3) (BA+2B)z+(—-A+3DB)

20 +3 br—1  (2e4+3)(br—1) (22 4+ 3)(5x — 1)

A szamlalé akkor lesz a kivant 7z + 4 polinom, ha 5A + 2B =7 és —A + 3B = 4.
Keressiink ilyen A és B szamokat:

{5A+ZB:7 13 27

A== -
_A+3B=4 — 17 17

e A kapott egyenletrendszer megoldasa ad egy j6 A-t és B-t: Pl. a 2. egyenletbdl
kifejezziik az A-t B-vel, majd ezt beirjuk az 1. egyenletbe ... KESZ.



3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

A3m4

Br15)? tortfiiggvény parcialis tortekre bontasanak részletes szamolasa:



3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

A (23‘”+54)2 tortfliggvény parcialis tortekre bontasanak részletes szamolasa:

A tétel megmondja, hogy milyen alakban keressiik a felbontast:
-4 A B
(2 +5)2  2z+5 (224 5)2

Nekiink ,csak” az A és B szamokat kell megvalasztani tgy, hogy egyenl6ség teljesiiljon.




3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

3x—4
A Gurs)

A tétel megmondja, hogy milyen alakban keressiik a felbontast:
3vr—4 A N B
(2 +5)2  2z+5 (224 5)2

Nekiink ,csak” az A és B szamokat kell megvalasztani tgy, hogy egyenl6ség teljesiiljon.

I tortfiggvény parcialis tortekre bontasanak részletes szamolasa:

Tetsz6leges A, B szamok esetén , kiszamoljuk” a jobb oldalt:

A N B B
20 +5 (20 +5)2




3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

3x—4
A Gurs)

A tétel megmondja, hogy milyen alakban keressiik a felbontast:
3vr—4 A N B
(2 +5)2  2z+5 (224 5)2

Nekiink ,csak” az A és B szamokat kell megvalasztani tgy, hogy egyenl6ség teljesiiljon.

I tortfiggvény parcialis tortekre bontasanak részletes szamolasa:

Tetsz6leges A, B szamok esetén , kiszamoljuk” a jobb oldalt:
A, B _AQ+5)+DB
20 +5  (2z+5)2  (2v+5)2

e Kbz6s nevezére hozunk. (A kozds nevezd az eredeti nevezé lesz.)



3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

3x—4
A Gurs)

A tétel megmondja, hogy milyen alakban keressiik a felbontast:
-4 A B
(2 +5)2  2z+5 (224 5)2

Nekiink ,csak” az A és B szamokat kell megvalasztani tgy, hogy egyenl6ség teljesiiljon.

I tortfiggvény parcialis tortekre bontasanak részletes szamolasa:

Tetszbleges A, B szamok esetén , kiszamoljuk” a jobb oldalt:

A B AQ45)+B_ 241+ (544 B)
2z +5 (22 +5)2 (22 + 5)? (22 +5)?

e Kbz6s nevezére hozunk. (A kozds nevezd az eredeti nevezé lesz.)

e A szamlaloban felbontjuk a zaréjeleket, és kiszamoljuk a szamlalébeli polinom egyiitt-
hatéit (hany x van, hany x?, mi a konstans tag, stb.):

A2z +5)+ B =2Ax +5A+ B =2Ax+ (5A+ B)



3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

3z—4
A (2§+5)‘2

tortfiiggvény parcialis tortekre bontasanak részletes szamolasa:

A tétel megmondja, hogy milyen alakban keressiik a felbontast:
3v—4 A N B
(22 +5)2  2z+5 (224 5)2

Nekiink ,csak” az A és B szamokat kell megvalasztani tgy, hogy egyenl6ség teljesiiljon.

Tetsz6leges A, B szamok esetén , kiszamoljuk” a jobb oldalt:
A B ARr+5)+B  2Ar+ (5A + B)

2w +5 (2z+5)2 (2 +5)2 (22 +5)2

A szamlal6 akkor lesz a kivant 3z — 4 polinom, ha 2A = 3 és 5A + B = —4. Keressiink
ilyen A és B szamokat:

2A=3
b5A+B=—-4



3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

3x—4
A Gurs)

A tétel megmondja, hogy milyen alakban keressiik a felbontast:
3r — 4 A B

Q452 2045 (20 15)
Nekiink ,csak” az A és B szamokat kell megvalasztani agy, hogy egyenléség teljesiiljon.

I tortfiggvény parcialis tortekre bontasanak részletes szamolasa:

Tetsz6leges A, B szamok esetén , kiszamoljuk” a jobb oldalt:
A N B AQx+5)+B  2Ax+ (5A+ B)
20+5  (2z+5)?2  (2z+5)2 (20 +5)?

A szamlal6 akkor lesz a kivant 3z — 4 polinom, ha 2A = 3 és 5A + B = —4. Keressiink
ilyen A és B szamokat:

24 =3 3 —23
2

e A:
5A+ B =—4

e A kapott egyenletrendszer megoldasa ad egy j6 A-t és B-t: Az 1. egyenletbél azonnal
megkapjuk, hogy A = 3/2, majd ennek ismeretében a 2. egyenletbsl B értékét.



3. LEPES: Parcialis tortekre bontas

3x—4
A Gurs)

A tétel megmondja, hogy milyen alakban keressiik a felbontast:
3z —4 A B 3/2 —23/2

Q452 2045 @152 2045 (2045)

Nekiink ,csak” az A és B szamokat kell megvalasztani Ggy, hogy egyenléség teljesiiljon.

I tortfiggvény parcialis tortekre bontasanak részletes szamolasa:

0

Tetsz6leges A, B szamok esetén , kiszamoljuk” a jobb oldalt:

A B A2z +5)+ B 2Ax+ (bA+ B)
+ = =
20 +5 (22 +45)2 (22 + 5)? (2z + 5)2

A szamlalé akkor lesz a kivant 3z — 4 polinom, ha 2A = 3 és 5A + B = —4. Keressiink
ilyen A és B szamokat:

24 =3 3 —23
2

— |A=-, B=—
5A+B=—4 2

e A kapott egyenletrendszer megoldasa ad egy j6 A-t és B-t: Az 1. egyenletbél azonnal
megkapjuk, hogy A = 3/2, majd ennek ismeretében a 2. egyenletbs| B értékét. KESZ.



4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

Az integralandé tortfiiggvény parcialis tortekre bontasa utan tagonként integralunk.

Példaul,
% — 922 + 65z — 15 -1 7 2r — 5
d = d =
/(x—3)2(x2+2x—|—3) . /(x—3+(x—3)2+x2+2x+3) v

1 7 9% — 5
— d ' 4 0
/x—S x+/(:€—3)2 x+/x2—|—2x—|—3 .




4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

Az integralandé tortfiiggvény parcialis tortekre bontasa utan tagonként integralunk.

P&ldaul,
23 — 922 + 65z — 15 -1 7 2z — 5
d = d =
/(x—3)2(x2+2x—|—3) . /(x—3+(x—3)2+x2+2x+3) v
~1 7 2z — 5
= d —_d e
/ZL‘—?) x+/(x—3)2 x+/x2+2x—|—3 v

A parcialis torteket a korabbi 6rak alapjan ki tudjuk integralni. Ezt részletezziik a ko-
vetkezékben.




4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

Az integrélandé tortfiiggvény parcialis tortekre bontasa utan tagonként integralunk.

1. Egy f - dx alakd integral kiszamolasahoz y = ma+d (linearis) helyettesitést

végziink ezzel az f o dy integralra vezetjiik vissza a problémat (ami mar megy).




4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

Az integrélandé tortfiiggvény parcialis tortekre bontasa utan tagonként integralunk.

1. Egy f - dx alakd integral kiszamolasahoz y = ma+d (linearis) helyettesitést

végziink ezzel az f o dy integralra vezetjiik vissza a problémat (ami mar megy).

Példak.
2 2 1 2 1 2 2
dr= [ 2. Zdy=2 [ Zdy=21nly| = ZIn|3z + 4| +c.
/3x+4m /y3y S/yy 3Inlyl = ginf3z+4+

d 1
y = 32 + 4 helyettesités  ~ dﬁ —(Br+4) =3 ~ dr= S dy
X




4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

Az integrélandé tortfiiggvény parcialis tortekre bontasa utan tagonként integralunk.

- dx alakd integral kiszamolasahoz y = ma+d (linearis) helyettesitést

1. Egyf
dy integralra vezetjiik vissza a problémat (ami mar megy).

végziink ezzel az f o

9 9 1 9 1 9 9
dr= |2 Zdy=2[2dy=ZInlyl = 1|3z +4| +c.
/3x+4m /y3y S/yy gyl = g3z +4 +c

2 2 1 2 [ 1 2
— = _de= | = cdy== | Zdy== [y Pdy=
/(3x+4>5x/y53y3/y5y3/y /

Példak.




4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

Az integrélandé tortfiiggvény parcialis tortekre bontasa utan tagonként integralunk.

1. Egy f - dx alakd integral kiszamolasahoz y = ma+d (linearis) helyettesitést

végziink ezzel az f o dy integralra vezetjiik vissza a problémat (ami mar megy).

Az el6z6 szamolasokat paraméteresen (szamok helyett , betiikkel”) megcsinalva kapjuk:

Ne tanuljuk be:

A
z=—In|mz+d| +c.
mx + d m

A 1
T dr=- ha k > 2.
/(mx+d)k S Py 1 S A




4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

Az integrélandé tortfiiggvény parcialis tortekre bontasa utan tagonként integralunk.

1. Egy f - dx alakd integral kiszamolasahoz y = ma+d (linearis) helyettesitést

végziink ezzel az f o dy integralra vezetjiik vissza a problémat (ami mar megy).

Az el6z6 szamolasokat paraméteresen (szamok helyett , betiikkel”) megcsinalva kapjuk:

Ne tanuljuk be:

A
z=—In|mz+d| +c.
mx + d m

A 1
T dr=- ha k > 2.
/(mx+d)k S Py 1 S A

Osszegzés. Az | ﬁ dz integral az [ ik dx integralhoz hasonléan viselkedik:
o k=1 esetén az [ —~— du integral az In |mx + d| fuggveny konstansszorosa (+¢);

— fgv konstansszorosa (+c).

dx integral az W

o k> 2 esetén pedig az f ﬁ




4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

2. Az % alaka tértek integralasa (ahol a nevezében gydknélkiili masodfoka

polinom hatvanya szerepel) komplikaltabb. Lépésrél lépésre haladunk:

Bx +C
2/a. (Az/(=1,b=0 t. de =7
/a. (Az ese)/alﬂ_‘_c x
Bx +C
2/b. (Az ¢ =1, tetszdl b te. —F—dr =7
/b. (Az etszGleges esee)/aa:2+b$—|—c x

B
2/c. (Az (> 2 eset.) / (axzf;_xi oL de =7




4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

2/a. Egy f BX+C dz alakd integralnal a szamlalét osszuk le tagonként a nevezével,
majd az ,,elso tag integralasa az y = ax® + c helyettesités utan az f Y dy = In|y|
alapintegralra vezet, a ,masodik tag" integralasa a C' és c¢ konstansok kiemelése és
linearis helyettesités utan az [ z++1 dz = arctg(z) alapintegralra vezet.




4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

2/a. Egy f BX+C dz alakd integralnal a szamlalét osszuk le tagonként a nevezével,

majd az ,,eIso tag integralasa az y = ax® + c helyettesités utan az f . dy = In|y|
alapintegralra vezet, a ,masodik tag" integralasa a C' és c¢ konstansok kiemelése és
linearis helyettesités utan az [ z++1 dz = arctg(z) alapintegralra vezet.

3r+4 3x 4
dr = | =254 _t g
/5x2+6 /5:1:'2 6 $+/5x2+6 v




4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

2/a. Egy f BX+C dz alakd integralnal a szamlalét osszuk le tagonként a nevezével,
majd az ,,eIso tag integralasa az y = ax® + c helyettesités utan az f . dy = In|y|
alapintegralra vezet, a ,masodik tag" integralasa a C' és c¢ konstansok kiemelése és
linearis helyettesités utan az [ z++1 dz = arctg(z) alapintegralra vezet.

dr =747

/3x—|—4d / 3 dl’—i—/ 4
52246 522 + 6 522 46

31 3 3 1 3 (1 3
: — [ 2. = — 2
/5x2+6d /5:[,-2 g /y oW =1 ) ;W= pnll=

d
y = 52% + 6 helyettesités  ~ d_y = (5x2 +6) =10z ~ azdr= 1—0 dy
x



4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

2/a. Egy f BX+C dz alakd integralnal a szamlalét osszuk le tagonkent a nevezdvel,

majd az ,,elso ta integralasa az y = ax? + ¢ helyettesités utan az [Ldy = In
j g integ y = y ydy =1y

alapintegralra vezet, a ,masodik tag" integralasa a C' és c¢ konstansok kiemelése és

linearis helyettesités utan az [ z++1 dz = arctg(z) alapintegralra vezet.

dr =747

/333—|—4d / 3 d +/ 4
x
52246 522 + 6 522 46

31 3 3 1 3 (1 3
: — [ 2. = — 2
/5x2+6d /5:[:2 g /y oW =1 ) ;W= pnll=

3 3
= Eln|5x2 + 6] = 1—0111(5x2 +6) + c.

d
y = 52% + 6 helyettesités  ~ d_y = (5x2 +6) =10z ~ azdr= 1—0 dy
x

In 522 + 6| = In(522 + 6), mivel 522 4+ 6 > 0 teljesiil minden z-re



4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

2/a. Egy f BX+C dz alakd integralnal a szamlalét osszuk le tagonként a nevezével,

majd az ,,eIso tag integralasa az y = ax® + c helyettesités utan az f . dy = In|y|
alapintegralra vezet, a ,masodik tag" integralasa a C' és c¢ konstansok kiemelése és
linearis helyettesités utan az [ z++1 dz = arctg(z) alapintegralra vezet.

3r+4 3 4
dz d der =747
/5x2+6 /5:c2 6 x+/5:1:2+6 reat
4 4 1 4 1 4 1 6
/ dx —/5 dx:—/—d:c:—/—-\/idz:
9.2 2 2
522 46 6 o +1 6 (\/§x> 1 6J) z2+1V5H
4 1 4 4 5%
= —— | ——dz = ——arctg(z) = ——arct \/7”1‘ + c.
\/30/ 2241 V30 82) V30 g< 6 )

\/g helyettesités dz ( > )/ > d \/E d
= —_ Ay _— = — = —_ A T = — z
TVt Y dz 6 6 5




4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

2/a. Egy f BX+C dz alakd integralnal a szamlalét osszuk le tagonként a nevezével,
majd az ,,eIso tag integralasa az y = ax® + c helyettesités utan az f . dy = In|y|
alapintegralra vezet, a ,masodik tag" integralasa a C' és c¢ konstansok kiemelése és
linearis helyettesités utan az [ z++1 dz = arctg(z) alapintegralra vezet.

3x+4 3x 4
dx d de— 747
/5x2+6 /5:c2 6 x+/5:1:2+6 Tt

A két sziikséges integral kiszamitasaval azt kaptuk, hogy

3x+4 3x 4
dz d I
/5x2+6 /5952 6 I+/5x2+6 !

3 (522 + 6) + — t(5)+
= — In ——=alC C.
T /30 e\




4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

2/b. Egy [ #;ﬁc dx alakl integral esetén a (gydknélkiili) nevezét alakitsuk teljes

négyzetté, majd y = x + % linearis helyettesités utan az el6z6 2/a. esetben latott
alakhoz jutunk (a nevezébél eltiinik az elséfoka tag).




4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

2/b. Egy [ #;ﬁc dx alakl integral esetén a (gydknélkiili) nevezét alakitsuk teljes

négyzetté, majd y = x + % linearis helyettesités utan az el6z6 2/a. esetben latott
alakhoz jutunk (a nevezébél eltiinik az elséfoka tag).

6x + 7 6x + 7 6(y+1)+7 6y + 13
202 — 4w +5 2(x —1)2+3 292 + 3 292 + 3
6y 13 3, 13 2
= d e dy = = SIn(2y 4 3) + —arctg 1/ 5y) =
/2y2+3 y+/2y2+3 Y o In(2y”+3) + —arctg /3y

- ;ln(2(a@ —1)>+3) + %arctg(@(x — 1)) +c.

y = x — 1 helyettesités ~» dy=dx és r=y+1




4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

2/b. Egy #;;CM dx alakl integral esetén a (gydknélkiili) nevezét alakitsuk teljes

négyzetté, majd y = x + % linearis helyettesités utan az el6z6 2/a. esetben latott
alakhoz jutunk (a nevezébél eltiinik az elséfoka tag).

/ 6z + 7 J / 6z + 7 J /6(y+1)—|—7d /6y+13d
922 — 4z + 5 2(r —1)2+3 2213 ¥ 292 +3 Y

6y 13 3 13 >
= dy + dy=---==-In(2y*+3) + — t( —)——
/ 2y2 3 Yy / 2y2 3 Yy 9 n( Yy ) \/garc g 3y

gln(Z(x —1)>+3) + %arctg(\/g(x — 1)) +c.

Gondolkodnivalé. Fontos, hogy a 2/a-c. pontokban ismertetett médszerek a fenti
formaban csak akkor ,miikddnek”, ha a nevezében szereplé masodfokd polinom gydk-
nélkili. (Ha nem az lenne, nem is jelenne meg arctg a végeredményben!) Hol akadna
el példaul az ezen a dian ismertett szamolas, ha a nevezében olyan polinom lenne,
amelynek van gydke?




4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

2/c. (Vazlat.) £ > 2 esetén az [ —BX+C 4z integral kiszamitasanak lépései:
(az2+bx+-c)t g€

o Teljes négyzetté alakitassal és y = x + % linearis helyettesitéssel a 2/b. esetben
latott médon | eltiintetjiik” a nevezd masodfoka polinomjabdl az elséfoka tagot.
e Majd a 2/a. esetben latottak analégiéjéra tagonkénti osztas és helyettesitések utan

az integralt az [ ﬁdm = —ﬁ e - alapintegralra és az f dx integralra

2+1)
vezetjiik vissza. Utébbi integral ,,trukkosen , de mechanlkusan kiszamolhaté.




4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

2/c. (Vazlat.) £ > 2 esetén az [ —BX+C 4z integral kiszamitasanak lépései:
(az2+bx+-c)t g€

o Teljes négyzetté alakitassal és y = x + % linearis helyettesitéssel a 2/b. esetben
latott médon | eltiintetjiik” a nevezd masodfoka polinomjabdl az elséfoka tagot.
e Majd a 2/a. esetben latottak analégiéjéra tagonkénti osztas és helyettesitések utan

az integralt az [ ﬁdx = —ﬁ e - alapintegralra és az f dx integralra

2+1)
vezetjiik vissza. Ut6bbi integral ,,trukkosen de mechanlkusan kiszamolhaté.

/ 6z +7 dx_/ 6z +7 dx_/6(y+1)+7d B
2202 4z +52 7 " ) 2z—12+32" " ) a2tz YT
6y + 13 6y / 13
- 2 gy= [ —2L 4 Y dy =
/(2 732 /<2y2+3>2 i) e

1 3/ 1 13 V3 1
z ) T A e
e gyt ) d

V2,

acale g 1 e 902 2
Helyettesitések: y = x — 1, 2 =2y + 3, u Vel



4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

Az f ﬁ dx integral kiszdmitasa ¢ > 2 esetén:

Tétel*. Ha ¢ > 2, akkor

1 i 20— 3 1
ey mere ) mre




4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

Az f ﬁ dx integral kiszdmitasa ¢ > 2 esetén:

Tétel*. Ha ¢ > 2, akkor

1 i 20— 3 1
ey mere ) mre

f—

2

/ L4 vl / L 4 T4 Lrctge 4o
— dr = —m— — xr = —arctgxr .
@2+ 1)2 22 +1)  2) 2241 22 +1) 2V



4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

Az f ﬁ dx integral kiszdmitasa ¢ > 2 esetén:

Tétel*. Ha ¢ > 2, akkor

1 i 20— 3 1
ey mere ) mre

f—

2:
/1 dr = ——— + 1/ L 4 T et 4
xr = — T = —arc xXr .

@2+ 1)2 22 +1)  2) 2241 22 +1) 28

£ = 3:

1 T 3 1
S A T N
/(x2+1)3 v 4(x2+1)2+4/($2+1)2 !

T n 3x L 3 toz 4+
—arctgxr .
422+ 1)2 8zt 1) 8UE




4. LEPES: A parcialis tortek integralasa

Az f m dx integral kiszdmitasa ¢ > 2 esetén:

Tétel*. Ha ¢ > 2, akkor

1 i 20— 3 1
ey mere ) mre

=2
/1d—m+1/1d T et 4
r = - T = —arctgr + ¢.
@2+ 1)2 22 +1)  2) 2241 22 +1) 28
0 —
1 T 3 1
L O ST N
/(x2+1)3 v 4(x2+1)2+4/($2+1)2 !
T n 3x +3 toz 4+
—arctgxr .
422+ 1)2 8zt 1) 8UE

£ —4,5,6 ... esetek: Hasonl6an kapjuk a fenti tétel segitségével az eggyel , korabbi"
(1-gyel kisebb kitevéjii) kiszamolt integral értékébdl.



Egy (nehéz) mintapélda

3 2
- —1
Feladat. / * 9" + 6oz 0 dr =7

xd — 423 + 27

A racionalis tortfiiggvények integralasanak hosszadalmas médszerét a fenti feladat vaz-
latos megoldasan keresztiil szemléltetjiik.

22

Ez egy nehéz feladat, a gyakorlaton és vizsgan ennél jéval egyszeriibb feladatokat kell
tudni megoldani! Azért valasztottuk ezt a feladatot, mert elég bonyolult az altalanos
moédszer elméletének szemléltetéséhez.



Egy (nehéz) mintapélda

, 2% — 922 + 65z — 15
Megoldas. / o L

X

1. LEPES: Ellenérizziik, hogy a szamlalé alacsonyabb foka-e, mint a nevezé (ha nem,
akkor polinomosztunk). v/



Egy (nehéz) mintapélda

Megolds /553—9x2+65x—15d /x3—9x2—|—65:13—15
egoldas. = X
& ot — 423+ 27 (z —3)2(22 + 22 + 3)

2. LEPES: Irreducibilis szorzatt4 alakitjuk a nevezét. (Ezt most szamitégéppel tettiik.)



Egy (nehéz) mintapélda
Megolds /553—9x2+65x—15d /x3—9m2+651:—15
S. =
cgoidd xt — 423 + 27 (z — 3)%(a? + 22+ 3)

/ —1 i 7 . 20 — 5 dx
r—3 (z—3)2 2242x+3

3. LEPES: Parcialis tortek dsszegére bontjuk a tortfiiggvényt. Tudjuk, hogy

A N B n Cx+D
r—3 (z—3)2 22+42r+3
alak lesz a parcialis tortekre bontas. Az A, B, C, D szamok értékét tgy valasztjuk meg,
hogy a kdzos nevezére hozas és a zaréjelek felbontasa utan a szamlalé 23 —922+652—15
legyen: z3-bsl 1 ,darab” legyen, 22-bél —9 ,darab”, stb. Ehhez egy négy egyenletbdl

allé négyismeretlenes linearis egyenletrendszert kellett megoldanunk.

€Tr =




Egy (nehéz) mintapélda

Megolds /553—9x2+65x—15d /x3—9x2—|—65:13—15
egoldas. —
& ot — 423+ 27 (z —3)2(22 + 22 + 3)

/ e R SR e T U
r—3 (z—3)2 2242x+3 B
—1 7 2 —5
d —d —d
/m—3 x+/(m—3)2 x+/m2+2x—|—3 v

4. LEPES: Integraljuk a parcialis torteket . ..

€Tr =




Egy (nehéz) mintapélda

Megolds /553—9x2+65x—15d /x3—9x2—|—65x—15d
egoldas. xr = Tr =
& ot — 423+ 27 (z —3)2(22 + 22 + 3)

/ e R SR e T U
r—3 (z—3)2 2242x+3 B
—1 7 2 —5
d 'y 0 =
/x—?) x+/(m—3)2 x+/m2+2x—|—3 v

—Injz — 3|+

4. LEPES: y = 2 — 3, dy = dx helyettesités utan

—1 1
/ dm:—/—dy:—ln|y|:—1n|x—3|.
r—3 Y




Egy (nehéz) mintapélda

Megolds /553—9x2+65x—15d /x3—9x2—|—65x—15d
egoldas. xr = Tr =
& ot — 423+ 27 (z —3)2(22 + 22 + 3)

/ e U S ot T AP
r—3 (z—3)2 2242x+3 B

—1 7 2 —5
d ' 4 0 =
/m—3 x+/($—3)2 x+/m2+2x—|—3 v
7

—ln|x—3|—73+
I_

4. LEPES: y = 2 — 3, dy = dx helyettesités utan

—1 1
/ dm:—/—dy:—ln|y|:—1n|x—3|.
r—3 Y

7 7 7 7 7
—  dx= [ —=dy= 2y = —y =2 = _
/(m—3)2 ! /?J2 Y 7/y v=v y x—3




Egy (nehéz) mintapélda

Megolds /553—9x2+65x—15dx_/x3—9x2—|~65x—15 e
cgoicas. ot — 423+ 27 ) @-3)2@t22+3) "

/ s R SR oS U
r—3 (z—3)2 2242x+3 B
-1 7 20 —5
d ——d —  dx=
/x—3 x+/(m—3)2 x+/x2+2x+3 ‘

7 1
_1n|x—3|—L3+ln(x +2x—i—3)—arctg< v )

Vit e\ e

4. LEPES: 2z = 2 4 1, majd u = 2% + 2, v = 2//2 helyettesitések utan

2z -5 2x+1)—7 22 -7 2z / 7
B, /Y (e Sl Nl B = dr— | ——dz=
/:r2+2:):+3dx /(x+1) +2d / 2+2d /z2+2 : 2427
7 1 1 7 V2
d dz= | —du— dv du —
/“ /(z/f>+1z/u“2 N / \F/2+1

7 1
In |u| — \Zﬁarctg(v) =In(2*+2) - \%arctg (\2) =In(z? + 22+ 3) — ﬁarctg <\—/g> .




Egy (nehéz) mintapélda

Megolds /553—9x2+65x—15dx_/x3—9x2—|~65x—15 e
cgoicas. ot — 423+ 27 ) @-3)2@t22+3) "

/ e R SR e T U
r—3 (z—3)2 2242x+3 B
—1 7 2 —5
d 'y T =
/m—3 x+/(m—3)2 x+/m2+2x—|—3 v

7 7 1
—ln|x—3|—m+ln(x2+2x+3)——arctg <$+ >+c.

e




Osszefoglalas. Ajanlott irodalom.

A racionalis tortfiiggvények integralasanak lépései:

1. lépés: Ha a szamlalé fokszama nem kisebb, mint a nevez&é, akkor polinomosztassal
ilyen alakd racionalis tortfliggvény integralasara transzformaljuk a problémat.

2. lépés: A nevezét irreducibilis szorzatta alakitjuk (ha tudjuk).

3. lépés: Az integralandé racionalis tortfliggvényt parcialis tortekre bontjuk. (A 2.
lépésbdl tudjuk, hogy milyen alakban kell keresni a parcialis torteket. Az egyiitthatok
meghatarozasahoz egy linearis egyenletrendszert kell megoldani.)

4. lépés: A parcialis tortek integraljait mechanikusan ki tudjuk szamolni a 4. lépéshez
tartozo diakon ismertetett ,recept” szerint.

A mdédszerrdl tankonyvben:
Thomas-féle Kalkulus, Il. kotet, 8.3. fejezet.



