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Alkalmazasok

b
Gorbe alatti el6jeles teriilet: / f(x) dx
a

u
b
m Gorbevonal ivhossza: / 1+ (F(x))? dx (nem lesz a ZH-ban)
’ b
m Forgastest térfogata: Vi = 7r/ £2(x) dx
b
m Forgastest felszine: A, = 27r/ fF(x)\/1+ (f'(x))* dx (nem lesz a ZH-ban)
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Gorbe alatti teriilet

Teriiletszamitas Szegedi Tudomanyegyetem

Tétel 1

Legyen f : [a, b] — R egy folytonos fiiggvény, és c € [a, b], amire p(b) = 0. Ha 0 < f(x)
teljesiil minden x € [a, c|-re és 0 > f(x) teljesiil minden x € [c, b|-re, akkor jelolje T,
annak a sikidomnak a teriiletét, melyet az y = f(x) és az y = 0 gorbék, valamint az
Xx = a és x = c fiiggbleges egyenesek hatarolnak, és T- annak a sikidomnak a teriiletét,
melyet az y = f(x) és az y = 0 gorbék, valamint az x = c és x = b fiiggbleges egyenesek
hatérolnak.

Ti=[°f

\ 4

Ekkor: c
= / f(x) dx és
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Két fiiggvény altal kbzrezart teriilet

Teriiletszamitas Szegedi Tudomanyegyetem

Tétel 2

Legyenek p, 1 : [a, b] — R olyan folytonos fiiggvények, melyekre p(x) < 1(x) teljestil
minden x € [a, bl-re. Jel6lje T annak a sikidomnak a teriiletét, melyet az y = p(x) és az
y = ¥(x) gorbék, valamint az x = a és x = b fiiggbleges egyenesek hatarolnak.

Ekkor:
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Teriiletszamitas Szegedi Tudomanyegyetem

Példa

Legyen (x) — x és1)(x) = x +sin’ x a [0, 7] intervallumon értelmezett fiiggvények.
Mekkora az dltaluk ezen az intervallumon kézrezart teriilet nagysaga?

y = x +sin?x y = x +sin® x
y=x T
y y y
Tw Vs vy X
X X X
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Példa

Legyen (x) — x és1)(x) = x +sin’ x a [0, 7] intervallumon értelmezett fiiggvények.
Mekkora az altaluk ezen az intervallumon kézrezart teriilet nagysaga?

7= [0 = oty ax = [ sinx o

A sin? x + cos® x = 1 6sszefiiggésen kiviil, emlékezziink a trigonometrikus addiciés
tételekre:

cos(a £ ) = cosacos B Fsinasin 3 sin(a & B) = sinacos 8 £ sin B cos &
igy: sin?x = 12520 tehat:
T:/ sin2de:/1_Ls(2X)dX: x _sin(2x) _r
0 0 2 T2 4 0 2

Newton— Leibniz
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Két fiiggvény altal kozrezart teriilet AR
Példa

Legyen f(x) = x* — 2x és g(x) = —x* a [—2,1] intervallumon értelmezett fiiggvények.
Mekkora az altaluk ezen az intervallumon kézrezart teriilet(ek) nagysaga?
Ha nem is tudnank abrazolni, akkor is meg kell
vizsgalni, hogy mikor egyezik meg f(x) és g(x) és er 2 1
ezek hatarozzak meg a sziikséges osztopontokat! —— 0 > o A

f(x) = g(x) == 0=x"—2x — (—x*) =
= X(x2+x—2) =x(x+2)(x—1) = x € {-2,0,1}.

Tehat a [-2,0] és a [0,1] intervallumokon az egyik =5

fliggvény végig a masik felett halad, igy ezeket
kiilon-kiildn visszavezetjiik az eléz8 egyszeriibb
esetre! = melyik van feliil?
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Két fiiggvény altal kbzrezart teriilet

Teriiletszamitas Szegedi Tudomanyegyetem

Példa

Legyen f(x) = x° — 2x és g(x) = —x
Mekkora az altaluk ezen az intervallumon kézrezart teriilet(ek) nagysaga?

% a [—2,1] intervallumon értelmezett fiiggvények.

Most (x) > g(x) a [~2,0] intervallumon és f(x) < g(x) a [0, 1] intervallumon. Igy a
keresett teriilet két hatarozott integral 6sszege lesz:

0 1
T:T|+T2:/ X3—2X—(—X2)dX+/ —x* = (x* = 2x) dx =
0

—2

xt X3 20 —x* =8 21 3 1 1
==+ = - —_+ — =0—(4—-—=-—-4 -~ —=4+1)-0=
[44—3 X:|,2+|: 4 + 3 —|—X]O 0 ( 3 )—!—( 7 3+> 0
_ 2849 37
o121
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Két fiiggvény és az x tengely altal k6zrezart teriilet

Teriiletszamitas Szegedi Tudomanyegyetem

Példa

Legyen f(x) = x
Mekkora az altaluk ezen az intervallumon kézrezart teriilet(ek) nagysaga?

? és g(x) =2 — x a [0,2] intervallumon értelmezett fiiggvények.

Latjuk, hogy f(x) = g(x) <= x = 1. Igy a korabbi
médszerekkel kiszamolhaté a két gérbe és az x 12
tengely altal hatarolt teriilet nagysaga két hatarozott
integral kiszamitasaval:

0.8
1 2
T =T, +T2:/ x? dX-l-/ 2 —xdx = 0.6 y=x? y=2-x
1 ’ 2 1 o
3 2

X X 1 1 5
= | = 2X — — = = - = —. 0.2

{3]04’{)( 2]1 3t27¢

o
G'i.’f. 0 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
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Két fiiggvény és az x tengely altal k6zrezart teriilet
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Példa

Legyen f(x) = x
Mekkora az altaluk ezen az intervallumon kézrezart teriilet(ek) nagysaga?

? és g(x) =2 — x a [0,2] intervallumon értelmezett fiiggvények.

De ugyanerre az eredményre juthatunk akkor is, ha a

két tengely szerepét felcseréljiik, hiszen az y valtozé 1
szerint a [0, 1] intervallumon az x = 2 — y fiiggvény o
végig az x = ,/y felett halad. (forgatas és tiikrozés) \
0.
Igy elegend6 egyetlen hatarozott integral kiszamitasa: o y=x y=2-x
1 2 1
y 2 3 0.4
T=/ Q-y)-Vydy=|2y -5 —2y?| =
o 2 37 ], 02
1 2 5 .
= 2 —_— = — - = —. 0.00 025 050 075 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
2 3 6
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Tétel 3

Legyen f : [a, b] — R egy folytonos fiiggvény, és forgassuk meg az x tengely koriil az
a<x<beés0<y<f(x) altal meghatirozott tartomanyt. A forgas soran sirolt pontok
egy forgastestet alkotnak, aminek térfogatat jelolje V.

<

Ekkor:
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Példa

Legyen adott egy r > 0 valds szam és f : [—r, r] — R folytonos fiiggvény, amire
f(x) = /r?2 — x2. Ekkor az f fiiggvényt a [—r, r] intervallumon megforgatva az x tengely

koriil a sarolt forgastest éppen az origé kézéppontti r sugari gémb. Mekkora ennek a
forgastestnek a térfogata?

Az el6z8 Tétel miatt ennek térfogata:

V=mr rf(X)2 dXZﬂ'/r( r2—x2)2 dx =
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Feladat 1
2

Legyenek f,g : [0,1] — R folytonos fiiggvények, amelyekre f(x) = 2x — x* és g(x) — x°.
Hatarozzuk meg a két fiiggvény altal kbzrezart teriilet nagysagat a [0, 1] intervallumon.

3.0

Mivel a [0, 1] intervallumon f(x) > g(x), igy: *

2.0

1 371
2
T:/o 2x —x* — x* dx = |:X2—%:| :1_22%' LS

fix) =2x - x?
0 1.0

03 gx) =x2

25400 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75
0.5
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Feladat 2

Legyenek f,g : [0, 7] — R folytonos fiiggvények, amelyekre f(x) = sin x és g(x) = cos x.
Hatarozzuk meg a két fiiggvény és az x = 0, x =  fiiggdleges egyenesek altal kbzrezart
teriilet nagysagat a [0, 7] intervallumon.

Mivel a [0, 7] intervallumon f(x) = g(x) <= x = T
és a [0, 7] intervallum g(x) > f(x), a [§, 7]
intervallum pedig g(x) < f(x), igy: Pt

.
T e

T:/ Cos X — sin x dx+/ sinx — cosx dx =
0 jus

7

y=sin(x)

= [sinx + cosx]o% + [~ cosx —sinx]% =
4

= <7+7>‘(°+”+

-1.00

3.0&5

y = cos(x)
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Feladat 3

Legyenek f : [1,4] — R folytonos fiiggvények, amelyekre f(x) = % Hatarozzuk meg
annak a forgastestnek a térfogatat, amit f-nek az x tengely kériili megforgatasaval
kapunk az [1,4] intervallumon.

A Tétel szerint a keresett forgastest térfogata
meghatarozhaté egy hatarozott integral
kiszamitasaval:

4/ 1\2 41
V=7r/ (—) dx=7r/f x =
1 \VX 1 X

=nin|x]}=nxIn4
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Feladat 4

Legyenek f : [0,27] — R folytonos fiiggvények, amelyekre f(x) = 2 + sin x. Hatarozzuk
meg annak a forgastestnek a térfogatat, amit f-nek az x tengely kériili megforgatasaval
kapunk a [0, 27 intervallumon.

A Tétel szerint a keresett forgastest térfogata
meghatarozhaté egy hatarozott integral
kiszamitasaval:

2 2
V= 71'/ (2+sinx)® dx = 7r/ 44 sin x+sin’ x dx =
0 0

. 27
=7 4x—4cosx+§—M = or?
2 4 0

y =24 sinx

2w
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