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Mathematics
Beosztas Seeged
Definicié 1
Legyen [a; b] egy adott intervallum. Az [a; b] intervallum beosztasa egy olyan
X0, X1, - - -, Xn VEgeSs pontsorozat, amelyre

a=x<x1<x<...<x-1<xp=>b.

Az Xo, X1, . . ., Xn pontok a beosztas osztépontjai, x; az i—edik osztépont, [xi—1; x| a
beosztas i—edik részintervalluma.
A beosztas finomsaga a beosztas részintervallumai hosszanak a maximuma, azaz

ie{?:];,!.).(.,n}(Xi —Xi-1)-
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Definicié 2
Legyen az f: [a; b] — R fiiggvény korlatos, és B = {xo,x1,...,xn} az [a; b] intervallum
egy beosztasa. Tovabba legyen

m= inf f(x), mi= inf f(x),
x€la;b] ( ) x€[xj—1ixi] ( )

M= sup f(x), Mi= sup fF(x).
x€|[a;b] XE[xi_1ixi]

Ezen szamok f korlatossagabdl kévetkezéen jol definialtak, végesek.

Megjegyzés

Béarmely B beosztasra
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Darboux—féle alsé integralkdzelité osszeg

Definicié 3
A n
sg = Z mj - (Xi — Xi—1)
=

Osszeget az f fiiggvény B beosztishoz tartozé Darboux—féle alsé integralkézelité
Osszegének,
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Definicié 4
a

S = Z M - (xi — xi—1)
i=1

Osszeget a f fiiggvény B beosztéshoz tartozé Darboux—féle felsé integralkézelité
Osszegének,

Ss
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Riemann—féle integralkézelité dsszeg Srenea
Definicié 5
a
n
og = f(&)- (x—x-1)
i=1

Osszeget, ahol &; tetszdleges pontja az [xj—1; xi| intervallumnak, az f fiiggvény B
beosztashoz tartozé Riemann—féle integralkézelits dsszegének nevezziik.
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Tétel 1

Barmely B beosztasra

m-(b—a)<sg<og<Sg<M:(b-—2a).
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Kozelitd 6sszegek
Definici6 6
Ha By és B, az [a; b] beosztasai, és B1 minden osztépontja a B>-nek is osztépontja,

akkor azt mondjuk, hogy B, a Bi finomitasa.

Megjegyzés

Blazsik L. Zoltan
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Definici6 7

Ha By és B, az [a; b] beosztasai, és B1 minden osztépontja a B>-nek is osztépontja,
akkor azt mondjuk, hogy B, a Bi finomitasa.

Megjegyzés

Blazsik L. Zoltan
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Definici6 8
Ha By és B, az [a; b] beosztasai, és B1 minden osztépontja a B>-nek is osztépontja,
akkor azt mondjuk, hogy B, a Bi finomitasa.

Megjegyzés

Blazsik L. Zoltan
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Tétel 2

Ha B> a By finomitésa, akkor
sp, < sg, < Sg, < Sg, .
Tétel 3
Az [a; b] intervallum tetszéleges Bi, B> beosztasaira
sg, < SB, ,

azaz barmely alsé bsszeg kisebb, vagy egyenlé barmely felsé 6sszegnél.
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Definici6 9
Legyen f: [a; b] — R korlatos.
Az alsé bsszegek felsé hatarat, azaz az

I =sup{sg | B az[a;b] beosztisa}

szamot az f fiiggvény Darboux—féle alsé integraljanak nevezziik.
A felsé 6sszegek alsé hatérat, azaz az

I =inf{Sg | B az[a;b] beosztisa}

szamot az f fiiggvény Darboux—féle felsé integraljanak nevezziik.
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Hatarozott integral

A hatérozott integral Szegedi Tudomanyegyetem

Megjegyzés

Mindig teljesiil, hogy
m-(b—a)<I<I<M-(b—a).

Definicié 10

Az f: [a; b] — R korlatos fiiggvény Riemann—integralhaté az [a; b]—n, ha a Darboux-féle
alsé és felsé integral megegyezik, azaz | = |.

A kézés értéket az f fiiggvény [a, b] intervallumon vett hatdrozott integraljanak

b b
/f(x) dx vagy /f.

nevezziik. Jele:
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Megjegyzés
A hatarozott integralt elGjeles teriiletnek is
nevezziik. hi=[ff
Ha f pozitiv és negativ értékeket is felvesz, \/‘ — I,

2=—J

akkor az integral az x—tengely alatti és az T
x—tengely feletti tartomanyok elGjeles a

teriiletének Gsszegét jelenti.
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Hatarozott integral Seeged
Tétel 4
Legyen f integralhaté [a; b]—n.

m Ekkor

Aaf(x) dx ::—/abf(x) dx.

m Ha [a; (] C [a; b], akkor f integralhato [«; 5]—n.
m Ha a < c < b, akkor

/abf(x) dx:/acf(x) dX+/be(X) dx.

m Ekkor |f| is integralhatd [a; b]-n, és

/ab f(x) dx

< [(1¢1 o
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Tétel 5
Legyen f integralhaté [a; b]—n. Ha F primitiv fiiggvénye f—nek, akkor

/ F(x) dx = F(b) — F(a).

Megjegyzés
A tovabbiakban hasznaljuk a

[F(x)]s := F(b) — F(a)

Jjelolést.
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Példa

A sin x fiiggvénynek — cos x egy primitiv
fliggvénye, igy sin x

4 T=2
/ sinx dx = [— cos x]g /
0

= —cos7 — (— cos0)

= —(-1)—(-1)=2.

Megjegyzés

/sinx dx= —cosx + ¢

/ sinx dx= 2
0
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Tétel 6
Ha f: [a; b] — R monoton, akkor f integralhaté [a; b]—n.

Tétel 7
Ha f: [a; b] — R folytonos, akkor f integralhato [a; b]—n.
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Hatarozott integral - Newton-Leibniz formula

Példak Szegedi Tudomanyegyetem

Ha 7 : [a, b] — R korlatos, integralhaté [a, b]-n, és F : [a, b] — R az f primitiv fliggvénye
[a, b]-n, akkor
b
[ #0) e = [FEZ2 = F(b) - F(a)
Hatarozott integral szamitasa:

1. Riemann-integralhatésag vizsgalata: ha [a, b] C Dy, és f folytonos az értelmezési

tartomanyan, akkor integralhaté [a, b]-n.

2. Meghatarozzuk F-et.

3. Alkalmazzuk a Newton-Leibniz formulat:

/ F(x) dx = F(b) — F(a).
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Feladat 1

Hatarozzuk meg az alabbi integralokat:

(a) /le2 dx

Dr =R, igy f Riemann-integralhaté a [0, 1]-en.

3

2 X
dx=—+C
[ea? e

b

3

1 37x=1
2 X 1 1
dez[—] =-—-0==.
/0 3 =0 3 3

igy C = 0 valasztassal f egy primitiv fiiggvénye: F(x) = %-. A hatarozott integral:
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Feladat 2

Hatarozzuk meg az alabbi integralokat:

(b) /23 262 g

Df =R, igy f Riemann-integrélhat(’) a [2,3]-n. A primitiv fiiggvényhez parcialisan
integrélunk' legyen f/ = e = f = £ és

g=x"=g =2x:[x*e” dx = x*% f2><2 x—x2 — [ xe* dx, tehat az
| xe®* dx integralhoz Gjra parcialisan |ntegra|unk a szokasos

médon: [ xe* dx = X — J % dx = x% - % + C, igy egy primitiv fiiggvény:

2
2x

_ 2€2X & eZX
F(X)—X T—(XT—T>,aZaZ
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Feladat 3

Hatarozzuk meg az alabbi integralokat:
2 e3x
(c) /1 poan] dx

Dr =R, igy f Riemann-integralhat6 a [1,2]-n. Alkalmazva az y = e* + 1, dy = 3e* dx
helyettesitést:

3x
e 1 1 /1 1 1 4
——dx=| —dy== [ Zdy=2>1 cC==1 1]+ C
/e3x+1x/3yy 3/yy gl C=ginlem iy c
igy flz —efjj_l dx = [SIn]e> + 1\]2? =1In(e®+1) — 2 In(e® +1).
Megjegyzés: kdzvetlen szamolaskor a hatarok is transzformalédnak, azaz

2 X 1 /et 1 _eb 1
/1 = 5/6 ©dy =3Iy = S0n( + 1) In(e + 1)),

341
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8. Feladat/(d)

Feladat 4

Hatarozzuk meg az alabbi integralokat:
5 4 2

(d) / =k Gk
3

2x3 — 8x

Dr =R\ {—2,0,2}, igy f Riemann-integralhaté a [3,5]-n. A racionalis tortfiiggvény
primitiv fliggvényének meghatarozasahoz el8szér polinomosztast végziink, majd
irreducibilis szorzatalakra hozzuk a nevezét, és aztan parcialis tortekre bontunk. Mivel
(2x3 —8x) - (—%x) = —x* + 4x%, ezért:

—x* 4 6x% +2 1 2x% 42 x2 x*+1
/ 2x3 — 8x dx_/<_§X>+2x3f8x dx_<_7)+/x3f4x o

A nevez§ irreducibilis szorzatalakja most kdnnyen meghatarozhaté:

x¥ —4x = x(x — 2)(x 4 2). Igy a parcialis tortekre bontast a kévetkezs alakban keressiik:

X2+1_A+ B n C  Ax—2)(x+2)+Bx(x+2)+ Cx(x—2)
xX3—4x  x x—-2 x+2 x(x —2)(x+2) N
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Feladat 5
Hatarozzuk meg az alabbi integralokat:
5 x*4+6x2+2
(d) = == =
3

2x3 — 8x dx

x> +1 _

x3 — 4x

B

A
x x—=2

C  Ax—2)(x+2)+ Bx(x+2)+ Cx(x—2)
x+2 x(x = 2)(x +2) -
_ X*(A+ B+ C) +x(2B — 2C) + (—4A)

A+B+C=1;
- 2B —-2C =0;
-2 2 '
X 2)(x 1 2) P
Ezeket megoldva kapjuk, hogy A= —1 és B = C = 2. Tehat a primitiv fiiggvény
kiszamitasa igy folytatédhat:
4 2 2 2
—x"+6x"+2 X x“+1
/ 2x3 — 8x dx = (_T)+/

2 1
—  — dx= — _ 4 8
X3 —ax & ( 4)+ X +
2

—x° = 5

. 4”|X|+§(|n|x—2|+|n|x+2\).
Blazsik L. Zoltan
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Feladat 6

Hatarozzuk meg az alabbi integralokat:
5 4 2
—x" 4+ 6x"+2
(d) _/3 2x3 — 8x dx

Tehat a Newton-Leibniz tételt hasznalva a keresett hatarozott integral értéke

—x"+6x*+2  [— |n|x| °

—52_In5 5 -32—-In3 5

_9 _
:9 5+‘Iln3 In5 g(ln3+ln7 In5) =

fln7—§ln5+§ln3 4.

Blazsik L. Zoltan
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