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Mathematics
Szorzat integralja OV S
m [Inx] =2xInx + x, J(@2xInx+x) dx= [2xInx dx + [ x dx
m [sinx’]' = 2xcosx?, [ 2x cos x* dx
[re
m Egyszerii fiiggvény: x*, (14 x)*, (2x +5)*, (7 — x)*, ...

= Bonyolult fiiggvény: (14 x?)*, (2sinx +5)*, (7 — Vx2)*, ...

m Ha E - E, akkor parcialis integralas

m Ha E - B, akkor helyettesitéses integralas
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Helyettesitéses integralas, E - B

Helyettesitéses integralas Szegedi Tudomanyegyetem

[FlyCNI' = F'(y(x)) - y'(x) = F(y(x)) - y'(x)

Tétel 1
Legyen y differencialhato és az f fiiggvénynek F egy primitiv fliggvénye. Ekkor

[0y dx = [ Fyx)y/00) ok = Fly()) + <.
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Helyettesitéses integralas

Helyettesitéses integralas Szegedi Tudomanyegyetem

Ha egy olyan szorzatot integralunk, amelynek egyik tényezdje egy Gsszetett fliggvény,
masik tényezje pedig ezen Gsszetett fliggvény belsé fliggvényének a derivaltja, akkor a
belss fliggvényt 0j valtozéval helyettesitjiik, majd agy integralhatunk, mintha a belsé
fiiggvényiink lett volna a fiiggetlen valtozé. Formalisan:

/ F(g(x) - £'(x) dx
esetén legyen g(x) = y. Ekkor % = g'(x), és igy g'(x)dx = dy, vagyis
/ F(g(x) - &' (x) dx = / Fy) dy = F(y) + C = F(g(x)) + C.

TANULSAG: mindig azt helyettesitem, aminek latom a derivaltjat (vagy a derivalt
kialakithaté).

Blazsik L. Zoltan Matematika 2. 2. el6adas Helyettesitéses integralas



Mathematics
Részletes példa a helyettesitéses integralasra L A .

Példa

Alkalmazzuk a helyettesitéses integralds modszerét!
/2X(3 +x%)" dx

A 2x - (34 x*)" szorzat integralasakor vegyiik észre, hogy 2x egyszer(i fiiggvény, a

(3 + x*)" pedig egy bonyolult fiiggvény. Raadasul a bonyolult fiiggvény belss
fiiggvényének derivaltja: [3 + x?]' = 2x, ami éppen 1-szerese az egyszer(i fiiggvénynek.
Igy helyettesitsiik ezt a bels6 fiiggvényt egy 0j valtozéval: y := 3 + x>. Ekkor az el6z6ek

szerint: j—y = 2x, és ezért dy = 2x dx.
X

8 218
/2X(3+X2)7 dX:/(3+x2)72X dx = /y7 dy = %—l—c: %—i—c.
y=(3+x?)
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Mathematics
Részletes példa a helyettesitéses integralasra 2 Sroped

Példa

Alkalmazzuk a helyettesitéses integralas modszerét!

_ 2
/xelx dx

A x-e " szorzat integralasakor vegyiik észre, hogy x egyszerii fiiggvény, a el pedig
egy bonyolult fliggvény. Raadasul a bonyolult fiiggvény belsé fiiggvényének derivaltja:

[1 — X% = —2x, ami éppen (—2)-szerese az egyszerii fiiggvénynek.

Igy helyettesitsiik ezt a belsé fiiggvényt egy aj valtozéval: y := 1 — x?. Ekkor az el6z6ek
szerint: % = —2x, és ezért dy = —2x dx.

/xel_x2 dx:/—%elﬂz(f2)x dx —l/ey dy = —%ey—kc: —%el_x2 +c.
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3 F I d Bolyai Institute
. Feladat/(a) Seeed
Helyettesitéses integralas T

Feladat 1

Hatarozzuk meg az alabbi integralokat:

eX
(2) / Tre &

Legyen y =1+ €*. Ekkor dy = €~ dx, és ezért

/ﬁ dx:/}%dy:|n|y\+C:|n|1+eX|+C.
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3. Feladat/(b) Seeed
Feladat 2

Hatarozzuk meg az alabbi integralokat:
sin x
b d
() / cosx X

Legyen y = cosx. Ekkor dy = —sinx dx, igy

/5'” dx:/_71 dy = —Inly| + C = —In|cosx| + C.

COS X
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Helyettesitéses integralas Szegedi Tudomanyegyetem

Feladat 3

Hatarozzuk meg az alabbi integralokat:

1
©) /tgxcos2x dx

Legyen y = tg x. Ekkor dy = ﬁ dx, igy

2 x

1 1
~ dx = — dy =1 C=In|t C.
/tgxcoszx x /y ly =In|y|+ n|tgx| +
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3. Feladat/(d)

Helyettesitéses integralas Szegedi Tudomanyegyetem

Feladat 4

Hatarozzuk meg az alabbi integralokat:

(d) /ﬁ dx

Legyen y = 1 + x2. Ekkor
dy = 2x dx,

%dyzxdx,

X 1 1 1 1
/de_/i'}dy_ifydy

:%In|y|+C:%|n|1+X2H—C.

tehat

Blazsik L. Zoltan

Matematika 2. 2. elSadas Helyettesitéses integralas



Mathematics
Bolyai Institute
3. Feladat/(e) Seeed
Helyettesitéses integralas Szegedi Tudomanyegyetem

Feladat 5

Hatarozzuk meg az alabbi integralokat:

(e) /esmxcosx dx
Legyen y = sinx. Ekkor dy = cosx dx, ami kdzvetleniil behelyettesithets:

/eSi"Xcosx dx:/ey dy=¢e +C=e""+C.
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3. Feladat/(f)

Helyettesitéses integralas Szegedi Tudomanyegyetem

Feladat 6

Hatarozzuk meg az alabbi integrélokat:
1
i -
() _/ xInx dx

Legyen y = Inx. Ekkor dy = 1 dx, igy

/ ! d)(:/l dy
xIn x y

=Inly|+ C=In|Inx| + C.
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3. Feladat/(g)

Helyettesitéses integralas Szegedi Tudomanyegyetem

Feladat 7

Hatarozzuk meg az alabbi integralokat:

(g) /(3x2 +2)sin(x® + 2x — 4) dx
Legyen y = x> + 2x — 4. Ekkor dy = (3x* 4 2) dx:

/(3)(2 +2)sin(x’> + 2x — 4) dx = /siny dy

= —cosy + C = —cos(x’ +2x — 4) + C.
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Feladat 8

Hatarozzuk meg az alabbi integralokat:

1—x

1—x 1 X
—— dx = ——— | d
/1+X2 x /<1+X2 1+x2> x
—/;dx / X dx arct x—/de
) 14 x2 1+x = arcig 1+ x2

Az [ = 5z dx integralhoz legyen y =1 +x%. Ekkor dy = 2x dy, azaz % dy = x dx. Tehat

X 11 _ _ 2

igYIf;XXz dx:arctgx—%|n|1+xz|+c'
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Feladat 9

Hatarozzuk meg az alabbi integralokat:
Q) X+ V1+x2 x2
V14 x2

)
L b= () aem [ ek [
V14 x2 V14 x? V1+x2
=1+ x° azaz dy = 2x d¥x, % dy = x dx. Igy

X
z f 1V 14x2

/m /f y—E/y‘%dy:ﬁJrC:erC.

Azaz fxt/%:z dx =+v1+x2+x+ C.
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Feladat 10

Hatarozzuk meg az alabbi integralokat:
X
j —— dx
0) / V3x—1

Legyen y = +/3x — 1. Ekkor

2
y2:3x—1 = X:yg_l,
2y
dx = d
X=3 9

}/2

+1

2y 2 >
3 . Zdy=2 +1d
y 3 v Q/y Y

[ ==/

3
=§<§+y)+c=§<(v3x3‘l)+¢3xi—1>+c
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