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Multihalmazok informalisan O o

Definicié ( )
A multihalmaz nem feltétleniil kiilonb6z6 objektumok Gsszessége, melyek kozott

nincs sorrendiség.
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Multihalmazok informalisan Y

Definicié ( )

A multihalmaz nem feltétleniil kiilonb6z6 objektumok Gsszessége, melyek kozott

nincs sorrendiség. (,Egy zsak, amiben lehetnek egyforma dolgok is.”)
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Multihalmazok informalisan O (s

Definicié ( )

A multihalmaz nem feltétleniil kiilonb6z6 objektumok Gsszessége, melyek kozott

nincs sorrendiség. (,Egy zsak, amiben lehetnek egyforma dolgok is.”)

Az M = {1,1,1, Szeged, Szeged, v/3, v/3, v/3, Mars, Vuk, Vuk} a1 egy 11 elemdi

multihalmaz.
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Multihalmazok informalisan Y A

Definicié ( )

A multihalmaz nem feltétleniil kiilonb6z6 objektumok Gsszessége, melyek kozott

nincs sorrendiség. (,Egy zsak, amiben lehetnek egyforma dolgok is.”)

Példa
Az M = {1,1,1, Szeged, Szeged, v/3, v/3, v/3, Mars, Vuk, Vuk} a1 egy 11 elemdi

multihalmaz.

Egy M multihalmazt kényelmesebb (és hasznosabb) tgy megadni, hogy el6szor

megadjuk az M-ben eléfordulé kiilénbdz6 elemek (elemfajtak) H halmazat,
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Multihalmazok informalisan Y

Definicié ( )

A multihalmaz nem feltétleniil kiilonb6z6 objektumok Gsszessége, melyek kozott

nincs sorrendiség. (,Egy zsak, amiben lehetnek egyforma dolgok is.”)

Példa
Az M = {1,1,1, Szeged, Szeged, v/3, v/3, v/3, Mars, Vuk, Vuk} a1 egy 11 elemdi

multihalmaz.

Egy M multihalmazt kényelmesebb (és hasznosabb) tgy megadni, hogy el6szor
megadjuk az M-ben eléfordulé kiilénbdz6 elemek (elemfajtak) H halmazat, majd

megmondjuk, hogy melyik elem(fajta) hanyszor szerepel M-ben.

Blazsik L. Zoltan Kombinatorika eladas Multihalmazok



Mathematics
Bolyai Institute

Multihalmazok informalisan Y

Definicié ( )

A multihalmaz nem feltétleniil kiilonb6z6 objektumok Gsszessége, melyek kozott

nincs sorrendiség. (,Egy zsak, amiben lehetnek egyforma dolgok is.”)

Példa
Az M = {1,1,1, Szeged, Szeged, v/3, v/3, v/3, Mars, Vuk, Vuk} a1 egy 11 elemdi

multihalmaz.

Egy M multihalmazt kényelmesebb (és hasznosabb) tgy megadni, hogy el6szor
megadjuk az M-ben eléfordulé kiilénbdz6 elemek (elemfajtak) H halmazat, majd

megmondjuk, hogy melyik elem(fajta) hanyszor szerepel M-ben.

A H halmazt M alaphalmazanak nevezziik;
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Multihalmazok informalisan Y

Definicié ( )

A multihalmaz nem feltétleniil kiilonb6z6 objektumok Gsszessége, melyek kozott

nincs sorrendiség. (,Egy zsak, amiben lehetnek egyforma dolgok is.”)

Példa
Az M = {1,1,1, Szeged, Szeged, v/3, v/3, v/3, Mars, Vuk, Vuk} a1 egy 11 elemdi

multihalmaz.

Egy M multihalmazt kényelmesebb (és hasznosabb) tgy megadni, hogy el6szor
megadjuk az M-ben eléfordulé kiilénbdz6 elemek (elemfajtak) H halmazat, majd

megmondjuk, hogy melyik elem(fajta) hanyszor szerepel M-ben.

A H halmazt M alaphalmazanak nevezziik; azt hogy egy h € H elem hanyszor
szerepel M-ben, a h elem (M-beli) multiplicitasanak nevezzitk. . -
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Az M = {1,1,1, Szeged, Szeged, /3, /3, v/3, Mars, Vuk, Vuk} ui; egy 11 elemdi

multihalmaz.
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Multihalmazok informalisan

Az M = {1,1,1, Szeged, Szeged, /3, /3, v/3, Mars, Vuk, Vuk} ui; egy 11 elemdi

multihalmaz.

Ebben a példaban az alaphalmaz H = {1, Szeged, v/3, Mars, Vuk},
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Az M = {1,1,1, Szeged, Szeged, /3, /3, v/3, Mars, Vuk, Vuk} ui; egy 11 elemdi

multihalmaz.

Ebben a példaban az alaphalmaz H = {1, Szeged, v/3, Mars, Vuk}, és a
multiplicitasok: 1 +— 3,  Szeged — 2, V33, Mars— 1, Vuk— 2.
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Multihalmazok informalisan U

Példa
Az M = {1,1,1, Szeged, Szeged, /3, /3, v/3, Mars, Vuk, Vuk} ui; egy 11 elemdi

multihalmaz.

Ebben a példaban az alaphalmaz H = {1, Szeged, v/3, Mars, Vuk}, és a
multiplicitasok: 1 +— 3,  Szeged — 2, V33, Mars—1, Vuke 2.

Megjegyzés
Technikai okokbdl megengedjiik a 0 multiplicitast is, igy a H halmaz nem

egyértelmdi.
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Multihalmazok informalisan W oo

Példa
Az M = {1,1,1, Szeged, Szeged, /3, /3, v/3, Mars, Vuk, Vuk} ui; egy 11 elemdi

multihalmaz.

Ebben a példaban az alaphalmaz H = {1, Szeged, v/3, Mars, Vuk}, és a
multiplicitasok: 1 +— 3,  Szeged — 2, V33, Mars— 1, Vuk— 2.

Technikai okokbdl megengedjiik a 0 multiplicitast is, igy a H halmaz nem
egyértelmii. Példaul az el6z8 alaphalmazt kiegészithetnénk egy aj elemmel: pl.:

Budapest, aminek 0 lenne a multiplicitasa M-ben.

] = =
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Multihalmazok informalisan W oo

Példa
Az M = {1,1,1, Szeged, Szeged, /3, /3, v/3, Mars, Vuk, Vuk} ui; egy 11 elemdi

multihalmaz.

Ebben a példaban az alaphalmaz H = {1, Szeged, v/3, Mars, Vuk}, és a
multiplicitasok: 1 +— 3,  Szeged — 2, V33, Mars— 1, Vuk— 2.

Technikai okokbdl megengedjiik a 0 multiplicitast is, igy a H halmaz nem
egyértelmii. Példaul az el6z8 alaphalmazt kiegészithetnénk egy aj elemmel: pl.:

Budapest, aminek 0 lenne a multiplicitasa M-ben.

] = =
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Multihalmazok precizen

Definicié

Egy H alaphalmaz feletti M multihalmazon egy H — N fliggvényt értiink.
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Multihalmazok precizen Ul

Egy H alaphalmaz feletti M multihalmazon egy H — N fliggvényt értiink.
(Emlék: 0 € N)
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Multihalmazok precizen UL

Egy H alaphalmaz feletti M multihalmazon egy H — N fliggvényt értiink.
(Emlék: 0 € N)

Tehat ha M : H — N egy H feletti multihalmaz, akkor:

m Vh € H elemre: M(h) a h elem multiplicitasa
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Multihalmazok precizen UL

Egy H alaphalmaz feletti M multihalmazon egy H — N fliggvényt értiink.
(Emlék: 0 € N)

Tehat ha M : H — N egy H feletti multihalmaz, akkor:
m Vh € H elemre: M(h) a h elem multiplicitasa

m azt mondhatjuk, hogy egy h € H elem eleme M-nek, ha M(h) > 0.
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Multihalmazok precizen

Egy H alaphalmaz feletti M multihalmazon egy H — N fliggvényt értiink.
(Emlék: 0 € N)

Tehat ha M : H — N egy H feletti multihalmaz, akkor:
m Vh € H elemre: M(h) a h elem multiplicitasa
m azt mondhatjuk, hogy egy h € H elem eleme M-nek, ha M(h) > 0.

m az M multihalmaz |M| elemszama a benne szerepld elemek multiplicitasainak

Osszege, azaz |M| := Z M(h).
heH
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Multihalmazok precizen

Egy H alaphalmaz feletti M multihalmazon egy H — N fliggvényt értiink.
(Emlék: 0 € N)

Tehat ha M : H — N egy H feletti multihalmaz, akkor:
m Vh € H elemre: M(h) a h elem multiplicitasa
m azt mondhatjuk, hogy egy h € H elem eleme M-nek, ha M(h) > 0.

m az M multihalmaz |M| elemszama a benne szerepld elemek multiplicitasainak

Osszege, azaz |M| := Z M(h).
heH
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Részmultihalmazok

Szegedi Tudomanyegyetem

Egy H alaphalmaz feletti M multihalmaz részmultihalmazan egy olyan H feletti N

multihalmazt értiink, amelyben minden elem multiplicitasa legfeljebb akkora, mint
az M-beli multiplicitas, azaz: Yh € H : N(h) < M(h).

o & = = = yacr
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Részmultihalmazok
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Definicié
Egy H alaphalmaz feletti M multihalmaz részmultihalmazan egy olyan H feletti N
multihalmazt értiink, amelyben minden elem multiplicitasa legfeljebb akkora, mint
az M-beli multiplicitas, azaz: Yh € H : N(h) < M(h).

(N megkaphaté M-bél néhany elem torlésével)

o & = = = yacr
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Részmultihalmazok

A\
Szegedi Tudomanyegyetem

Definicié
Egy H alaphalmaz feletti M multihalmaz részmultihalmazan egy olyan H feletti N
multihalmazt értiink, amelyben minden elem multiplicitasa legfeljebb akkora, mint
az M-beli multiplicitas, azaz: Yh € H : N(h) < M(h).

(N megkaphaté M-bél néhany elem torlésével)

Példa
Az M = {1,1,1, Szeged, Szeged, v/3,v/3, /3, Mars, Vuk, Vuk} i multihalmaz
egy részmultihalmaza az N = {1, 1,/3, Mars, Vuk, Vuk} nu multihalmaz.

o ) = = = yacr
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Részmultihalmazok

A\
Szegedi Tudomanyegyetem

Definicié
Egy H alaphalmaz feletti M multihalmaz részmultihalmazan egy olyan H feletti N
multihalmazt értiink, amelyben minden elem multiplicitasa legfeljebb akkora, mint
az M-beli multiplicitas, azaz: Yh € H : N(h) < M(h).

(N megkaphaté M-bél néhany elem torlésével)

Példa
Az M = {1,1,1, Szeged, Szeged, v/3,v/3, /3, Mars, Vuk, Vuk} i multihalmaz
egy részmultihalmaza az N = {1, 1,/3, Mars, Vuk, Vuk} nu multihalmaz.

M: 13, Szeged—2, V3+—3, Mars—1, Vuk 2.
N: 12, Szeged—0, V31, Mars—1, Vuk 2.
(=} [l = = = 9alx
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Egy H = {hy, ha, ..., h,} alaphalmaz feletti M multihalmaz részmultihalmazainak

szama: (M(hy) + 1)(M(h2) +1)...(M(h,) +1).
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Részmultihalmazok szama O (s

Egy H = {hy, ha, ..., h,} alaphalmaz feletti M multihalmaz részmultihalmazainak

szama: (M(hy) + 1)(M(h2) +1)...(M(h,) +1).

(ez altalanositasa az n elemii halmaz részhalmazainak szamanak)
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Részmultihalmazok szama

Szegedi Tudomanyegyetem

Egy H = {hy, ha, ..., h,} alaphalmaz feletti M multihalmaz részmultihalmazainak
szama:

(M(hy) + 1)(M(h2) + 1) ... (M(h,) + 1).

(ez altalanositasa az n elemii halmaz részhalmazainak szamanak)

Bizonyitas. Egy N részmultihalmazban a h; elem N(h;) multiplicitasa 0-t6l

M(h;)-ig barmilyen nemnegativ egész értéket felvehet.
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Részmultihalmazok szdma O [0

Egy H = {hy, ha, ..., h,} alaphalmaz feletti M multihalmaz részmultihalmazainak

szama: (M(hy) + 1)(M(h2) +1)...(M(h,) +1).

(ez altalanositasa az n elemii halmaz részhalmazainak szamanak)

Bizonyitas. Egy N részmultihalmazban a h; elem N(h;) multiplicitasa 0-t6l
M(h;)-ig barmilyen nemnegativ egész értéket felvehet. Ez tehat minden egyes h;
elem esetén (M (h;) + 1)-féle dontési lehetdség.
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Részmultihalmazok szama Uk

Egy H = {hy, ha, ..., h,} alaphalmaz feletti M multihalmaz részmultihalmazainak
szama:

(M(hy) + 1)(M(h2) + 1) ... (M(h,) + 1).

(ez altalanositasa az n elemii halmaz részhalmazainak szamanak)

Bizonyitas. Egy N részmultihalmazban a h; elem N(h;) multiplicitasa 0-t6l
M(h;)-ig barmilyen nemnegativ egész értéket felvehet. Ez tehat minden egyes h;
elem esetén (M (h;) + 1)-féle dontési lehetség. Mivel ezek a dontések egymastol

Jflggetlenek”, ezért a szorzasi alapelv miatt ezeket 6ssze kell szoroznunk. O
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Szegedi Tudomanyegyetem

Egy rogzitett n elemi alaphalmaz feletti k elem( multihalmazainak szama:

()-CD)-005)
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n elemii alaphalmaz k elemi{i multihalma

Tétel

Egy rogzitett n elemii alaphalmaz feletti k elemd multihalmazainak szdma:

()-CD)-005)

Egy n elemi H halmaz feletti k elem( multihalmaz tekintheté a H-bdl k elem

visszatevéses kihtzasaval kapott kimenetelnek (ahol az elemek kihazasi sorrendje

nem szamit), azaz az n elem k-ad osztaly( ismétléses kombinaciéjanak.

Kombinatorika eladas Multihalmazok

Blazsik L. Zoltan
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n elemii alaphalmaz k elemii multihalmak2

Egy rogzitett n elemii alaphalmaz feletti k elemd multihalmazainak szdma:

()-CD)-005)

Egy n elemi H halmaz feletti k elem( multihalmaz tekintheté a H-bdl k elem

visszatevéses kihtzasaval kapott kimenetelnek (ahol az elemek kihizasi sorrendje

nem szamit), azaz az n elem k-ad osztaly( ismétléses kombinaciéjanak.

Mit is kellene 6sszeszamolnunk példaul a H = {1, Szeged, /3, Mars, Vuk}

alaphalmaz feletti 11 elem( multihalmazok megszamlalasakor?
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n elemii alaphalmaz k elemii multihalmaZk?

Egy rogzitett n elemii alaphalmaz feletti k elemd multihalmazainak szdma:

()-CD)-005)

Egy n elemi H halmaz feletti k elem( multihalmaz tekintheté a H-bdl k elem

visszatevéses kihtzasaval kapott kimenetelnek (ahol az elemek kihizasi sorrendje

nem szamit), azaz az n elem k-ad osztaly( ismétléses kombinaciéjanak.

Mit is kellene 6sszeszamolnunk példaul a H = {1, Szeged, /3, Mars, Vuk}
alaphalmaz feletti 11 elem( multihalmazok megszamlalasakor?

( = Az 5 multiplicitas &sszege 11 legyen!)
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n elemii alaphalmaz k elemii multihalmaZzai .

Egy rogzitett n elemii alaphalmaz feletti k elemd multihalmazainak szdma:

()-CD)-005)

Egy n elemi H halmaz feletti k elem( multihalmaz tekintheté a H-bdl k elem

visszatevéses kihtzasaval kapott kimenetelnek (ahol az elemek kihizasi sorrendje

nem szamit), azaz az n elem k-ad osztaly( ismétléses kombinaciéjanak.

Mit is kellene 6sszeszamolnunk példaul a H = {1, Szeged, /3, Mars, Vuk}
alaphalmaz feletti 11 elem( multihalmazok megszamlalasakor?

( = Az 5 multiplicitas &sszege 11 legyen!)
n
<<k>) = {(my,ma,...,m,) € N": m1+m2+~-@_l—|—m,lz ki|
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n elemi alaphalmaz k elemii multihalmaZai =2

Szegedi Tudomanyegyetem
Lemma

Tetsz6leges rogzitett n, k természetes szamokra

n+k—1
|{(m1,m2,...,mn)€N”:m1+m2—|—---+m,,:k}|:( >

k

Blazsik L. Zoltan Kombinatorika eladas Multihalmazok
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n elemi alaphalmaz k elemi multihalma et

Szegedi Tudomanyegyetem
Lemma

Tetsz6leges rogzitett n, k természetes szamokra

n+k—1
|{(m1,m2,...,mn)€N”:m1+m2—|—---+m,,:k}|:( >

k

(Hany megoldasa van az my + my + - - - + m, = k egyenletnek N-ben?)
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n elemii alaphalmaz k elemi{i multihalma S
Lemma

Tetsz6leges rogzitett n, k természetes szamokra

|{(m17m2’_”7mn)€Nn:m1_|_m2+---+m,,=k}|:( k

n+k— 1>
(Hany megoldasa van az my + my + - - - + m, = k egyenletnek N-ben?)

Bizonyitas. A lehetséges multihalmazokat, azaz a megfelelé my, mo, ..., m,
multiplicitas valasztasokat kolcsondsen egyértelmiien feleltessiik meg egy

karaktersorozattal.
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n elemii alaphalmaz k elemii multihalmaZzai .
Lemma

Tetsz6leges rogzitett n, k természetes szamokra

|{(m17m2’_”7mn)€Nn:m1_|_m2+---+m,,=k}|:( k

n+k— 1)
(Hany megoldasa van az my + my + - - - + m, = k egyenletnek N-ben?)

Bizonyitas. A lehetséges multihalmazokat, azaz a megfelelé my, mo, ..., m,

multiplicitas valasztasokat kolcsondsen egyértelmiien feleltessiik meg egy

karaktersorozattal. Kédoljunk el egy (my, ..., m,) n-est a kdvetkezéképpen:
my db my db mj,, db
(my,ma,....,m;) — ee...0 0e---0 ... e0 -0

Blazsik L. Zoltan Kombinatorika eladas Multihalmazok
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n elemii alaphalmaz k elemi multihalmaZzai 2.

Szegedi Tudomanyegyetem
Lemma

Tetsz6leges rogzitett n, k természetes szamokra

n+k—1
|{(m1,m2,...,mn)€N”:m1—|—m2—|—---+m,,:k}|:( )

k
(Hany megoldasa van az my + my + - - - + m, = k egyenletnek N-ben?)

Bizonyitas. A lehetséges multihalmazokat, azaz a megfelelé my, mo, ..., m,

multiplicitas valasztasokat kolcsondsen egyértelmiien feleltessiik meg egy

karaktersorozattal. Kédoljunk el egy (my, ..., m,) n-est a kdvetkezéképpen:
my db my db mj,, db
——
(my,ma,....,m;) — ee...0 0e---0 ... e0 -0

Ez egy bijekcié az olyan karaktersorozatokkal, amikben pontosan k p&tty van és

n—1 db vesszé.
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n elemii alaphalmaz k elemii multihalma3
Lemma

Tetsz6leges rogzitett n, k természetes szamokra

n+k—1
|{(m1,m2,...,mn)€N”:m1—|—m2—|—---+m,,:k}|:( )

k
(Hany megoldasa van az my + my + - - - + m, = k egyenletnek N-ben?)

Bizonyitas. A lehetséges multihalmazokat, azaz a megfelelé my, mo, ..., m,

multiplicitas valasztasokat kolcsondsen egyértelmiien feleltessiik meg egy

karaktersorozattal. Kédoljunk el egy (my, ..., m,) n-est a kdvetkezéképpen:
my db my db mj,, db
—— —
(my,mp,....m,) + ee--.6.0e---0 ... o0 -0

Ez egy bijekcié az olyan karaktersorozatokkal, amikben pontosan k p&tty van és
n—1 db vessz8. Az ilyen jelsorozatok szama pedig ("*’;71), hiszen

ennyiféleképpen tudjuk kijelolni a k potty helyét az 6sszesen n+ k — 1 karakterbdl
allé jelsorozatban. A
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