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Binomialis egyiitthaték U

Ha k > n, akkor (}) =0, hiszen egy n elemi halmaznak nincsen n-nél nagyobb

elemszami részhalmaza.

Jelolés

|

Legyen H egy véges halmaz, és k € N. Ekkor a (’Z) jeloli a H halmaz k-elemii

részhalmazainak halmazat, azaz:

(’Z) ={RCH:|R| = k.

PeIdauI (I jelsli az {1,2, ..., n} halmaz k-elemi részhalmazainak halmazat.

Igy k ‘ [n] ‘
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A Pascal-haromszog és tulajdonsagai

Szeged

Allitas

0-()-

Bizonyitas. Nyilvanvald, hiszen 0-elemii részhalmaza csak az lires halmaz (jele:

() lehet, és n-elemii részhalmaza is csak egyediil a teljes halmaz lehet. O
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A Pascal-haromszog és tulajdonsagai

Szeged

@ G G 1 2 1
@ @ 3 6 - 13 3 1
@ @ 6 6 @ 1 4 6 4 1

o Q) G 6 @ 6 1 5 10 10 5 1

Allitas

n n
= < k<
()=(,)  moskss

Bizonyitas. Bijekciot definidlhatunk [n] k-elemi részhalmazai és (n — k)-elemii

részhalmazai kozétt. R C [n], |R| = k esetén legyen R+ R := [n] \ R. O
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A Pascal-haromszog és tulajdonsagai

® o
® 0
H 66 b2

Szeged

Allitas

@)+ (@) + G+ 2+ ()=

Bizonyitas. Nemrég lattuk be kettds leszamlalassal. O
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A Pascal-haromszog és tulajdonsagai

Szeged

G 6 6 121
e O 6 6 = 13 3 1
o O G G @ 1 4 6 4 1

o O 6 6 6@ 6 1 5 10 10 5 1

Allitas

n—1 n—1 n
P >
() + () =0 mne

Segitség: A baloldalon lathatéan hasznaljuk az Gsszeadasi alapelvet és

gondoljunk a binomialis egylitthaték jelentésére.
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A Pascal-haromszog és tulajdonsagai

n—1 n—1 n
p— >
(kl)-i-( K ) (k)’ ha n,k>1

Bizonyitas. Kettds leszamlalassal bizonyitunk.

Allitas

A jobboldal definicié szerint az [n] &sszes k-elemii részhalmazanak szama.

A baloldal pedig ugyanezt szamolja aszerint csoportositva az eseteket, hogy az 1
elem bekeriil-e az éppen vizsgalt k-elem(i részhalmazba.

(Z:i) ennyi olyan k-elemii részhalmaz van, ami tartalmazza az 1-et, hiszen ekkor
az (n—1) elemszama {2,3, ..., n} halmazbdl kell még egy (k — 1)-elemd
részhalmazt keresni, ami 1-el egyiitt alkotja [n] egy k-elemii részhalmazat.

(";1) ennyi olyan k-elem( részhalmaz van, ami nem tartalmazza az 1-et, hiszen
ekkor az (n — 1) elemszama {2,3,..., n} halmazbdl kell még egy k-elemii

részhalmazt keresni, ami az 1 nélkiil alkotja [n] egy k-elemii részhalmazat. O
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A Pascal-haromszog és tulajdonsagai

Szeged

Allitas (Zokni szabaly)

e (1) (o (1) =() e

Bizonyitas. Kulcs észrevétel: () =1= (iii

alkalmazzuk az eléz6 tulajdonsagot. O

), és ezutan egymas utan
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Képlet a binomialis egyiitthatékra )

(n) n(n—1)(n—2)...(n— k+1) n!

k)~ kI = ki(n— k)!

Emlékezteté: nl =1-2-3-... -n, és 0l =1.

A kozéps6 alak helyes eredményt ad k > n esetén is, amikor (Z) =0, a jobboldali
formula csak k < n esetén értelmes.

Bizonyitas. Elegendd csak az els6 egyenléséget igazolni, mert a masodiknal csak
(n — k)!-al bévitettiink.

Kettds leszamlalassal fogjuk megmutatni, hogy

<Z>k!:”("—1)...(n—k+1)_
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Képlet a binomialis egyiitthatékra X
e Tt

Bizonyitas (folyt). (Z) Kl=n(n—1)...(n— k+1).

Mindkét oldal azt szamolja meg, hogy hany olyan k hosszi sorozat (, k betiis
sz6") van, amelynek elemei (,betii") az [n] halmazbdl keriilnek ki, és raadasul a
sorozat elemei paronként kiilonbozék.

m Jobb oldal: A sorozat 1. eleme n-féle lehet. Barmi is keriilt az 1. helyre, a 2.
helyre (n — 1)-féle elembdl valaszthatunk. Utana az eddigi dontésektdl
fiiggetleniil a 3. helyre (n — 2) lehetéség van. Es igy tovabb, végiil az utolsé
k. helyre még van (n — k + 1) valaszthat6 elemiink. A szorzasi alapelv miatt

az Osszes k hossz( paronként kiilonb6z6 elemeket tartalmazé sorozatok

szama éppen n(n—1)...(n— k+1).
D D D D ][]
n~m—n(n—m- =kt
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Képlet a binomialis egyiitthatékra

Bizonyitas (folyt).
m Bal oldal: Most aszerint csoportositjuk a sorozatokat, hogy melyik k
kiilonbozs elem alkotja Gket.
A k betii kivalasztasara (}) lehetSségiink van. Barhogy is valasztottuk ki a k

elemet, azokat kell most sorbarendezniink. Az el6z6 gondolatmenethez

hasonléan kapjuk, hogy erre k!-féle lehet8ségiink van.

Mivel esetszétvalasztast csinaltunk, ezért az 6sszeadasi alapelvet hasznalva
Ossze kell adnunk az egyes esetekben kapott értékeket. De azok most mind

kl-sal egyeznek meg, ezért a végeredmény (})k!. O
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A binomialis egyiitthaték 6sszehasonlitasgF

Allitas
B <@ <@ << () = (i) > > (7) > (,7) > ()
1
1=1
1<2>1
1<3=3>1

1<4<6>4>1
1<5<10=10>5>1

Paros n esetén a fenti egyenl6tlenség-lancban kétszer is szerepel az (f) binomialis
2

egyiitthato, hiszen a két ,kdzépss” elem megegyezik, mert [ 2| = [2] = 2.
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A binomialis egyiitthaték Gsszehasonlitasgr
Allitas
(0) < () <@ << () = (ag) > > (2) > (1) > ()

Bizonyitas. A binomialis egyiitthatok képletébsl kapjuk, hogy: (,7,) = 7= ()

( n ) _ n-(n—1)-----(n—k+1)-(n—k) _

n(n—1)---(n—k+1) n—k _ (n) n—k
k41 (k1) K kT1

k) k+1°

n—k
k+1

(" — 1<n_k — k<n_1
k k+1 + 2

Innen pedig kovetkezik, hogy az tort 1-hez valé viszonyan malik minden.

k+1
n n n—k n—1
(k>_<k+1> = 1= T k=
n n n—k n—1
(k>>(k+1> = loim T ke
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A binomialis egyiitthaték paritasa oo

Az () binomialis egyiitthaté paritasat a kdvetkezéképpen hatarozhatjuk meg

0 < k < n esetén: irjuk fel n-et és k-t is 2-es szamrendszerben, és egészitsiik ki a
k 2-es szamrendszerbeli alakjat annyi kezd6 0-val, hogy a kapott bitsorozat

ugyanolyan hosszi legyen, mint n 2-es szamrendszerbeli alakja:

n:m, k:k1k2k3...ks.
Ekkor n\ _ [\ (n2)\[n3 Ns
()= () () (R) () oo

Mivel (}) = ((1)) = (8) =1, és ((1)) =0, ezért (}) pontosan akkor péros, ha van

ninpn3...Ns  ...... 0...
olyan i € [s] pozici6, amelyre n; = 0 és k; = 1: 17e’s S =
kikoks .. ke ... 1...
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A binomialis egyiitthaték paritasa

Szegedi Tudomanyegyetem

A paritasok szemléltetése a Pascal-haromszégben:

Equivalent
coefficients

A képek forrasa:

https://www.quora.com/How-interesting-is-this-naturally-occurring-Pascal-s-triangle

https://larryriddle.agnesscott.org/ifs/siertri/Pascalmath.htm
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A binomialis tétel
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Tétel ( )

n__ . n n—k k __ n n n n—1 n n—2 2 n n
(x+y) —kzz;)(k)x y —(O)X —I—(l)x y+(2)x y°+ —i—(n)y.

Megjegyzés

A binom sz6 kéttagi ésszeget (polinomot) jelél. Ez a tétel a magyarazata annak,

hogy az (}) szamokat ,binomialis egyiitthatoknak” nevezziik.

Megjegyzés

A tétel jobb oldalan szereplé binomialis egyiitthatok kiolvashatok a

Pascal-haromszég megfelel6 sorabdl (helyes sorrendben).

Megjegyzés
Mivel () = (,24). fey: koo (X" " = Xhmo (X" y" "
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A binomialis tétel

Tétel ( )

(x+y)" = i (Z)x”_ky" = <g>x”+ (:)x”_ly—k <;>x”_2y2+ et <:>y".

k=0

Bizonyitas. Bontsuk fel a zaréjeleket a bal oldali n tényezés szorzatban:

(x+y)" = (x+y)(x+y) - (x+y) = XX . XXFXX . XYFXX . YXFyy LYy
A zaréjelek felbontasa utan kapott 6sszeg tagjai azok az n-tényezés szorzatok
lesznek, amelyekben mindegyik tényezé x vagy y. (Ez 2" darab tag.)

Minden ilyen yxx...yxy tag ,hatvany alakban” felirva x"~*y* alaka lesz, ahol k
az y-ok szama (k € {0,...,n}). Egy rogzitett k-ra tehat annyi tagbdl fog x"~*y*
adédni, ahany olyan n-tényezds szorzat (,5z6") van, amelynek pontosan k db
tényezéje (,betiije”) y, és n — k db tényezéje (,betiije”) x. Ez a szam pedig (}),
mert ennyiféleképpen tudjuk kijeldlni az y-ok helyét az n helybdl. Ezért az

Osszevonhaté tagok dsszevonasa utan a tétel jobb oldala adddik. [

Blazsik L. Zoltan Kombinatorika el6adas Pascal haromszég, Binomialis tétel



