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Altalanos informacidk

Szegedi Tudomanyegyetem

Honlap: https://www.math.u-szeged.hu/"blazsik/tkomb24252.html
Ide fognak felkeriilni a diasorok és a feladatsorok is. A kdvetelmények szintén itt

(illetve a COOSPACE szintérben is) elérhetSek.

Gyakorlat:
m két ZH: 15+15 pont (a félév végeén az egyik ZH javithato)
m hazi feladatok: 20 pont (minden gyakorlaton adok fel 2 pont értékben, és a
legjobb 10 szamit)
m Orai aktivitas: plusz pontokat lehet szerezni
Elgadas:
m szébeli vizsga: rovid irasbeli beugré + tételhazas

Erdemjegy: 0-49: 1 50-62: 2 63-75: 3 76-87: 4 88-100: 5
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Jelolések

Szegedi Tudomanyegyetem

N:={0,1,2,3,...} (természetes szamok halmaza)
7zt :={1,2,3,...} (pozitiv egész szamok halmaza)
[n] :=={1,2,3,...,n—1,n} (standard n elem( halmaz)

|A| egy A halmaz vagy multihalmaz elemszama
U halmazok diszjunkt unigja: pl.: AU B U C
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Mi az a (leszamlalé) kombinatorika? UF

Tipikus kombinatorika feladat

Hany haromjegy( palindrom prim szam van?

Ez egy Osszeszamlalasi feladat, amelyben egy adott H véges halmaz elemszamat

szeretnénk meghatarozni.

H

|H| =7

A megszamolandé objektumokat egy halmazba tehetjiik. Példaul most a
H = {haromjegy palindrom prim szamok} halmaz elemszadmara vagyunk

kivancsiak.
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Alapelvek Szegedi Tudomanyegyetem

Alapelvek
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Bijekcids alapelv U

Az f : A — B leképezés egy bijekcié (vagy parbaallité leképezés/vagy kélcsondsen

egyértelmi megfeleltetés), ha teljesiil ra az alabbi két tulajdonsag:
m injektiv, azaz kiilonb6z6 A-beli elemek képe kiilonb6z6
(ha a1 # a2 € A, akkor f(a1) # f(a2))
m sziirjektiv, azaz minden B-beli elem el6all képként

(barmely b € B-hez létezik olyan a € A, amire f(a) = b)

f injektiv <= Vb € B-nek legfeljebb 1 Gse van A-ban.
f sziirjektiv <= Vb € B-nek legalabb 1 Gse van A-ban.

4

f bijekci6 <= Vb € B-nek pontosan 1 &se van A-ban.
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Bijekcids alapelv
Az A és B halmazok elemszdma pontosan akkor egyezik meg, ha létezik A — B
bijekcié.

Mi is az az elemszam? (gondoljunk vissza évodas korunkral)

Definicié

Az A halmaz elemszama n, ha létezik A — [n] bijekcié. Az A halmaz véges, ha

valamely n természetes szamra |A| = n teljesiil.
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Osszeadasi alapelv

Ha a H véges halmaz elemeit particionaljuk/osztalyozzuk /csoportositjuk az
A1, Az, ..., Ax € H paronként diszjunkt halmazokba (vagyis H minden eleme

pontosan egy A; halmazban szerepel), akkor

|H| = |A1] + |Az| + - - - + |Ak]-

Azaz altalaban tetszéleges A;, As, ..., Ax halmazokra:

|A1L.JA2L-JA3L.J UAk|=|A1|+|A2|+"'+|Ak|.
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Szorzasi alapelv U

Hany olyan kétjegyli szdm van, aminek utolsé szamjegye prim szam, elsé jegye

pedig legalabb 77 (3-4 =12, mert a két dontés egymastdl fliggetlen)

Szorzasi alapelv

Tetsz6leges A1, Az, ..., Ax véges halmazokra
|A1XA2X"'XAk|:|A1|‘|A2| ..... |Ak|

Emlék: Az Ay x Ay X --- X Ax azon k-asok halmazat jeldli, aminek els6 eleme

A1-bél, masodik eleme Ay-bél, ..., k-adik eleme Ax-bdl szadrmazik. Tehat:

Al X Ax X - x Ax ={(a1,82,...,ak) : Vi € [K] : a; € A;}.
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Szorzasi alapelv

Alapelvek Szegedi Tudomanyegyetem

Szorzasi alapelv

Tetszéleges Az, Aa, . .., Ak véges halmazokra

|A1XA2><"'XAk|:|A1|'|A2| ..... |Ak|

Bizonyitas. Osztalyozzuk az A; x Az X -+ x Ay elemeit (k-asok) aszerint, hogy
mi az els6 elemiik A;-bél. Igy |A1| osztaly keletkezik és minden osztalyba

|Az x -+ x Ag| darab k-as keriil (hasznaljuk a bijekciés alapelvet), és igy az
Osszeadasi alapelv miatt: |A; X Ax X -+ X Ak = |A1| - |[A2 X -+ x Agl.

A gondolatmenetet megismételve Ay X - - - X Ag-re kapjuk, hogy

|[Az X -+ x Ax| = |Az| - |A3 X - -+ x Ag|. Innen pedig k szerinti indukcioval adédik

az allitas:
|A]_><A2><"'><Ak|:|A1|-|A2| ..... |Ak|
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Kapcsolat a zardjelfelbontassal )

Soroljuk fel az dsszes olyan 3-betiis ,sz6t", amelynek elsé betiije A, B vagy C;

masodik betiije w, x, y vagy z; a harmadik betiije pedig o vagy 3!

(A+B+C)(w+x+y+2z)(at+p)=
= Awa + AwB + Axa + AxB + Aya + Ay + Aza + Az(B+
Bwa + Bwg + Bxa + Bxf3 + Bya + By + Bza + Bzf+
Cwa+ Cwp + Cxa+ CxB+ Cya+ Cyp + Cza + Cz0.

Vegyiink egy n tényez8s szorzatot, ahol a zaréjelekben szereplé Gsszegeket jeldlje
21,25, ...,2Z,. Ekkor a zaréjelek felbontasa utan a keletkezé tagok éppen a

Z1 X 2o X -+ X Z, halmaz elemei lesznek.
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Skatulyaelv

Skatulyaelv
Ha m + 1 targyat szétosztunk m skatulyaba, akkor lesz olyan skatulya, amelybe

legalabb 2 targy keriil.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy minden skatulyaba legfeljebb 1 targy keriil.
Ekkor a skatulyakban Gsszesen legfeljebb 1 + 14 .- +1 = m targy lenne. # [
—_—

m-szer

Altalanositott skatulyaelv
Ha N targyat szétosztunk m skatulyaba, akkor lesz olyan skatulya, amelybe

legalabb % targy keriil és lesz olyan skatulya is, amelybe legfeljebb % targy keriil.

Valéjaban arrél van szé, hogy ha vessziik néhany szam atlagat, akkor az a

legnagyobb és a legkisebb érték kozé esik.
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Részhalmazok
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A halmaz (informalisan) kiilonb6z6 objektumok dsszessége, melyek kdzdtt nincs

sorrendiség. (.Egy zsak, amiben kiildnbdz6 dolgok vannak.”)

Ha a H halmazbdl kivalasztunk néhany elemet gy, hogy az elemek
kivalasztasanak sorrendje nem szamit, akkor a lehetséges kivalasztasok éppen a H

részhalmazai.

Definicié

Egy H halmaz hatvanyhalmazan a H &sszes részhalmazainak halmazat értjiik, és
ezt P(H)-val jeldljiik. Formalisan, P(H) :={R: R C H}.

Példa
A H = {a, b, c} halmaz hatvanyhalmaza:

P(H) = {‘Z), {a}, {b},{c},{a, b},{a, c},{b, c},{a, b, c}}

Blazsik L. Zoltan
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Részhalmazok szama

Tétel
Egy n elemii halmaznak 2" részhalmaza van.

Bizonyitas. Legyen H egy n elem(i halmaz. Ekkor a H tetszéleges részhalmazat
agy allithatjuk el8, hogy a H minden elemére eldontjiik, hogy azt belevessziik-e a
részhalmazba vagy sem.

Ez n fiiggetlen dontés, és mindegyik elemnél 2-féle lehet6séghdl valaszthatunk,

tehat a szorzasi alapelv alapjan dsszesen 2-2-2-...-2 = 2"-féle részhalmaz van.
—_—
n-szer
O
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Definici6
Legyen H = {h1,..., h,} egy n-elemi alaphalmaz. Az R C H részhalmaz

karakterisztikus vektora az az n-koordinatabdl allé 0-1-vektor, amelynek i-edik

koordinataja pontosan akkor 1, ha h; € R; kiildnben a koordinata 0. Jeldlése: k.

Példa: H ={1,2,3,4,5,6,7} és R = {2,3,5} esetén \r = (0,1,1,0,1,0,0).

A karakterisztikus vektor definialasahoz (és értelmezéséhez) le kell régziteni az

alaphalmaz elemeinek egy sorrendjét!

Tétel
Legyen H = {h1,..., h,} egy n-elemi halmaz. Ekkor az f: P(H) — {0,1}"

R — Xr leképezés bijekcio, azaz f bijektiven parbaallitja H részhalmazait az n

hosszt karakterisztikus vektorokkal.
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Paros/paratlan elemszama részhalmazok\

Tétel
Egy nemiires H halmaznak ugyanannyi paros elemszamu részhalmaza van, mint

paratlan elemszama.

Bizonyitas. Legyen hy € H egy rogzitett elem. Kolcsondsen egyértelmiien
parbaallitjuk a H paros és paratlan elemszama részhalmazait agy, hogy egy
R C H\ {h1} részhalmazhoz hozzarendeljik a {hi} U R részhalmazt.

Természetesen a parokban szereplé rézhalmazok elemszama pontosan 1-gyel tér

el, ezért az egyikiik paros elemszamu, a masikuk paratlan elemszama. O
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Definicié

Az (Z) binomialis egylitthaté egy n elemii halmaz k elem( részhalmazainak a

szamat jeloli. (értelmes definicié, mert nem fiigg a konkrét halmaz valasztasatdl)

=
N
w
S
(]

(g) =10, mert:

O 0O OO e e 0 0 0 o
O ® @ @ OO OC e 00
® O @ @O @ O OC O
® @6 O @O ® O OO
® 6 6 O @ @ O @@ OO
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Kettds leszamlalas Yl

@+ DG ++(")+()-=

Bizonyitas. Kettds leszamlalassal bizonyitunk. Belatjuk, hogy az egyenl&ség két

oldalan ugyanannak a halmaznak a részhalmazainak a szamat szamoljuk meg
kétféle médon!
m Jobb oldal: Ez éppen az {1,2,..., n} halmaz részhalmazainak a szama.
m Bal oldal: A részhalmazokat azok elemszama szerinti csoportositva
szamoljuk dssze. (}) megszamolja a pontosan k elemii részhalmazok szamat,

és az Osszeadasi alapelvet hasznaljuk. O

Ha egy 0sszeszamlalasi problémat kétféle médon megoldunk helyesen, akkor a

kapott két valasz meg kell, hogy egyezzen.
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