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Szemerédi Endre Abel-dijas magyar matematikus, akinek legjelentésebb eredménye
Erd6s és Turan sejtésének igazolasa, miszerint barmely 6 > 0 és k > 3-hoz létezik
olyan ng kiiszébindex, hogy n > ng esetén az {1,2,..., n} halmaz tetszéleges
legalabb dn méretii részhalmaza tartalmaz k hosszd szamtani sorozatot.

(k = 3 Roth tétele)

Ehhez az eredményéhez volt sziiksége a vilaghirii regularitasi lemmara, aminek

aztan szamos extremalis grafelméleti alkalmazasa is sziiletett.

A regularitads lemma lényegében azt mondja ki, hogy tetsz6leges elég nagy
cslicsszami graf cstcshalmaza particionalhato véges sok, hasonlé méretii
osztalyra, hogy a legtobb osztalypar esetén a koztiik levs paros graf

véletlenszer(inek tiinik.
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Szemerédi regularitasi lemmaja Szegedi Tudomanyegyetem

Definicié
Legyen G = (V, E) egy graf, és legyen A, B C V két diszjunkt részhalmaza a
csucsoknak. Jeldlje E(A, B) az A és B kozott mend élek halmazat.

A H=(AUB, E(A, B)) paros graf élsiiriisége pedig: d(A, B) = %.

Van értelme nem diszjunkt halmazokra is: E(A,B) = |{(a,b) € Ax B | ab € E}]
Az (A, B) par e-regularis, ha VA" C A-ra és VB’ C B-re, amire |A'| > =|A| és
\B'| > 2| B| fennall |d(A", B") — d(A, B)| < ¢ teljesiil.

A cstcshalmaz egy V(G) = X3 U Xo U ... U X particidja e-regularis, ha

Xil|X;
s XX,
n

(Xi,X;j) nem e-regularis
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Megjegyzés
Egy paros graf tehat e-regularis, ha barmely nem tal kicsi feszitett részgrafjanak

élsiirlisége lényegében megegyezik az egész paros graf élsiirtiségével.

(ezt varnank egy véletlen graftol)

Egy partici6 pedig e-regularis, ha majdnem minden osztalypar e-regularis paros

grafot feszit.

Megjegyzés
Nem varhatjuk el, hogy ugyanez teljesiiljon akarmilyen kicsi A’, B’-re, hiszen ha

példaul |A’| = 1 = |B’|, akkor a hanyados 0 vagy 1.
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Tétel (Szemerédi regularitasi lemma, )
Tetsz6leges € > 0 és m € N esetén létezik olyan M, N € N, hogy barmely n > N

cstcsa grafnak létezik e-regularis k osztalya particiéja, valamely m < k < M-re.

Tétel (Szemerédi regularitasi lemma, )
Tetsz6leges € > 0 és m € N esetén létezik olyan M, N € N, hogy barmely n > N
cstiest grafnak létezik olyan e-regularis k osztalyd particiéja, amiben az osztalyok

mérete |ényegében egyforma (| 2| és [#]), valamely m < k < M-re.
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Tétel (Szemerédi regularitasi lemma,

Tetsz6leges € > 0 és m € N esetén létezik olyan M, N € N, hogy barmely n > N
csticst grafnak létezik olyan Vg, V4, ..., V) particiéja, amire a kdvetkezdk

teljesiilnek:

1 m< k< M;

N

Vol < en;
Vil = [Va| = -+ = |VA|;

w

4 ck? par kivételével minden (V;, V;) par e-regularis.
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A bizonyitas vazlata

Szemerédi regularitasi lemmaja Szegedi Tudomanyegyetem

Bizonyitas (vazlat).
1 Induljunk ki a trivialis particiobdl, aminek egyetlen osztalya van.
2 Amig a particié nem e-regularis:
= minden (V;, V;) parra, ami nem e-regularis régzitsiink A™ C V; és A7 C V;
részhalmazokat, amik tanusitjak, hogy (Vi, V;) nem e-regularis, azaz:

A >elVil A A > eV A |d(A™Y, A7) — d(Vi, V)| > e.

m az Osszes tanat figyelembe véve egyszerre finomitsuk az aktualis particiénkat.

Ha ez a folyamat véges sok finomitas utan leall, akkor készen vagyunk. Ahhoz,
hogy a folyamat végességét igazoljuk meg fogjuk mutatni, hogy egy alkalmasan
definialt energia mennyiség minden egyes finomitas alkalmaval nem csokken, sét

Jlényegi javitas’ esetén novekszik!
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Legyen G = (V, E) egy n cstcsu graf, és U, W C V. Definialjuk a kévetkezé

energia mennyiséget: \U| | W|

q(U, W) = d(U, W)32.

n2

Legyen Py = {Uy, Ua, ..., U} egy particidja U-nak, és Py, = {Wy, Wa, ..., W;}
egy particiéja W-nek. Ekkor legyen

k ¢
a(Pu, Pw) = > a(U;, W)).

i=1 j=1

Tovabba a Vegy P = {Vi, Vo, ... V) } particijara a particié energiaja:
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Az energia mennyiség tulajdonsagai

Szemerédi regularitasi lemmaja Szegedi Tudomanyegyetem

Allitas 1
Tetszéleges P = { V4, Va, ..., Vi} particidra: 0 < g(P) < 1.

Bizonyitas. Mivel barmely V;, Vj-re: d(V;, V;) <1, igy:

k Kk ko k

i=1 j=1 i=1 j=1

Blazsik L. Zoltan
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Allitas 2
Legyen G = (V, E) egy n cstcsu graf, és U, W C V. Tetszéleges Py és Pw
particiokra: q(Py, Pw) > q(U, W).

Bizonyitas. Legyen Py = {Uy, Ua, ..., Uc} és Py = {Wy, Wa, ..., W,}.
Valasszunk egyenletesen véletlenszerlien x € U és y € I/ cstcsokat.
Jelolje U; azt a particidosztalyat U-nak, ami x-et tartalmazza, és W, azt a
particidosztalyat W-nek, ami y-t tartalmazza. Jeldlje Z azt a véletlen

valésziniiségi valtozét, aminek értéke d(U;, W;). Ekkor:
kot

LWL i S [EU W) B W)
ZZ|U||W| U =22 Sow = qomwy ~ A

i=1 j=1
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Az energia mennyiség tulajdonsagai
Allitas 2

Legyen G = (V, E) egy n cstcsu graf, és U, W C V. Tetsz6leges Py és Py
particidkra: q(Py, Pw) > q(U, W).

Bizonyitas (folyt) Ekkor a Z masodik momentuma:

27 Uil W] <|E(u,-,wj)|)2

U,,W —

Ejzlwuvw ;lenvw A
1 |E(U;, W) 12 n?

= = —q(Py,P

U]W] Sy E e A w1 Fu- Pw)

i=1 j=1 T

q(Pu,Pw) behelyettesitve™
Mivel Z szérasnégyzete (varianciaja): Var(Z) = E(Z?) — E(Z)? sosem lehet
negativ, igy adédik a bizonyitandé allitas. O

Ha a P’ particié a P particié finomitasa, akkor g(P") > g(P).
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Allitas 3 (energia ndvels lemma)
Legyen G = (V, E) egy n cstcsu graf, és U, W C V. Tfh az (U, W) par nem
e-regularis, amiket Uy C U, Wy C W tandsitanak. Legyen Py = {U;, U\ U} és
PW = {W]_, W\ Wl} Ekkor:

luw)

q(Pu, Pw) > q(U, W) +&* o

Bizonyitas. Definialjuk ugyantgy a Z valészintiségi valtozét, mint korabban.
Ekkor a Z szérasnégyzetére hasonléan kapjuk, hogy:

n?

\uliw

Var(Z) = E(Z2%) - E(Z)* = (a(Pu, Pw) — q(U, W)).

Szintén kiszamoltuk az imént, hogy % ||W

VAS W]_), akkor: ‘Z —E(Z)‘ = ‘d(Ul W1

valészinidséggel (ha x € Uy és
d(U, W)).
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Allitas 3 (energia ndvels lemma)

Legyen G = (V, E) egy n csucsu graf, és U, W C V. Tfh az (U, W) par nem
e-regularis, amiket Uy C U, Wi C W tanusitanak. Legyen Py = {U;, U\ Ui} és
Py = {Wy, W\ W;}. Ekkor:

1%
a(Pu, Pw) > q(U, W) + e+ LYWL

2
Bizonyitas (folyt). Igy a szérasnégyzet definicié alapjan:
|Ur| [WA4|

Var(Z) = E((Z_E(Z))2> z m N4

2
(d(Ul, Wh) — d(U, W)) >eed=c

(U1,W1) nem e—regularis par

Tehat =* < Var(Z) = W (q(PU, Pw) —q(U, W))—bél atrendezéssel kapjuk a
kivant egyenl6tlenséget! O
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Allitas 4

Legyen G = (V, E) egy n cstcsu graf, és legyen P = {V4, Vs, ..., Vi} egy

particiéja V-nek. Ha P nem =-regularis particio, akkor létezik olyan @ finomitasa

P-nek, hogy minden V; osztalyt legfeljebb 2% sok részre felosztva igaz lesz, hogy:
q(Q) > q(P) +¢°.

Szegedi Tudomanyegyetem

Bizonyitas. Minden olyan (/,/) parra, amire (V. V;) nem e-regularis, rogzitsiink

egy A C V; és A C V/, part, ami ezt tansitja.

Legyen Q a P particié finomitasa, amiben az &sszes Q
irregularis par miatt rogzitett A’Y, A/' halmazok szerint

egyszerre finomitunk.

Vegyilik észre, hogy ekkor minden V; osztalyt legfeljebb O Q

2k sok részre osztottuk tovabb!

Blazsik L. Zoltan
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Az energia mennyiség tulajdonsagai

Szemerédi regularitasi lemmaja Szegedi Tudomanyegyetem
A 74 Z
Allitas 4

Legyen G = (V, E) egy n cstcsu graf, és legyen P = {V4, Vs, ..., Vi} egy
particiéja V-nek. Ha P nem =-regularis particio, akkor létezik olyan @ finomitasa

P-nek, hogy minden V; osztalyt legfeljebb 2% sok részre felosztva igaz lesz, hogy:
a(Q) > q(P) +¢°.

Bizonyitas (folyt). Legyen Qy, a P particié V; osztalyanak Q szerinti partici6ja.
Ekkor

dQ= > q@Q.Q)= Y Q.o+ > aQ.Qy)
(iJ)Elk]x[K] (iJ)E'[k]_X[k] (iJ)e_[k]_X[k]
erred. irtes,

Mivel figyelembe vettiik az 6sszes A’™Y halmazt a finomitaskor, igy Qy, egy
finomitasa lesz az {A™Y, V; \ A'J} particiénak minden (i,}) € [k] x [k]-ra.
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Az energia mennyiség tulajdonsagai

Allitas 4
Legyen G = (V, E) egy n cstcsu graf, és legyen P = {V4, Vs, ..., Vi} egy
particiéja V-nek. Ha P nem &-regularis particio, akkor létezik olyan Q finomitasa

P-nek, hogy minden V; osztalyt legfeljebb 2% sok részre felosztva igaz lesz, hogy:
q(Q) > q(P) +¢°.

Bizonyitas (folyt). Tehat Allitds 2 miatt:

Q=Y a@,Qu)= > a@Qu.Q)+ > CI(Qv,v,ij)§

ij)elk]x[k ij)elk]x[k ij)elk]x[k i
(i)elk K] ek ()ek Al 5
g-reg. irreg.

> 3 a4+ Y AT VAL AL VAT

Al 2 )X e
g-reg. irreg.

Blazsik L. Zoltan
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Allitas 4

Legyen G = (V, E) egy n cstcsu graf, és legyen P = {V4, Vs, ..., Vi} egy
particiéja V-nek. Ha P nem =-regularis particio, akkor létezik olyan @ finomitasa

P-nek, hogy minden V; osztalyt legfeljebb 2% sok részre felosztva igaz lesz, hogy:
q(Q) > q(P) +¢°.

Bizonyitas (folyt). Alkalmazva Allitas 3-at azt kapjuk, hogy:

dQ) = > e+ > q({A"J,v,-\A"’f},{N”,vj\Af"'});

(i) €[k x[k] ()€K x K] AlL :
(Vi,V)) Vi,V All. 3
e-reg. irreg.
4‘\/1H\/J| 5
DV (A R V- D DR (AR
Al 3 (W)ELKIXIA] (i) €K x[K] P nem ()€K K]
' (_Vh Vi) e—regularis
irreg.
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Szemerédi regularitasi lemma bizonyitasaF

Bizonyitas (Szemerédi reg. lemma, gyenge alak). Induljunk ki a trivialis,
egyosztalya particiébdl. Iteraltan alkalmazzuk Allitas 4-et, amikor az aktualis

partici6 még nem e-regularis.

Mivel az energiara lattuk, hogy 0 < g(P) < 1 mindig teljesiil, de az Allitas 4
dsszes hasznalatakor g(P) legalabb £°-nel névekszik, igy biztosan legfeljebb

£75-szer alkalmazhatjuk.

Azaz legfeljebb £ 75 sok lépés utan a kapott particié mar e-regularis lesz. O

Ha a fent leirt eljaras végén m-nél kevesebb osztaly lenne, akkor a meglevé
particié tovabbi finomitasaval névelhetjiik az osztalyok létszamat. Az M, N

értékek pedig valaszthat6 egyenl6nek, és ezt az értéket mindjart megbecsiiljiik.
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Hany osztalyra van sziikség?

Ha az aktuélis particiénak k osztalya van és még nem e-regularis, akkor Allitas

4-et hasznalva tovabb finomithatjuk a particiét, és mivel minden osztalyt legfeljebb

2k sok részre osztunk fel, igy az aj particié osztalyainak szama legfeljebb k2%.

Tudjuk, hogy k2% < 22, igy ha ezt a lépést e =5 sokszor el kell végezniink, akkor a
2

keletkez6 osztalyok szamat feliilr8l becsiilhetjiik 22 -vel.
[

25 sok 2—es

Tehat M = N valaszhats 22 -nek a tétel bizonyitasaban.
~—

2:—5 sok 2—es

Gondolhatnank, hogy egy iigyesebb érvelés esetén ez a torony megspoérolhatd, és
sokkal jobb becslést is mondhatunk a particiéosztalyok szamara, de nem ez a

helyzet!
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Hany osztalyra van sziikség? O [0

Tétel (Gowers, 1997)
Létezik olyan ¢ > 0 konstans, hogy tetsz&leges elég kicsi € > 0-hoz létezik olyan G

graf, aminek barmely e-regularis particiéjaban az osztalyok szama legalabb

22"

>e—¢ sok 2—es

Tehat a torony nem megspoérolhatd, bizonyos grafokra sziikséges!
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Tétel (Szemerédi regularitasi lemma,

Tetsz6leges € > 0 és m € N esetén létezik olyan M, N € N, hogy barmely n > N
cstcsu grafnak létezik olyan e-regularis k osztalya particiéja, amiben az osztalyok
n

mérete [ényegében egyforma (Lﬂ és [ﬂ) valamely m < k < M-re.

A gyenge alakot felhasznalva kapunk egy e-regularis particiét, majd ezt a particiot
tovabb finomitva és az osztalyok méretét kiegyenlitve kapjuk az erés alak allitasat.
(Vigyazni kell, mert a kiegyenlitéskor elromolhat az e-regularitas!)

(Raadasul igy az osztalyok szama is jelentésen tovabb ndvekednel!)
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Tétel (Szemerédi regularitasi lemma, )

Tetszéleges € > 0 és m € N esetén létezik olyan M, N € N, hogy barmely n > N

cstcsa grafnak létezik olyan e-regularis k osztalyl particiéja, amiben az osztalyok
n

mérete |ényegében egyforma (| 2| és [£]), valamely m < k < M-re.

Bizonyitas (vazlat). Induljunk ki egy tetszéleges olyan particiébdl, aminek m

kiegyensilyozott osztalya van.

Amig a particié nem e-regularis, addig finomitsuk az irregularis parok mentén a
particiét, majd tovabbi finomitassal, néhany cstics atpakolasaval, és pici osztalyok
egyesitésével ligyeljiink a kiegyensulyozottsagra.

A particiéhoz tartozé energia minden ,lényegi” finomitaskor £5-nel ndvekedni fog,

de a kiegyensulyozottsag elérésekor ez valamennyit romolhat!

De a novekedés igy is Q(c%) == O(c7°) lépés utan a particié e-regularis! [
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